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SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES. 


BACHET  (Claude-Gaspar),  Sieur  de  Méziriac.  —  Problèmes  plaisants  et 
délectables  qui  se  font  par  les  nombres.  Quatrième  édition,  revue  et 
augmentée.  !  vol.  in-12,  u-161   pages.    Paris,  Gauthier- Villars,   1905. 


Les  Ouvrages  de  récréations  mathématiques  sont  devenus  nom- 
breux dans  ces  derniers  temps.  Le  regretté  Edouard  Lucas  avait 
beaucoup  contribué  à  étendre  le  champ  et  la  portée  de  ces  jeux 
difficiles  qui  exigent  souvent  beaucoup  d'invention  et  de  recherche 
et  ne  sont  méprisés  que  de  ceux  qui  ont  la  vue  courte  et  l'esprit 
limité.  Le  vieil  Ouvrage  de  Bachet  de  Méziriac  qui  parut  à  Lyon  en 
1612  et  dont  le  succès  retentissant  suscita  bien  des  essais,  bien  des 
travaux  du  même  genre,  garde  encore,  après  trois  siècles,  une  part 
notable  d'intérêt  et  de  fraîcheur.  Il  faut  souhaiter  à  la  nouvelle  et 
quatrième  édition,  qui  a  été  un  peu  simplifiée  et  allégée  par  une 
main  experte,  de  trouver  le  succès  qui  n'a  pas  fait  défaut  à  celles 
qui  l'ont  précédée.  D.  J. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


GOMES  TEIXEIRA.  —  Tratado  de  las  ru r vas  spéciales  notables,  i  vol 
in-4",  ix-632  pages,  Madrid,  imprenta  de  la  Gaceta  de  Madrid,  1906. 


Dans  le  Tome  I  de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens 
M.  Haton  de  la  Goupil lière  attirait  l'attention  des  mathématiciens 
sur  les  avantages  qu'il  y  aurait  à  réunir  dans  un  traité  spécial 
l'étude  des  courbes  remarquables  qui,  depuis  des  milliers  d'années, 
ont  été  l'objet  des  recherches  des  géomètres  et  des  analystes,  anciens 
et  modernes.  Dès  1892,  l'Académie  des  Sciences  de  Madrid  avait 
proposé  comme  sujet  de  prix  de  former  un  catalogue  ordonné  de 
toutes  les  courbes  remarquables,  accompagné  de  leurs  équations 
et  de  leurs  propriétés  essentielles  ainsi  que  d'une  Notice  biblio- 
graphique indiquant  les  livres  et  les  auteurs  par  qui  leur  étude  a 
été  inaugurée. 

Le  travail  dont  l'exécution  était  ainsi  proposée  de  différents  côtés 
aux  géomètres  comme  une  œuvre  utile  et  digne  de  leurs  efforts 
répondait,  il  faut  le  reconnaître,  à  un  besoin  généralement  reconnu. 
Notre  collaborateur,  M.  Brocard,  avait  publié  sur  ce  sujet  des 
/Votes  de  Bibliographie  des  courbes  géométriques,  qui  con- 
tenaient déjà  un  ensemble  fort  respectable  de  courbes  particulières. 
En  1901,  M.  Basset  avait  publié  son  Elementary  Treatise  on 
cubic  and  quartic  Curves  dans  lequel  sont  étudiées  plus  particu- 
lièrement les  cubiques  circulaires  et  les  anallagmatiques  du 
quatrième  ordre.  En  1902,  M.  Gino  Loria  avait  fait  paraître  son 
œuvre  importante  Spezielle  algebraiche  und  transcende nte 
ebene  Curven  qui  contient  les  plus  précieuses  informations  histo- 
riques et  bibliographiques.  Le  travail  que  fait  paraître  aujourd'hui 
M.  Gomes  Teixeira  et  qui  avait  été  présenté,  en  1897,  à  l'Aca- 
démie de  Madrid,  figurera  très  dignement  à  côté  de  tous  ces 
Ouvrages  et  devra  être  consulté  à  l'avenir  par  tous  ceux  qui 
auront  à  s'occuper  de  l'étude  des  courbes  spéciales. 

Celles  de  ces  courbes  qui  figurent  dans  son  Ouvrage  sont  au 
nombre  de  plus  de  i5o.  On  y  voit  figurer  les  anallagmatiques,  les 
astroïdes,  les  cartésiennes,  les  cassiniennes,  la  cycloïde,  les 
cissoïdes,   les  conchoïdes,  les  cubiques  de  Chasles,  dTAgnesi,  la 
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courbe  du  Diable,  les  courbes  de  Bertrand  et  de  Lamé,  les  diverses 
spirales,  la  sinusoïde,  la  strophoïde,  les  développées,  les  hélices, 
le  folium  de  Descartes;  les  hyper-,  épi-  et  hypocycloïdes;  les 
lemniscales,  les  logarithmiques,  la  logo  cyclique;  les  paraboles  de 
Descaries,  de  Neill,  de  Wallis;  les  tractrices,  la  roulette  de  Delau- 
nay,  les  rosaces,  les  serpentines,  les  tétracuspides,  la  trisectrice  de 
Maclaurin,  la  courbe  à  longue  inflexion,  la  polhodie,  etc.  Nous 
devons  renoncera  les  énumérer  complètement.  Bornons-nous  donc 
à  indiquer  comment  se  trouve  distribuée  la  riche  matière  utilisée 
par  l'auteur. 

Les  deux  premiers  Chapitres,  comprenant  90  pages,  traitent  des 
courbes  remarquables  du  troisième  ordre.  C'est  là  que  Ton  trouvera 
la  cissoïde,  les  cubiques  de  Rolle,  d'Agnesi,  de  Chasles,  de  Newton, 
ainsi  qu'une  Notice  succincte  sur  les  cubiques  en  général.  Près 
de  i5o  pages  et  trois  Chapitres  traitent  des  courbes  spéciales  du 
quatrième  ordre  :  les  spiriques  de  Perseus,  les  cassiniennes,  la 
leraniscate,  la  cardioïde,  les  ovales  de  Descartes,  la  conchoïde  de 
Nicomède,  les  bicirculaires,  etc.  Cette  partie,  comme  la  précé- 
dente, se  termine  par  quelques  renseignements  généraux  qui  visent 
cette  fois  la  théorie  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Le  sixième  Chapitre  contient  quelques  courbes  du  sixième  ordre 
ou  d'un  ordre  supérieur  :  la  courbe  de  Watt,  Tastroïde  et  ses 
courbes  parallèles,  etc.  Il  contient  quelques  pages  sur  la  théorie 
des  courbes  algébriques. 

Avec  le  septième  Chapitre  et  les  suivants,  nous  abordons  les 
courbes  transcendantes,  la  logarithmique,  la  chaînette,  la  quadra- 
trice  de  Dinostrate,  les  spirales,  etc. 

M.  Teixeira  ne  se  borne  pas  aux  courbes  planes  et  ses  trois 
derniers  Chapitres  sont  consacrés  aux  courbes  les  plus  remarquables 
à  double  courbure,  la  fenêtre  de  Viviani,  les  biquadratiques  sphé- 
riques,  les  épicycloïdes  sphériques,  les  hélices,  la  polhodie  et 
Therpolhodie  de  Poinsot. 

Ce  rapide  résumé  suffira  pour  donner  à  nos  lecteurs  le  désir  de 
connaître  la  Publication  que  M.  Gomes  Teixeira  a  consacrée  à  un 
sujet  dont  l'étude  est  à  la  fois  si  attrayante  et  si  répandue.  Ces 
courbes  qui  ont  été  l'objet  de  tant  de  recherches,  qui  ont  été  créées 
par  les  esprits  inventeurs  de  tous  les  temps,  ont  pris  dans  la  Science 
une  place  qui  ne  leur  sera  plus  enlevée. 
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Hermite,  <|iii  n'étudiait  guère  la  Géométrie,  pensait  que  les 
nombres  et  les  figures  de  l'Analyse  ne  sont  pas  le  produit  arbitraire 
de  notre  esprit,  qu'ils  existent  en  dehors  de  nous,  avec  le  même 
caractère  de  nécessité  que  les  choses  de  la  réalité  objective,  que 
nous  nous  bornons  à  les  rencontrer  ou  à  les  étudier  de  la  même 
manière  que  les  physiciens  ou  les  naturalistes  mis  en  présence  des 
phénomènes  du  monde  matériel.  Il  était  convaincu  qu'aux  spécu- 
lations les  plus  abstraites  de  l'Analyse  correspondent  des  réalités 
qui  existent  en  dehors  de  nous.  Cette  doctrine,  il  l'aurait  appliquée 
a  fortiori  aux  faits  géométriques  et  aux  éléments  dont  nos 
recherches  ont  doté  la  Science  mathématique.  Que  la  surface  de 
Kummer  existe  en  dehors  de  nous,  ou  qu'elle  soit,  si  l'on  veut, 
un  produit  de  notre  imagination  et  de  notre  faculté  créatrice,  elle 
montre  combien  est  fausse  l'opinion  de  ceux  qui  vont  répétant  qu'il 
n'y  a,  dans  les  Mathématiques,  que  ce  qu'on  y  a  mis.  Comme  si  le 
peintre  ne  mettait  sur  sa  toile  que  les  couleurs  qu'il  s'est  procurées 
chez  le  marchand.  Que  Ton  repousse,  si  l'on  veut,  la  doctrine 
d'Hermite,  alors  on  sera  conduit  à  admettre  que  le  mathéma- 
ticien, dans  son  domaine,  est  créateur  comme  l'artiste  dans  le 
sien.  Nous  regrettons  que.  sur  ce  point,  Buffon  ('),  le  grand  natu- 

(')  Voici  le  passage  de  BulTon  auquel  nous  faisons  allusion  : 

•  Il  \  a  plusieurs  espèces  de  vérités  cl  Ton  a  coutume  de  mettre  dans  le  premier 
ordre  les  vérités  mathématiques;  ce  ne  sont  cependant  que  des  vérités  de  défi- 
nitions: ces  définition*  porteni  sur  des  suppositions  simples  mai*  abstraites,  et  tontes 
les  vérités  en  ce  genre  ne  sont  que  des  conséquences  composées.  mai>  toujours 
abstraites,  de  ces  définition*.  Nous  axons  (ait  des  définitions:  nous  les  avons  com- 
posées de  toutes  le*  façons  :  ce  corps  de  combinaison*  e>t  la  Science  mathématique: 
il  n'y  a  donc  nen  dans  celle  scie nec  que  ce  que  nous  \  axons  mis;  et  les  vérités 
qu'on  en  lire  ne  peuvent  être  que  des  expressions  différentes  sons  lesquelles  se 
présentent  les  supposition*  que  nous  axons  cmplox-ees;  Ainsi,  les  ventes  maLbema- 

liques  ne  sont  que  les  répétition*  exactes  des  définitions  ou  suppositions Ce 

que  Ton  appelle  mathématiques  se  réduit  donc  à  des  identité*  d  idées  ei  n*a  aucune 
réalité:  non*  suppo*on*.  nous  raisonnons  sur  nos  suppositions.  nou>  en  lirons  de* 
conséquences,  nous  concluons:  la  conclusion  ou  dernière  conséquence  est  noe 
proposition  vraie,  relatixement  à  noire  supposition  .  mais  celle  xeme  n'est  pas 
plus  réelle  que  la  supposition  elle  même  *  c  nVsi  tu  le  lieu  de  nou>  étendre  >ur 
les  u>a*e*  des  science*  mathématique*,  non  plus  que  mu  l«bu*  qu'on  peni  ei.  faire; 
il  nou*  snflit  d'axoir  prouve  que  le*  xente*  malin  mMiques  ne  sont  que  de>  «enu» 
de  définition  ou.  si  l'on  xeut,  des  «Apirssions  diiVivnlc*  de  U  mVmc  cho>e.  et 
qu'elles  ne  sont  vérités  que  rclatixemenl  a  «  c*  d.  finition*  que  nous  a  von*  taites  : 
C'est  pour  cette  raison  qu'elles  ont  laxania^e  d  cire  loueurs  v\*.  <es  et   démon*. 
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ralisle,  ait  contribué  à  propager  des  idées  étroites  dont  se  sont 
emparés  ensuite  les  détracteurs  de  la  plus  belle  des  Sciences. 

J.  G. 


HUDSON  (R.-W.-H.-T.).  —  Kummer's  quartic  Surface,  i  vol.  in-8°, 
\i-1'ïa  pages.  Cambridge,  University  Press.  1905. 


Cette  monographie  de  la  surface  de  Kummer  à  seize  points  sin- 
guliers est  l'œuvre  d'un  jeune  géomètre  qui  est  mort  à  l'âge  de 
298ns,  victime  d'un  accident  de  montagne.  L'Ouvrage  était  en  cours 
d'impression,  au  moment  de  la  mort  de  l'auteur  qui  a  lui-même 
corrigé  les  premières  feuilles,  assisté  de  MM.  Bromwich  et  Baleman. 
Il  a  été  terminé  par  MM.  Bateman  et  Baker,  qui  n'ont  eu  qu'à 
suivre  le  manuscrit  laissé  par  l'auleur  et  ils  se  sont  attachés  à  le 
suivre  avec  tout  le  dévouement  possible.  Grâce  à  eux,  quelque 
trace  restera  dans  le  développement  de  la  Science  d'un  jeune  homme 
qui  paraissait  heureusement  doué  et  qu'un  destin  cruel  a  empêché 
de  donner  toute  sa  mesure. 

Dans  nos  Leçons  sur  la  Théorie  des  Sur/aces,  nous  avons  con- 
sacré une  Note  à  la  surface  des  ondes  et  exprimé  le  vœu  que 
celle  surface,  objet  de  tant  de  travaux  poursuivis  sous  les  points 
de  vue  et  dans  les  directions  les  plus  variés,  devînt  l'objet  d'une 
monographie  où  toutes  ses  propriétés  se  trouveraient  rapprochées 
et  coordonnées.  Ce  vœu  a  été,  en  partie,  réalisé  depuis;  mais 
combien  aurait-il  eu  plus  de  raison  d'être  et  plus  de  portée  si  nous 
avions  eu  l'occasion  de  le  formuler  pour  une  Surface  aussi  intéres- 


tratives,  mais  abstraites,  intellectuelles  et  arbitraires.  »  —  (Discours  préliminaire 
sur  V Histoire  naturelle.) 

Chateaubriand,  qui  n'aimait  guère  la  recherche  scientifique,  s'est  emparé  de  ce 
passage  de  Bu  (Ton  dans  son  Génie  du  Christianisme  : 

«  Si  nous  en  croyons  Bu  (Ton,  écrit-il,  ce  qu'on  appelle  vérités  mathématiques 
se  réduit  a  des  identités  d'idées  et  n'a  aucune  réalité.  » 
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santé  que  celle  à  laquelle  le  nom  de  Kummer  demeurera  attaché. 
La  découverte  d'êtnes  géométriques,  ainsi  doués  des  propriétés  les 
plus  merveilleuses,  honore,  en  même  temps  que  son  auteur,  la 
Science  mathématique  tout  entière.  Il  faut  sans  doute,  pour  en 
sentir  toute  l'importance  et  la  beauté,  être  soi-même  géomètre. 
Mais  qu'importe,  et,  du  reste,  ne  faut-il  pas  que  la  Science  confère 
quelques  privilèges  à  ses  adeptes  et  leur  procure  des  plaisirs  qui 
échappent  au  commun  des  mortels.  Dans  l'étude  de  cette  admirable 
Surface,  toutes  les  disciplines  viennent  converger  :  l'Algèbre  et  la 
Géométrie  analytique  moderne,  la  Géomélrie  infinitésimale,  la 
Théorie  des  fonctions  dans  ce  qu'elle  a  de  plus  élevé.  En  prenant 
pour  centre  la  surface  elle-même,  on  pourrait  faire  le  cours  le  plus 
suggestif  et  le  plus  élevé. 

En  choisissant  ce  beau  sujet  pour  sa  première  publication, 
M.  Hudson  en  avait  compris  lout  l'intérêt  et  lui  avait  donné  tous  ses 
soins.  Il  s'était  mis  au  courant  de  tout  ce  que  les  géomètres  avaient 
publié  sur  la  surface,  et  l'on  constate,  en  plusieurs  passages, 
combien  son  érudition  était  devenue  déjà  très  sûre  et  très  étendue. 
La  division  de  l'Ouvrage  est  excellente.  Les  matières  y  sont  dis- 
posées dans  l'ordre  le  plus  propre  à  intéresser  le  lecteur.  Nous 
avons  affaire  à  un  travail  qui  pourra  rendre  des  services  aux 
géomètres  les  plus  exercés  et  sera  de  nature  à  inspirer  le  goût  de 
la  Géométrie  à  ceux  qui  entrent  dans  la  carrière.  G.  D. 


BLYTHE  (W.-H.).  —  On  models  of  Cubic  surpacks,  i  vol.  in-8°, 
xii-106  pages.  Cambridge,  University  Press,  1905. 


L'auteur  de  ce  petit  Ouvrage  avait  commence  à  construire  des 
modèles  de  surfaces  du  troisième  degré  lorsqu'il  apprit  qu'une 
série  très  complète  avait  été  exécutée  en  Allemagne  et  présentée 
par  M.  Klein  à  l'Université  de  Chicago.  Renonçant  à  travailler 
dans  cette  voie,  il  a  voulu  du  moins  publier  un  Ouvrage  donnant 
un  aperçu  des  méthodes  analytiques  et  géométriques  que  l'on. a 
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employées  dans  l'étude  des  surfaces  cubiques,  en  ayant  égard 
tout  particulièrement  à  celles  de  ces  méthodes  qui  permettent  de 
prendre  une  idée  de  la  forme  de  la  surface  et  même  d'en  cons- 
truire des  modèles. 

Une  introduction  fait  connaître  l'équation  générale  de  la  surface, 
les  différents  espèces  de  points  singuliers  qu'elle  peut  contenir  et 
le  nombre  de  ces  singularités. 

Le  Chapitre  premier  contient  l'étude  des  plans  tangents  triples, 
des  lignes  droites  et  les  équations  des  différentes  surfaces  parti- 
culières d'après  les  travaux  de  Schlâfli. 

Le  Chapitre  II  traite  des  réseaux  projectifs  et  des  méthodes 
géométriques  employées  par  M.  Reye. 

Les  Chapitres  suivants  sont  consacrés  surtout  à  l'étude  détaillée 
des  différents  modèles. 

Les  renseignements  et  les  indications  donnés  au  cours  de  l'Ou- 
vrage seront  consultés  avec  fruit  par  tous  ceux  qu'intéresse  l'étude 
si  attrayante  des  surfaces  cubiques.  J.  G. 


Annuaire  pour  Tan  1906,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes  avec  des 
Notices  scientifiques.  1  vol.  in-18,  iv-712  A-161  B-18  C-8  D-4i  pages, 
Paris,  Gauthier-Villars. 


Conformément  aux  dispositions  inaugurées  dans  Y  Annuaire 
de  1904,  le  présent  Volume  contient  des  Tableaux  détaillés  rela- 
tifs à  la  Physique  et  à  la  Chimie  et  ne  contient  pas  de  données 
géographiques  et  statistiques.  Ce  sera  le  contraire  pour  l' An- 
nuaire de  1907  qui  ne  donnera  pas  les  Tableaux  physiques  et 
chimiques  et  où  seront,  au  contraire,  développés  tous  ceux  qui 
se  rapportent  à  la  Métrologie,  aux  Monnaies,  à  la  Géographie  et 
à  la  Statistique.  La  même  alternative  sera  observée  à  l'avenir. 

En  vertu  du  même  principe,  on  a  inséré  dans  le  présent  An- 
nuaire le  Tableau  complet  des  éléments  des  petites  planrtes,  mais 
on  a  supprimé  le  calcul  des  altitudes  par  le  baromètre,  les  parai- 
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taxes  stellaires,  les  mouvements  propres,  la   spectroscopie  stel- 
laire. 

La  partie  physique  contieol  les  éléments  magnétiques  en  divers 
points  du  globe,  des  Tableaux  permettant  la  correction  et  la  com- 
paraison des  baromètres  et  des  thermomètres,  la  dilatation  des 
divers  liquides,  les  tensions  de  vapeur  de  certains  liquides  et, 
en  particulier,  du  mercure;  le  Tableau  des  densités  de  nom- 
breux liquides  et  mélanges  de  liquides;  des  données  relatives 
à  la  compressibilité  des  liquides,  à  l'élasticité  des  solides,  au 
frottement  des  solides,  à  la  viscosité  des  liquides  et  des  gaz;  un 
Tableau  de  longueurs  d'ondes,  la  solubilité  de  divers  corps  dans 
l'eau  à  o°  et  à  ioo*  et  dans  l'alcool,  le  pouvoir  diélectrique  de  plu- 
sieurs isolants;  des  Tableaux  d'indices  de  réfraction  des  liquides, 
des  points  critiques,  des  températures  d'ébullition,  des  résistances 
électriques,  soigneusement  revus  et  complétés.  1-a  partie  physique 
se  termine  enfin  par  un  Tableau  des  pouvoirs  rotatoires,  qui  sera 
certainement  très  apprécié  par  les  chimistes. 

La  partie  chimique  a  été  complétée  par  un  Tableau  des  princi- 
paux alliages.  Enfin  on  a  publié  de  nouveau  les  données  thermo- 
chimiques, soigneusement  revues  par  M.  Berthelot. 

Les  Notices  de  cette  année  sont  tout  entières  consacrées  aux 
éclipses.  Il  v  a  d'abord  une  Notice  étendue  de  M.  Bi  gourd  an  con- 
tenant les  Instructions  sommaires  sur  les  observations  que  lyon 
peut  faire  pendant  une  éclipse,  puis  deux  comptes  rendus  de 
M.  Bigourdan  et  de  M.  Janssen  se  rapportant  à  l'éclipsé  totale  du 
3o  août  igo5. 

Ces  indications  rapides  suffiront  à  montrer  à  nos  lecteurs  que 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes ,  toujours  à  la  hauteur 
de  son  ancienne  réputation,  suit  pas  à  pas  le  développement 
croissant  delà  production  scientifique  et  continuera,  sous  sa  forme 
nouvelle,  à  rendre  les  précieux  services  qu'on  attend  de  lui  chaque 
année.  J    G. 
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BUCHERER  (A. -H.).  —  Elkmente  ubr  Vkctor-Analysis.  Mit  Beispielkn 
aus  dkr  thkori-tischen  Physik.  2e  éd.  f  vol.  in-8°,  vui-io3  pages.  Leipzig, 
Teubner,  1905. 


La  première  édition  de  ces  Eléments  cf  Analyse  vectorielle  a 
paru  en  1903*,  la  rapidité  avec  laquelle  elle  a  été  épuisée  montre 
qu'ils  répondaient  à  un  besoin.  Dans  la  seconde  édition,  M.  Bû- 
che rer  a  adopté  les  notations  de  V E ncyclopédie  des  Sciences 
mathématiques.  Je  crois  utile  de  traduire  (librement)  les  dernières 
pages,  où  ces  notations  sont  expliquées  et  où  sont  reproduites  les 
formules  essentielles  établies  dans  le  cours  du  livre,  dont  le  contenu 
apparaîtra  ainsi  nettement  au  lecteur.  Je  dois  ajouter  que  l'auteur, 
toutes  les  fois  qu'il  en  a  eu  l'occasion,  a  eu  soin  de  faire  ressortir 
la  signification  physique  des  théories  qu'il  a  développées. 

L'auteur  représenie  systématiquement  les  vecteurs  par  des 
caractères  allemands;  j'emploierai  dans  ce  qui  suit  des  caractères 
(romains)  gras,  majuscules  ou  non;  les  caractères  ordinaires  dési- 
gneront des  nombres  positifs  ou  négatifs;  les  vecteurs  fondamen- 
taux i,  j,  k,  de  longueur  égale  à  l'unité,  portés  par  les  axes  coor- 
donnés, forment  un  trièdre  trirectangle  à  disposition  directe.  La 
juxtaposition  d'un  nombre  et  d'un  vecteur  représente  le  vecteur 
multiplié  par  le  nombre;  dans  une  somme  où  figurent  des  vecteurs, 
les  signes  -K  —  ont  la  signification  d'addition  ou  de  soustraction 
géométrique.  Pour  désigner  les  équivalents  algébriques  des  pro- 
jections d'un  vecteur,  on  emploie  la  même  lettre  que  pour  indi- 
quer le  vecteur,  mais  en  caractères  ordinaires,  et  en  l'affectant  des 
indices  1,  2,  3;  ainsi  A< ,  A2,  A3  désignent  les  équivalents  algé- 
briques des  projections  sur  les  axes  du  vecteur  A.  Au  contraire,  le 
symbole  A*  désigne  un  axe,  un  vecteur  égal  à  l'unité  porté  sur  la 
même  droite  que  le  vecteur  A,  dont  l'équivalent  algébrique  se 
désigne  alors  par  A.  On  a 

(i)  À  =  iA1-+-jAî-+-  kAj. 

(a)  A  =  AAi. 

Le  produit  scalaire  (ou  intérieur)  de  deux  vecteurs  se  repré- 


«i 
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sente  en  enfermant  les  symboles  entre  des  parenthèses  rondes,  et 
le  produit  extérieur  en  les  enfermant  entre  des  crochets;  on  a 
donc 


(5) 


(AB)=  ABcos(AB), 


en  désignant  par  cos(AB)  l'angle  des  deux  directions  positives  sur 
les  axes  qui  portent  les  vecteurs  À,  B;  puis 


<f> 


(5) 


(6) 


[AB|  = 


[a|BC]J  = 


(A[BC|»  = 


i       j      k 
At     Aj     Ai 

Bi     B,     B, 

B<AC>-  C(ÂB). 


A, 

A, 

Ai 

», 

Bt 

»i 

c, 

Oj 

c, 

L'opération  V  s'énonce  nabla  et  esl  définie  par  la  formule 


<7) 


X  =  i 


.  à 


Ox 


j  - — h  k  —  : 

'  Oy         oz 


un  peu  plus  loin  r  désignera  un  vecteur  d'origine  lixe,  en  sorte 
qu'on  pourra  écrire,  en  désignant  par  j,  y,  z  les  équivalents  algé- 
briques des  projections  de  et!  vecteur  sur  les  axes  et  par  U  un  vec- 
teur fixe,  partant  de  l'origine  des  coordonnées, 


r  —  ijr-t- j..K  -f-  kz  -+■  U  ; 


on  a 

(H) 
<9> 


VA  - 


//A|         0\t        o\ 


Ox 


— -  -+-   -"       =  i\\\  A  (  «litergeiiet;  «le  A), 


_ .        .  o\        .  o\  0\  . 

VA  =  1 M-     -i- k    -    —  graillent  «le  A, 

Ox        '  Oy  oz 


(km     [VA|  = 


i  j  k 

0  0  0 

Ox  Oy  OZ 

Ai  Aj  Aj 


—  rot  A  (rotation  ou  tourhillon  île  A;, 


(H) 
(11) 


<!b  ^r,V,A  =r,iVA)f 
or 

A  dk\  =  o, 


COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES.  i5 

<i3)  Vr  =  r,,         Vr,=  -,         Vr  =  3; 

r 

/•  r* 

(i  3)  rot  VA  =  o, 

(16)  div  rot  A  =  o, 

(17)  VAB  =  A(VB)-h(B.YA), 
m8)  V[AB]  =  BrotA  —  ArotB, 
(19)  rotAB  =  A  rotB-h  [YA.B], 
(xo)  rot*  A  =  VdivÀ  — V*À, 

(ai)  rotAB  =  AVB  —  BVA-h(BY)A  —  (AY)B, 

iut-A)  (AY)B  =  YA(ÀB)-+-[rotBA]. 

[/indice  A  signifie  que  le  vecteur  A  doit  être  regardé  comme 
constant. 

o,  r-**       ''**       d*A       <**A 

rfj:1         ôy*        dz* 

j-   tt4        ^îA       *>'A       ')ÎA 
<«4  V«A  =  divVA=  J-  +  --  +  — r-- 

L'élément  vectoriel  de  surface  rfg  désigne  un  vecteur  normal  à 
IVIémenl  de  surface,  dont  la  longueur  est  mesurée  par  le  même 
nombre  que  la  surface  élémentaire  et  dont  la  direction  est  déter- 
minée par  le  sens  dans  lequel  est  décrit  le  petit  contour,  de  telle 
sorte  que  le  mobile  décrivant  ce  contour  paraisse  tourner  dans  le 
sens  direct  autour  de  l'observateur  traversé  des  pieds  à  la  tête  par 
le  vecteur.  Les  éléments  vectoriels  d'uue  surface  fermée  sonl  tou- 
jours dirigés  vers  l'extérieur,  et  leur  direction  détermine  par  con- 
séquent le  sens  dans  lequel  sont  décrits  les  petits  contours.  En 
désignant  par  dv  un  élément  de  courbe  et  par  di  un  élément  de 
volume,  on  a 

(aî)  i  kdt      —  !  rot  A  dq  (Stokes), 

/  A  c iq     =  Id'wkdz  (Gauss), 

fk  dq     =  /  VA  </t, 

/  I A  dq  J  =  —  /  rot  A  d-z  (  Fôppl  ). 


m 
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MhIihiI  II,  V  lion  l'onrtion*  continues  de  point  dans  l'espace,  les 
hnln  (W|iniliiiiin  ('*())  exprimant  les  ihéorèmes  de  Green,  l'équa- 
Ihtit  (47)  In  iIm^hômh'  tin  Hnltrami,  et  l'équation  (28)  le  principe 
tin  Hhin*'11'  ; 

1  «  • 

in\*  /V'\  '*       *     fi  'TV-VVi)^ 

'    t«\,  /\im  ./t   -    /  VTl.«/g; 


\  »m 


J.  T. 


.x 


■     » 


\    S    »      S     ■ 


H'V    »  »       V  '  . 


*        V 


«Il    ■ 


^.     -     v. 


*        »,    V  •* 


»  X  .  S.     • 


»   ».  ■ 
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utilisé  par  tous  ceux  qui  se  serviront  de  ces  Tondions,  ou  qui  vou- 
dront les  étudier  pour  elles-mêmes. 

Dans  ce  Recueil,  M.  Schwarz  n'avait  fait  qu'une  petite  place 
aux  fonctions  de  Jacobi  :  on  peut  le  regretter;  on  est  d'autant 
moins  en  droit  de  le  lui  reprocher  qu'il  avait  essentiellement  en 
vue  la  vulgarisation  des  notations  de  Weierstrass  et  qu'il  n'a  pas 
achevé  son  œuvre;  mais  la  place  même  qu'il  a  dû  leur  faire,  pour 
ce  qui  concerne  le  calcul  numérique,  montre  assez  combien  ces 
fonctions  sont  dans  la  nature  des  choses  et,  pour  ainsi  dire,  inévi- 
tables. 

Si  le  Recueil  de  M.  Schwarz  n'existait  pas,  il  est  vraisemblable  que 
M.  Thomae  aurait  voulu  faire  une  place  plus  large  aux  fonctions 
de  Weierstrass,  qui  ne  figurent  guère,  dans  celui  qu'il  publie,  que 
par  leur  définition.  Il  a  pensé  avec  raison  qu'un  Recueil,  analogue 
à  celui  de  M.  Schwarz,  mais  consacré  aux  fonctions  de  Jacobi, 
pourrait  rendre  de  grands  services.  Son  travail  ne  manquera  pas 
d'être  accueilli  avec  faveur  et  reconnaissance  par  tous  ceux  qui 
sont  bien  aises  de  pouvoir  retrouver  rapidement  soit  une  formule 
dont  ils  ont  besoin,  soit  l'ensemble  d'une  théorie  que  le  rappro- 
chement des  formules  et  des  propositions  fondamentales  permet 
de  voir  d'un  coup  d'œil  quand  on  Ta  étudiée  un  peu  à  fond.  Le 
Recueil  de  M.  Thomae  prendra  place  dans  les  bibliothèques  ma- 
thématiques, à  côté  de  celui  de  M.  Schwarz. 

Il  est  divisé  en  deux  parties  consacrées  l'une  à  la  théorie,  l'autre 
à  diverses  applications.  La  première  comporte  vingt-six  pages  et 
contient,  sous  une  forme  très  condensée,  les  formules  et  les  propo- 
sitions les  plus  essentielles.  Relativement  aux  notations,  je  signale 
quelques  changements  avec  les  habitudes  :  au  lieu  d'écrire  sn,  en, 
dn,  M.  Thomae  écrit  sa,  ca,  da\  il  aura  voulu  sans  doute,  par  la 
lettre  a,  rappeler  Y  amplitude  ;  l'emploi  de  caractères  romains, 
pour  les  signes  fonctionnels,  et  non  de  lettres  italiques,  est  bien 
consacré  par  l'usage,  dans  les  livres  imprimés;  je  ne  vois  pas  de 
raison  pour  s'en  écarter,  puisqu'il  peut  éviter  quelques  confu- 
sions :  il  est  vrai  que  ces  confusions  ne  sont  pas  très  à  craindre, 
puisqu'elles  ne  se  produisent  guère  dans  l'écriture  courante. 
Notons  aussi  l'introduction  des  fonctions 


sau  , ,  sau 


tga  u  =  »         jau  =  k'  -? —  • 

eau  J  dau 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.  t  a"  série,  t.  XXX.  (Janvier  1906.) 
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M.  Glaisher,  si  je  ne  me  trompe,  a  proposé  jadis  une  assez  ingé- 
nieuse notation  pour  désigner  les  inverses  des  fonctions  sn,  en, 
dn,  qu'il  écrivait  ns,  ne,  nd  et  leurs  quotients  mutuels,  qu'il  écri- 

sn  en 

vait  se  =  — >  es  =  — »  •  •  •• 
en  sn 

M.  Thomae  part  des  quatre  fonctions  &  à  deux  indices,  comme 
séries  et  comme  produits;  il  écrit  les  formules  relatives  à  la  pério- 
dicité, les  formules  d'addition,  les  formules  qui  relient  les  fonc- 
tions S(z,  ?)  aux  fonctions  3(a^,  4~)>  ^(zi  4*)»  'a  définition  el 
les  propriétés  relatives  à  la  périodicité  des  fonctions  sn,  en,  . . . ,  la 
série  qui  donne  q  au  moyen  de  Xr\  les  formules  pour  le  calcul  de  K, 
K/,  les  dérivées  et  les  développements  en  séries  entières  des  fonc- 
tions elliptiques,  les  théorèmes  de  Liouville,  les  formules  fonda- 
mentales de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  &;  il  s'arrête 
un  instant  sur  la  façon  dont  varient  les  fonctions  sn,  en,  dn  pour 
des  valeurs  réelles  ou  purement  imaginaires  de  w,  soit  lorsqu'on  a 

o  <  /•  <  i ,  soit  dans  le  cas  où  -  est  réel  el  positif;  il  passe  ensuite 

aux  formules  de  transformation  qui,  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques, proviennent  du  changement  de  t  en  4" 5  donne  des  indi- 
cations pratiques  sur  le  calcul  de  qs  K,  u  quand  les  valeurs  des 
fonctions  elliptiques  et  du  module  sont  données,  écrit  les  for- 
mules de  Landen.  Il  introduit  ensuite  les  fonctions  Z  (les  dérivées 
logarithmiques  des  fonctions  0)  et  les  intégrales  elliptiques  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce,  les  trois  formes  normales  du 
radical  (Ricmann,  Legendre,  Weierslrass);  montre  le  passage  de 
Tune  à  l'autre,  écrit  les  équations  différentielles  pour  K  el  K/, 
dit  un  mot  de  la  moyenne  arithmélico-géométi  ique,  indique  les 
notations  de  Legendre,  donne  les  propriétés  les  plus  importantes 
des  intégrales  de  première  et  de  troisième  espèce  et  termine  celte 
première  Partie  en  écrivant  les  développements  en  série  trigo- 
nomélrique  des  logarithmes  des  fonctions  elliptiques. 

Les  applications  concernent  les  différents  pendules,  la  rectifi- 
cation de  l'ellipse,  la  quadrature  et  la  rectification  de  l'ellipse 
sphérique;  la  construction,  d'après  Jacobi,  du  théorème  d'addi- 
tion; le  problème  de  fermeture  de  Poneelcl-Sleiner,  l'addition  et 
la  division  des  arcs  de  lemiiiscate,  diverses  applications  à  la  repré- 
sentation conforme,  le  potentiel  logarithmique,  la  surface  minima 
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de  M.  Schwarz,  la  forme  d'un  fil  attiré  par  Taxe  des  x  proportion- 
nellement à  la  distance,  les  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  de 
révolution,  les  courbes  du  troisième  ordre.  J.  T. 


MÉLANGES. 


SUR  LA  TRANSFORMATION  PAR  DIRECTIONS  RÉCIPROQUES. 

Note  de  M.  BUTIN. 

La  transformation  par  directions  réciproques  se  rattache  à  la 
symétrie  par  rapport  à  un  plan  dans  un  espace  à  quatre  dimen- 
sions. On  peut,  en  effet,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

I^es  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  soient  x,  y,  z 
les  coordonnées  du  centre  d9une  semi-sphère,  R  la  valeur 
algébrique  de  son  rayon;  si,  à  chaque  semi-sphère  (x,y,  s,  R) 
de  l'espace  ordinaire  E3,  on  fait  correspondre  le  point  qui  a 
pour  coordonnées  x,y,  3,  /  =  £  R  dans  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions E4,  la  transformation  par  directions  réciproques  repré- 
sente, en  général,  sur  E3,  la  symétrie  par  rapport  à  un  plan 
dans  E«. 

L'exactitude  de  cette  proposition  se  vérifie  aisément  sur  les 
formules  suivantes,  données  par  M.  Darboux, 


,  _  /ci       ,  _  a*  > 


x  =  a:,        z   =  a 


y>=y  R'=-2*±-       -i^-R 


1  —  k*         1  —  A* 
Si   Ton  y  remplace    R  par  —  it    et  R'  par  —  i/',    les  valeurs 
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obtenues  pour  stf,  y,  z?,  {'sont  les  coordonnées  du  symétrique  du 
point  {x,y,  z.  t)  par  rapport  su  plan  représenté  par  l'équation 


Cas  particulier.  —  Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  E,,  par 
rapport  auquel  ou  l'ail  la  symétrie,  est  parallèle  au  plan  /  =  o 
(qui  représente  l'espace  E,),  la  transformation  par  directions 
réciproques  devient  la  dilatation. 

Conséquences.  —  I.  Construction  des  transformées  par  direc- 
tions réciproques  d'une  semi-surface  S. 

Les  semi-sphères,  tangentes  â  2  en  ses  différents  points,  ont 
pour  images  sur  E,  les  points  d'une  variété  V  formée  de  droites 
isotropes  et  dont  la  trace  sur  E5  est  2  :  toute  transformée  de  S 
par  directions  réciproques,  est  la  trace  sur  Et  d'une  variété  V 
déduite  de  V  par  symétrie  par  rapport  à  un  plan  de  E». 

II.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une 
transformation  par  directions  réciproques  laissant  invariable  une 
semi-surface  2,  c'est  que  S  soit  une  anlicauslique  par  réfraction 
d'une  surface  S,  les  rayons  lumiueux  étant  perpendiculaires  à  un 
plan  fixe. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DR  LA  SÉRIE  HÏPERGEOM ÉTRIQUÉ  ; 
Pau  M.  C.  CA.ILLEH. 

une  Noie  insérée  au  Bulletin  de  la  Société  Mathéma- 

France(l.  XXXI,  i9o3)  («),  M.  J.  Hadamard  a  obtenu, 

e  conséquence  de  ses  recherches  sur  les  équations  aux  déri- 

partielles,   une  intégrale  définie  remarquable,    relative    aux 

Verhandtungen    dei    Math.-Kongr.    Htidtlbtrg,    jgoj, 
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fonctions  de  Bessel,  que  j'avais  moi-même  étudiée  antérieurement 
dans  deux  publications  (4).  La  méthode  employée  par  M.  Hada- 
mard,  indirecte  mais  très  puissante,  lui  a  fourni  en  outre  une 
relation  analogue  où  interviennent  certaines  fonctions  hyper- 
géométriques  particulières. 

Bien  que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  soit  qu'un  résultat,  pour 
ainsi  dire  isolé,  sans  connexion  avec  la  théorie  générale  de  la 
fonction  hypergéomé trique,  elle  n'en  constitue  pas  moins  une 
propriété  caractéristique  de  cette  fonction  et,  à  ce  titre,  mérite 
d'attirer  l'attention. 

Or,  il  est  possible  de  retrouver  la  relation  de  M.  Hadamard  par 
une  voie  directe,  élémentaire  et  singulièrement  rapide,  et  qui 
permet,  en  outre,  de  la  généraliser  d'une  manière  appréciable. 

Soient  F(oc,  (î,  y,  x)  et  F  (a',  (î',  y7,  x)  deux  séries  hypergéomé- 
triques  telles  que  les  sommes  des  paramètres  de  même  rang  soient 
égales  deux  à  deux,  ou 

je  dis  qu'on  aura  l'identité 


f  *Y-i(i- 


z)Y'-t  F(«,  p,  Y,  xz)  F[a',  0',  Y',  y(i  -  z)]  dz 


En  effet,  si  l'on  différence  cette  équation  par  rapport  à  x,  en 
tenant  compte  des  identités 


ti  aft 

-7-F(«,  fi,  y»  **)  =  —  z  F(a  +  i.  p-f-i,  y-f-i.  xz) 


et 


—  F(«,  p,  Y  +  Y'-^-^r  —  *y) 

«a 
=  r-py^I—^)F(a-^|i  P -+-«.  y-»- Yr-+- >»  x+-y  —  *r)» 

on  la  voit  se  reproduire  avec  ce  seul  changement  que  a,  jî,  y  sont 


(')  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  1899  et  Mémoires  de  la  Société  de 
Physique  de  Genève,  190). 
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iler  en  a  s  1  +  1,  JS  -+-  i .  y  -!-  i .  ce  qui  n'affecte  pas  les  conditions  (i). 
D'antre  part,  la  propriété  connue 

jointe    aux    mêmes    conditions    (i),   permet   d'écrire   le    second 
membre  de  l'équation  (2)  sons  la  forme 


X-Hjr  —  Xjr), 


«ymélrique  de  la  précédente.  Ainsi  l'identité  à  démontrer  se  com- 
porte également  d'une  manière  invariante  vis-à-vis  de  la  dérivation 
par  rapport  à  la  variable  y.  Si  donc  la  différence  o  des  deux 
membres  de  (2)  s'annule  pour  les  valeurs  particulières  jr  =  o  et 

y  =  o,  on  aura  pour  ces  même»  valeurs  *„  ±Zm  =  o,  et  la  fonc- 
tion e,  qui  est  analjlique  en  x  et  en  y,  sera  identiquement  nulle. 
En   résumé,    il    suffit    de    contrôler    l'équation    dans    le    seul 
cas  j  =  oet/  =  o;  elle  se  réduit  alors  à 


1 


V«(,-^aJt-'>j(/-;)! 


ce  qui  est  exact. 

Si  le*4X>n$tantes  y  et  y7  n'ont  pas,  toutes  les  deux,  leur  partie 
réelle  positive,  l'intégrale  (2)  est  divergente  et  le  résultat  précé- 
dent devient  illusoire.  On  doit  alors  le  formuler  comme  suit;  en 
intégrant  la  fonction 

/(z)  =  *T-«(i-*)r-«F(a,  p,T,  xz)F[*',  p\  f^d-z)] 

sur  un  double  lacet  L  enveloppant  les  points  z  =  o  et  z  =  1  et  tel 
qu'en  le  suivant  la  valeur  finale  du  facteur  ^-«(i  — ^)7/~*  soit  égale 
à  la  valeur  initiale,  on  a  identiquement 

j f(z)dz  =  ri -yy-V  F(*,  P,  7 -+- f. *  +y—*y)f*i-%(\  -*)r-t  <**. 

I^a  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  qu'on  vient  de  lire. 

Le  principe  même  de  notre  démonstration  montre  qu'on  ne 
saurait  généraliser  la  relation  (2)  par  simple  différentiation ;  on 
atteint  ce  résultat  en  invoquant  les  propriétés  connues  des  séries 
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hypergéométriques  contiguës.  Partons,  à  cet  effet,  des  relations 

-£-*»F(a,  p,  T,  j)  =  a^-'  F(a-*-i,  p,  Y*  *)* 


^^F(a,  p,  y,  «■)=  p*MFfa,  p  +  i,  y**). 
-^a:Y-»F(a,  p,  Y,  ar)  =  (  Y  -  i)*ï-«  F(«,  p,  y  — i,  *), 


puis  représentons  par  e,  e',  /,  /'  quatre  entiers  positifs  quel- 
conques. Faisons  encore,  pour  abréger, 

F,  =  F(»,  p,  y,  xz)        et        F,  =  F[a',  P',  y',  y(i  -  *)], 

enfin,  désignons  par  C,,  C2,  ...  certaines  constantes  dont  il 
serait  facile  d'assigner  la  valeur  dans  chaque  cas.  Nous  aurons 
alors 

*/~Y*1  (as)7*1"*""1  (**  s)'** Fl = Cl  F(*  "•"  * Pî  T  ~~s* xz)- 


et 


^'"^  (^)/,/r"P'"€'"1  (^)  Vf«  =  C, FK  P'+^y'-/',  j<i-*)]. 
Ainsi,  en  appliquant  à  l'intégrale  (2)  l'opérateur  complexe 

A = */-Y+*  (£)'•  ■  ■  ** x  y''-r+x  (£)'  •  •  •■*' 

formé  <le  la  combinaison  des  deux  précédents,  on  trouvera 

m      I     /*  *T-'(i-3)T-'F(a-4-e,  8,  T-/)ar3)F[a',  fi'+e',  Y'-/',r('-*)]d« 

(        =CA(l-^)«-{4'F(ot,  p,  Y-+-Y',  x-f-jr-jjjr). 

Ou  bien  encore,  en  changeant  quelque  peu  les  notations,  l'inté- 
grale 

(4)     f  *r+/-ni  -  *yr+r-i  f<«,  p,  y>  »)F[a',  p',  y'.  .rO  — *)]<** 

s'exprime  en  fonction  linéaire  de  la  série 

F(<x  —  e,  p,  y-hy'-+-/-h/',  tf-1-.r  — */■) 


24  PREMIÈRE  PARTIE. 

et  de  ses  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre,  toutes  les  fois  que  les 
paramètres  vérifient  la  double  condition 

*  -4-»'  =  y  -+-  Y  -h/  -+-/*-?-  *. 

les  e  et/ étant  supposés  entiers  et  positifs. 

Si  l'un  de  ces  entiers  devenait  négatif,  la  recherche  de  (3)  ou  (4) 
constitue  un  problème  du  même  genre  mais  plus  complexe;  les 
dérivations  sont  alors  remplacées  par  des  intégrations  et  celles-ci 
ne  seront  pas  toujours  possibles  en  termes  finis.  L'énumération 
complète  des  cas  d'intégrabilité  serait  facile,  mais  d'une  longueur 
rebutante.  Bornons-nous  donc  à  l'exemple  suivant. 

Dans    (3),    faisons    y=if    T/=>»    e  =  ef=/=oy  f  =  — i. 

L'opérateur  A  se  réduit  à  —  (  -r-  \     ,  tandis  que  les  conditions  (i) 
donnent 

«-*-«'=  Ê-h£'=2         ou         a'=-2  —  *,         ?'=*  —  ?• 

En  intégrant  le  second  membre  de  (4)  et  divisant  par  y,  nous 
avons 

[F(s  — i,  ?— i,  i,x+y  —  xy)  —  *<*)], 

m/ 

expression  qui  doit  rester  holomorphe  pour  y  =  o;  on  aura  donc 

©(*•)=  F(a'  —  i,P'— i,  i,  r) 

et,  la  constante  se  trouvant  égale  au  quotient — ,   on 

'  ci  (,__*)(,_  ^' 

obtient  finalement 


x 


t 
F(a,  p,  i,«)F[a  — a,  îi-0,  -2,7(1-5)1^ 
0 

^(jZ^o-ft)^0"*'  '-^i^-+-r-^)-F(i-«,  1  — p,  1,0?)], 

C'est,  sous  une  forme  légèrement  plus  simple,  le  résultat  même 
dû  à  M.  Hadamard. 

Je  terminerai  cette  courte  Note  en  observant  que  le  mode  do 
démonstration  si  simple  employé  plus  haut  pour  établir  l'équa- 
tion (2)  n'est  nullement  spécial  à  cet  exemple,  mais  qu'on  pourra 
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s'en  servir  utilement  dans  nombre  de  recherches  plus  ou  moins 
semblables. 

Ainsi  supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  cas  où  l'intégrale, 
supposée  convergente  et  dans  laquelle  p  et  q  désignent  deux 
entiers  positifs 


/ 


i 

**(i  —  *)l*F[a,  p,  y,  xzp(i  —  z)v\  *iz, 
o 


s'exprime  sous  la  forme 

C  F(a,  by  c,  mx). 

Si  l'on  admet  que   cette  représentation  doit  être  invariante  par 
rapport  à  la  dérivation,  on  conclut  immédiatement 

c-      X!u! 


(  X  -+-  \L  -+-  I  )  î 

puis 


__         pPql 


(5) 


\  =  p  î  -+-  p\         3  =  a  +  S',         a  =  7.-\-a',         m  =  ,  _j_-. 

p.  =  çr  a -H  ç',         y  =  a-+-Y'î         £  =  «*-£', 

c  =  a  -h  c', 

La  lettre  oc  reste  indéterminée  tandis  que  />,  y,  //,  y',  P',  y7,  a', 
è7,  c7  sont  des  nombres  constants  indépendants  du  paramètre  a. 
Ceci  posé,  la  dérivation  change  a  en  a  -f-  î ,  et  le  second  membre 

acquiert  le  facteur  m—^-\  pour  l'exactitude  de  la  représentation, 

il  faut  et  il  suffit  que  C  acquière  ce  même  facteur  m  -g-ï  par  le 

changement  de  a  en  a  +  i .  De  là  résulte  d'abord  la  valeur  de  m 
inscrite  au  tableau  précédent;  il  faut  de  plus  que  l'expression 

se  réduise  par  suppression  des  facteurs  communs  à 

i 

((.  (g4-o')(g  +  ^>(a  +  f) 

Dans  le  cas  où  l'une  ou  l'autre  des  lettres  p  ou  q  devient  nulle, 
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on  a  m  =  i;  il  faut  en  même  temps  supprimer  dans  (5)  les   bi- 

pf-\-m               a'  -f-  n  .     ,  .    g%    . 

nomes  a  -4-  - ,  a  -h  2 »  qui  deviennent  infinis,  mais  cette 

P  (J      . 

fraction  doit  toujours  se  réduire  à  la  forme  (6).    Le   problème 

admet    un   nombre    de    solutions    fini    mais    fort   grand    et    l'on 

pourrait  en  dresser  le  tableau  complet.  Nous  nous  contenterons 

de  rassembler  ici  quelques-unes  de  ces  formules  choisies  parmi  les 

plus  remarquables. 

/''^-(,-^T-p--(,-^)-«^=(P-i;!^-,p-,)!F(g,p,.rtx), 


f  **'-»(i  —  5)*-«'-»F(a,  p,  T,  xz)dz 

^TTT]! F<a'?'  T.  •'•)> 

f  ^p'-i(I_^)p-p-iF(«,  p,  ^xz)dz 

/ 


*Y-i  (1-5  )T'-Y--i  F(  a,  p,  y,  »  )  rf» 


f  *«y-*(i  —  *)t«-n-i  F(a,  p,  y,  xz*)d% 
|     5iY-i(,_  3)*a-îY-îF(a,  p,  T,  a**)*** 

/    ^Y-'(i   -  z)t*-ii-t  F(«,  p,  T,  xz*)dz 
__  Civ  —  i)!(a«-ay-u!p/fl  i  i        \ 

|     ^Y-i{l_3),«_,YF(aj  ^  y,  «•)«** 

_  HT--<)l(M-r;|!p/t  i  i        . 


_  j_2Y  —  i)!(2i~  -j>.  y  —  '^)- 

(}.7.  —  'X)\ 
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I     *•*■-' ( i  —  z )i«-i*-i  F  U -+-  -  ,  a,  y,  xz*\ 


dz 


(2$  —  !)!  (21-  2$  —  I)!  „ 


(  2  a  —  1  )  ! 


F(a"*"  V  8'?' *)' 


rx   — l  ~3 

/     /     5(i-*)"     5F[a,  pjTfM(i  — j)]rfi 

(2a  —  1)!  \  2  4/ 

f  ^Y-i(,-.Z)ia-Y-i  p[a,  ^  Tf  **(!  —  *)]<** 


(y  — 1)!  (2«  — y  — Q! 
(2a  — 1)! 


F(p,  aa-:r,«-hl,  |) 


I    *S-i(i-*)*a-8-i  F  fa,  a-+-  -,  Y'  m(i  —  *)1 

(S  — i)!(2a  — o-i)!_/%  *        *\ 

-  FU,2a-8,Y,-j, 


<^2 


(ma  —  1)! 


J     *»«-i(i  — *)*Y   Ja-iF^-h  5»  Y  -*"  f  '  *"+-  5»  **S1  d* 


_  (3a  —  !  ;  !  (  3  y  —  3a  —  1)! 
(3y-i)! 


F  (a,  a-.    3 


h  Y**)» 


f   ji«-i(,  _*)»«-!*- 1  F  [a,  *-*-\,  0 

«•  0  L  * 


-h  - ,  xz*  I  dk 


'] 


(3,-,)! F^,,  +  r»+3,x 


)• 


*         3(i-z)       «Fj^a,  p,a-|, 


aM*(i  —  z)    dz 


} 


(ia  —  2  )  !  \         6    r 


-) 


I     ^        *(i-*)      'F  [a,  p, 


a  —  5,  #**(! 

D 


3     2 


-,i 


rf* 


(3a-2)! Fla"  3'  P'  *-  3'  T})' 
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I     &*~\  ,_  *i**-**-«  F  U,  *—  '     T.  x**<i  — *.|  dz 

=  -r ; F\  *,  * X—  -r l; 

i  3a —  i».  -i  5     y  f 


dans  ortie  dernière  formule.  *•*  =  3*  —  a  S. 

■ 

f     ***,  !_  ,  **-*  F  la.  s  —  i.  a  —  k  x*«  i  —  z  •*  I 

*a  *    la  —  ï  "  i  Sx. 

F  :  a.  a •  a  —  -•  —  |« 


** 


*  m  —  i  I  i  i     16 


/     i»  i  — x  **-*î|  — x**  %  —  z*]~**~l>dz 


»   i 


a*   .    ix  —  t  ■.  i  ix 

tu-i.i •  a  -*-   : •  — i  i 


4* — i   -  »  %     i* 


/   ^i-î^ji-Kh-J1;    *~:  4x 


4 


>»  —  1       ~  I  *      x 

r    a— i.a «m :•  — s  t< 


3**  —  -         >t— - 


*      ~  »     x 
F    a^-*x s —  r-  rr  <• 


f     -ï        -■;  —  z  *  F:  a.,  a  —  t*  *  —  -»  «*  *  —  x^l^s 

L  -*         *  J 


- — F    s  —  ?»  a~— 


•rs  t  iiiamuss.  m*?»  ms»  xmo-  jes  ivatM^crMiK**  ■■*• 
xrtr 


^  »  t  ?     ta*.**.  ^ 
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de  l'intégrale  h  ypergéom  étriqué 

Ç  z»T-«  (1  —  *)*«-«y-i  (1  —  z  v/â?)~a  (1  ■+■  z  Jx)~a  dx, 

de  celle  que  donne,  dans  le  cas  (3  =  y,  la  septième  formule  du 
tableau  ci-dessus,  à  savoir 

on  a  l'identité 

cette  formule  n'est  pas  au  nombre  de  celles  données  par  Gauss 
dans  son  Mémoire  posthume  sur  la  série  hypergéométrique. 

Comme  dernier  exemple  de  la  même  méthode,  partons  de  l'inté- 
grale définie,  facile  à  démontrer, 

1      a?P-i(i  — j?)M  ^  (p  — ij!     f   1  1  "1     • 


(ax*-ï-  bx  -t-  c 

y 

dans  laquelle  a,   6,  c  sont  trois  nombres  positifs,  tandis  que  A 
représente,  pour  abréger,  la  quantité 

A=  4 


b  ■+■  -i c  ■+■  -x  / c( a  -\-b  -+-  c) 

On  en  tire  immédiatement,  par  la  différentiation  relative  à  X, 

/**  a-3-! 

/    xP-«(i-x)P-'/,  */T*dx 

'-•5  (fc^  [  "    +  «—l  AHF(.,  P,  P+l.  XA); 

dans  ce  résultat  /<  et/2  représentent  les  deux  polynômes 
y1==  ax*-¥-  bx  -+-  c,        /»=  axl+-  bx  -+-  c  -t-  Xar(i  —  x). 

Cette  propriété  s'étend  manifestement  à  un  cas  plus  général  et 
l*on>est  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Si  f*,fiy  f%  sont  trois  polynômes  quadratiques  en  involution 
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3 

et  a,,  a2,  as  /rois  exposants  tels  que  af  -f-  a2 -+-  a»  = ;  si  L 

représente  un  lacet  double  entourant  les  racines  de  Vun  des 
polynômes  donnés,  f\  par  exemple,  de  sorte  qu'en  parcourant 
le  lacet  ff*  reprenne  sa  valeur  initiale,  l'intégrale 


s, 


L 


est  hyper  géométrique. 
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POINCARÉ  (H.),  professeur  à  la  Sorbonne.  —  Leçons  de  Mécanique  CÉ- 
LESTE.   T.    I    :    TllÉORIE   GÉNÉRALE   DES    PERTURBATIONS    PLANÉTAIRES.    In-8, 

vi-368  pages.  Paris,  chez  Gauthier- Yillurs,  i  ()<>>. 


M.  Poincaré  commence  aujourd'hui  la  publication  des  Leçons  de 
Mécanique  céleste  qu'il  professe  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris 
depuis  1896.  Comme  l'explique  l'auleur  dans  son  Avant-Propos, 
«  ce  Livre  ne  doil  faire  double  emploi  ni  avec  son  Ouvrage  sur  les 
Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  ni  avec  le  Traité 
de  Mécanique  céleste  de  Tisserand. 

Ici,  il  ne  se  place  plus  au  point  de  vue  du  géomètre,  et  il  laisse 
complètement  de  coté,  par  exemple,  la  question  de  convergence, 
donl  l'étude  rigoureuse  est  le  but  principal  des  Méthodes  nou- 
velles; mais,  prenant  à  son  début  le  problème  fondamental  de  la 
Mécanique  céleste,  il  n'emprunte  aux  méthodes  nouvelles  que  leurs 
résultats  essentiels,  ceux  qui  sont  susceptibles  d'une  application 
immédiate,  et  les  rattache  a  la  méthode  classique  de  la  variation 
des  constantes.  Toutefois,  et  c'est  ce  qui  le  dislingue  encore  de 
Tisserand,  il  va  droit  au  but,  sans  s'occuper  de  suivre  les  fonda- 
teurs de  la  Mécanique  céleste,  et  de  commenter  leur  pensée. 

C'est  donc  un  Ouvrage  véritablement  nouveau  que  nous  donne 
M.  Poîncaré,  ouvrage  accessible  au  débutant,  propre  à  l'iuiticraux 
méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  mais  qui  ne  le  dispense  en 
aucune  façon  d'étudier,  au  point  de  vue  théorique,  les  Méthodes 
nouvelles,  au  point  de  \ue  pratique  le  Traité  de  Tisserand,  qui 
résume  les  tra\aux  de  ses  prédécesseurs. 

Pénétré  plus  que  personne  de  l'importance  du  service  que  nous 
rend  M.  Poincaré  en  entreprenant  cette  publication,  je  m  Vf  for- 
cerai de  rc  11  tire  compte  le  plus  complètement  po.>sible  de  sa 
pensée  dans  une  courte  analyse. 

Ce   premier  Volume  est   consacré  à  l'exposition   de   la   théorie 
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générale  des  perturbations  planétaires.  Son  but  est  d'établir  le 
plus  rapidement  possible,  mais  d'une  façon  rigoureuse,  la  forme 
des  développements  employés  en  Mécanique  célest-e  :  aussi  les 
formules  qu'on  y  rencontre  ne  sont-elles  pas  toujours  les  plus 
favorables  aux  calculs  numériques;  l'objet  principal  du  Volume 
suivant  sera  de  les  transformer  pour  les  adapter  aux  applications 
numériques. 

La  forme  des  développements  de  la  Mécanique  céleste  est  bien 
connue;  on  peut  les  rapporter  à  deux  types  principaux  :  ou  bien 
on  développe  les  inconnues  à  la  fois  suivant  les  puissances  du 
temps,  et  suivant  les  sinus  ou  cosinus  de  certains  arguments,  en 
partant  des  valeurs  initiales,  qui  servent  de  constantes  d'intégra- 
tion; ou  bien  on  cherche  à  obtenir  les  expressions  des  inconnues 
sous  forme  purement  trigonométrique,  ainsi  qu'on  Ta  toujours  fait 
pour  la  théorie  de  la  Lune,  en  partant  des  valeurs  moyennes  des 
inconnues,  comme  constantes. 

Il  n'est  pas  difficile  de  prévoir  la  possibilité  et  les  propriétés 
particulières  de  ces  divers  développements  :  mais  leur  étude  rigou- 
reuse n'avait  pas  encore  été  complètement  faite,  et  c'est  cette 
étude  qui  est  le  but  du.  premier  Volume  de  M.  Poincaré.  Si, 
comme  le  dit  l'auteur,  les  questions  de  convergence  sont  laissées 
de  côté,  c'est  parce  que  la  fonction  perturbatrice  est  réduite  à  un 
nombre  limité  de  termes,  ainsi  qu'on  est  amené  à  le  faire  néces- 
sairement dans  la  pratique;  mais,  ce  point  admis,  la  rigueur  des 
raisonnements  reste  entière,  et  l'on  peut  dire  que  les  formules  gé- 
nérales de  la  Mécanique  céleste  sont  établies  enfin  sur  une  base 
analytique  inébranlable. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  treize  Chapitres;  au  Chapitre  I,  se 
trouvent  rappelés  et  démontrés  les  principes  de  la  Dynamique 
dont  il  sera  fait  un  usage  constant  par  la  suite.  Ces  principes  se 
rapportent  aux  systèmes  d'équations  différentiel  les  canoniques, 
dont  M.  Poincaré  se  sert  d'une  façon  exclusive;  aux  changements 
canoniques  de  variables,  et  aux  crochets  de  Lagrange. 

Le  Chapitre  11  est  consacré  à  la  première  exposition  du  pro- 
blème des  trois  corps.  L'énergie  potentielle  étant  une  fonction 
indépendante  du  temps  et  du  choix  des  axes,  on  tombe  immédia- 
tement tout  d'abord  sur  les  intégrales  du  mouvement  du  centre  de 
gravité,  des  aires  et  des  forces. 
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La  propriété  du  centre  de  gravité  permet  alors  de  réduire  le 
nombre  des  degrés  de  liberté  que  comporte  le  problème;  en  fai- 
sant sur  les  coordonnées  et  les  variables  conjuguées  des  substitu- 
tions linéaires  convenables,  ce  nombre  se  réduit  en  effet  de  9  à  6, 
en  même  temps  que  la  forme  des  intégrales  des  aires  est  conservée, 
ce  qui  conduit  à  la  propriété  bien  connue  sous  le  nom  ft élimina- 
tion des  nœuds. 

M.  Poincaré  étudie  deux  de  ces  substitutions.  La  première  con- 
duit à  prendre  comme  variables  les  coordonnées  relatives  de  deux 
des  corps  par  rapport  au  troisième,  et  les  projections  des  quantités 
de  mouvement  de  ces  deux  corps  dans  leur  mouvement  absolu;  la 
seconde  conduit  aux  coordonnées  bien  connues  de  Jacobi. 

Enfin,  supposant  que  l'un  des  corps  ait  une  action  prépondé- 
rante, l'auteur  définit  la  fonction  perturbatrice,  et  en  donne  un 
premier  développement;  puis  il  étudie  quelques  cas  particuliers; 
en  dernier  lieu,  il  cite  pour  mémoire  la  méthode  usuelle,  dont  il 
ne  fera  aucun  usage,  puisqu'elle  ne  conserve  pas  la  forme  cano- 
nique des  équations. 

L'élude  du  mouvement  elliptique  constitue  le  Chapitre  III.  Le 
problème  des  deux  corps  se  ramène  à  celui  du  mouvement  d'une 
masse  m,  attirée  par  une  masse  fixe  M. 

L'application  de  la  méthode  de  Jacobi  conduit  au  mouvement 
elliptique.  Si  l'on  désigne  par  /,  6,  g  -f-  6,  a,  e,  i  l'anomalie 
moyenne,  la  longitude  du  nœud,  la  longitude  du  périhélie,  le  demi- 
grand  axe,  l'excentricité  et  l'inclinaison,  et  si  Ton  fait 

L  =  m  v^Mrt,         G  =  L /i  —  e*,         0  =  Gcos*\ 

les  quantités  L,  G,  8,  /,  g,  8  forment  un  premier  système  d'élé- 
ments canoniques  :  /  seul  varie  avec  le  temps,  et  Ton  a 

dl  m»  M* 


dt  L* 


Un  second  système  d'éléments  canoniques  est  obtenu  en  conser- 
vant L,  et  faisant  pt=L  —  G,  p2=G  —  8,  X  =  Z-}-^ -+-6, 
W|  =  —  g  —  8,  ci>j  =  —  8;  X  est  ici  la  longitude  moyenne. 

Enfin  un  troisième  système  d'éléments  canoniques  est   formé 
par  L,  a  d'une  part,  puis  les  variables  excentriques  ;,,  rH,  enfin 
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par  les  variables  obliques  $2,  7)2,  telles  que 

Ç/  =  ^2  pi  costo/,         r4/  =  yi  pi  sin  ai/. 

Les  coordonnées  sont  développables  soit  sous  la  forme 

*  

\]Acos(/?0X  -h  A)  OÎL, 

A  el  h  dépendant  de  L  et  3ÏL  étant  un  monôme  entier  par  rapport 
aux  £  et  aux  r\  ;  soit  sous  la  forme 

^  Bp?»  p*«  COS(/>0X  -f-/>,  Wj  -+-/>îU),-f-  A), 

B  et  A  dépendant  de  L. 

Des  raisons  de  symétrie  et  d'homogénéité  achèvent  de  rensei- 
gner sur  la  forme  précise  de  ces  développements. 

Le  Chapitre  IV  contient  l'exposition  des  principes  de  la  mé- 
thode de  Lagrange.  M.  Poincaré  définit  d'abord  les  orbites  oscu~ 
latrices,  et  montre  que  celles-ci  ne  sont  pas  toujours  tangentes 
aux  orbites  réelles  :  cela  n'a  lieu  que  si  l'on  emploie  des  variables 
convenables.  Puis,  revenant  au  Problème  des  trois  corps,  il  prend 
pour  variables  les  éléments  canoniques  des  orbites  osculatrices  des 
deux  planètes  fictives,  au  mouvement  desquelles  on  peut  ramener 
le  problème.  Les  équations  restent  canoniques;  la  fonction  carac- 
téristique F  est  de  la  forme  F0-hu,FM  jjl  étant  de  Tordre  des 
masses  perturbatrices.  Le  point  important  est  que  F0  ne  dépend 
que  des  L.  Quant  à  la  fonction  perturbatrice  u.F|  elle  est  déve- 
loppable  sous  l'une  des  formes 

Va  cos(A:iXi-t-  A-jXj-h/*)  DU, 

A,  h  dépendant  de  L,  DÏL  étant  un  monôme  entier  par  rapport 
aux  Ç  et  7|.  Ces  développements  jouissent  d'ailleurs  de  propriétés 
particulières  que  mettent  en  évidence  la  symélrie  et  l'homogé- 


» 

/ 


néité. 
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Les  équations  élanl  du  type 


dL              r)F, 
dt  ~~      ^"d/T' 

dy\           àFt 

dk       âF0          dFt 

dt  ~~  dL  *  **  ÔL  ' 

d\  _          ÙFX 

dt  ""      |U  <fy 

il  est  facile  d'instituer  une  méthode  d'approximations  successives  : 
de  simples  quadratures  permettent  d'obtenir  les  valeurs  des  incon- 
nues développées  suivant  les  puissances  de  jx  ;  après  la  nièm*  approxi- 
mation, Terreur  est  de  Tordre  de  |xw. 

L'application  de  la  méthode  de  Lagrange  forme  Tobjet  du 
Chapitre  V.  Tous  les  termes  des  développements  obtenus  sont  de 
la  forme 

|A*ADïL0*mcos(v*-h/i) 

ou  de  la  forme 

on  a  mis  en  évidence  la  puissance  de  ja,  et  dénoté  par  l'exposant  o 
les  valeurs  initiales  des  inconnues  pour  t  =  o;  A  et  h  dépendent 
des  L°  et  X°  ;  DK0  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  £°  et  rk°  ; 
enGn  v  est  de  la  forme  kt  n{  -h  À"2/i2,  kt  et  k2  élanl  des  entiers,  nt 
et  rt2  étant  les  moyens  mouvements  initiaux. 

En  excluant  le  cas  de  kt  =  k2  =  o,  v  ne  peut  s'annuler  que  si 

— i  est  commensurable,  hypothèse  que  l'on  peut  rejeter  comme 

tout  à  fait  improbable.  Mais  v  peut  devenir  petit;  les  termes  cor- 
respondants sont  alors  grands,  par  suite  de  la  présence  d'un  petit 
diviseur.  M.  Poincaré  montre  que,  pratiquement,  on  devra  se 
limiter  à  la  considération  d'un  seul  petit  diviseur,  au  plus. 

Les  termes  se  classent  en  termes  périodiques,  séculaires  purs, 
ou  séculaires  mixtes.  U  ordre  et  le  degré  d'un  terme  sont  le 
nombre  a,  et  le  degré  du  monôme  DK0.  De  plus,  M.  Poincaré 
appelle  rang  d'un  terme  la  différence  a  —  m;  si  enfin  m'  est  l'ex- 
posant d'un  petit  diviseur  ou  la  somme  des  exposants  des  petits 

diviseurs  qui  figurent  au  dénominateur  d'un  terme,  la  classe  de 

m        m! 
ce  terme  est  a • 

1  2 

Le  théorème  de  Lagrange  sur  l'invariabilité  des  grands  axes 
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n'est  alors  qu'un  cas  particulier  de  l'important  théorème  sur  le 
rang  que  l'auteur  énonce  ainsi  : 

i°  Dans  les  développements  des  £,  yj,  \  L,  il  n'y  a  pas  de  terme 
de  rang  négatif  (sauf  mt  dans  \)  ; 

2°  Il  n'y  a  pas  de  terme  séculaire  mixte  de  rang  nul. 

3°  Dans  le  développement  des  L,  il  n'y  a  pas  de  terme  de  rang 
nul. 

Le  Chapitre  VF  est  intitulé  Transformations  diverses  des  déve- 
loppements. Si  dans  les  développements  obtenus  jusqu'ici,  sauf 
dans  le  lerme  n^t  de  ?.,-,  on  remplace  t  en  dehors  des  signes  sin  et 
cos  par  t,  puis  n%t  par  w{  et  n2t  par  cr2,  les  inconnues  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  fonctions  de  trois  variables,  dévelop- 
pables  suivant  les  puissances  de  t  et  suivant  les  cosinus  et  les  sinus 
des  multiples  des  w.  Ces  nouveaux  développements  peuvent  d'ail- 
leurs être  obtenus  directement  à  l'aide  d'équations  telles  que 


<*U            àhf             ah,-            âF 

——     -+-    /Il h   /!• = -r-  y 

•  "# 

dx             owv            dwt            dX/ 

j 

ils  satisfont  aux  équations  du  mouvement  quand  on  y  fait 

c,  6|,  €2  p/a/i/  des  constantes  quelconques. 

On  peuL  d'ailleurs  prendre  des  constantes  d'intégration  autres 
que  les  valeurs  initiales  des  inconnues  pour  l  =  o,  et  obtenir  des 
développements  analogues.  Si,  en  particulier,  on  choisit  comme 
constante  les  valeurs  moyennes  pour  t  =  o  des  inconnues  L,-, 
\i — tv/,  Jji,  Yii,  valeurs  que  nous  dénoterons  par  l'exposant  î,  les 
développement  obtenus  jouissent  de  propriétés  remarquables;  les 
quantités  W{  et  X{  n'y  figurant  que  par  la  combinaison  Wi-\-  AJ-.  La 
comparaison  de  ces  nouveaux  développements  avec  les  précédents 
permet  de  démontrer  d'une  façon  précise  qu'il  n'est  presque  jamais 
nécessaire  d'avoir  égard  à  plusieurs  petits  diviseurs  différents. 

Le  Chapitre  VU  renferme  l'étude  du  Problème  restreint,  c'est- 
à-dire  du  problème  dans  lequel  on  suppose  en  présence  le  Soleil, 
uoe  grosse  planète  d'orbite  képlérienne  circulaire  et  une  petite 
planète  de  masse  négligeable  restant  dans  le  plan  de  l'orbite  de  la 
grosse  planète. 
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Les  équations  de  ce  problème  se  ramènent  au  type  général 

d\.(  àF  dki       àV 


dt  ôK(  dt        OU 

où 

F  =  F0-h{AF„ 


(  i  =  i,  •!,  . . .,  n)1 


F0  dépendant  seulement  des  L/  et  de  telle  façon  qu'il  n'y  ait  au- 
cune relation  linéaire  à  coefficients  entiers  entre  les  dérivées  par- 

tielles  jrr-î;  de  plus,  Ft   est  une  fonction  périodique  des  X/,  les 

coefficients  dépendant  des  L/. 

L'étucje  d'un  tel  système  est  fondamentale  en  Mécanique  céleste. 
La  méthode  de  Lagrange  conduit  à  des  développements  beaucoup 
plus  simples  que  dans  le  cas  général,  et  ceci  tient  à  l'absence  de 
variables  analogues  à  £,  7),  de  sorte  que  F0  dépend  de  n  variables 
sur  an.  Dans  les  développements,  il  n'y  a  pas  de  termes  séculaires 
purs,  sauf  des  termes  en  t  pour  les  X<;  si  de  plus  on  connaît  ces 
termes  en  t  et  les  termes  périodiques,  l'ensemble  des  termes  sécu- 
laires mixtes  s'en  déduit  immédiatement. 

Ceci  résulte  de  ce  que,  si  l'on  met  comme  précédemment  les 
inconnues  sous  la  forme  de  fonctions  développables  suivant  les 
puissances  d'une  variable  t  et  périodiques  par  rapport  à  des  va- 
riables Wi,  ces  fonctions  vérifieront  les  équations  du  mouvement 
non  seulement  quand  on  y  fera 

:  =  /  +  c,         w,  =  mt  -H  e,, 
mais  encore  quand  on  y  fera 

les  ©i  étant  des  constantes  quelconques.  Ici  /i/  désigne  la  valeur 

constante  de  —.  -  en  première  approximation,  cl  n^  diffère  de  /*/, 

mais  est  développable  suivant  les  puissances  de  u.  et  se  réduit  à  /i/ 
pour  p.  =  o. 

Ce  théorème  est  fondamental,  puisqu'il  permet  de  faire  dispa- 
raître les  termes  séculaires. 

Dans  le  cas  du  problème  restreint,  il  y  a  plus  :  les  inconnues, 
qui  sont  au  nombre  de  quatre,  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances de  Ecoscr2  et  Esin(r2,  E  étant    mie  constante  arbitraire 
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d'intégration;  les  autres  constantes  d'intégration  sont,  si  l'on  veut, 
nui,  w2  et  la  valeur  moyenne  de  Lf.  Si  Ton  fait  E  =  o,  on  obtient 
la  solution  périodique  bien  connue  du  problème  restreint,  dite  de 
la  première  sorte. 

Les  Chapitres  VIII  et  IX  sont  consacrés  à  la  Théorie  élémen- 
taire et  à  la  Théorie  complète  des  perturbations  séculaires.  La 
recherche  des  perturbations  séculaires,  c'est  la  recherche  des 
termes  de  rang  nul.  M.  Poincaré  montre  d'abord  qu'on  obtient 
tous  les  termes  de  rang  nul  de  \  et  des  r\  en  intégrant  les  équa- 
tions canoniques 

</i|,  _  _     <m  drti  _     dR 

dt   ~~       {Xdrti'  ~dt    ~~  Pdfîi9 

où  R  désigne  la  parlie  séculaire  de  Ff,  où  l'on  considère  les  L,- 
comme  des  constantes.  Les  termes  de  rang  nul  de  X/  sont  ensuite 

-r-  dt,  d'après  le  théorème  de  Poisson. 

Dans  la  théorie  élémentaire,  on  néglige  avec  Lagrange  les  qua- 
trièmes puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons;  les  équa- 
tions précédentes  se  réduisent  alors  à  des  équations  linéaires  à 
coefficients  constants,  dont  l'étude  est  simplifiée  par  la  forme  par- 
ticulière de  R. 

Dans  la  llléorie  complète,  les  équations  qui  définissent  les  per- 
turbations séculaires  sont  ramenées  par  M.  Poincaré  au  type  fon- 
damental étudié  au  Chapitre  VII;  on  peut  donc  faire  disparaître 
les  termes  séculaires  des  inconnues,  ce  qui  est  très  important  pour 
la  stabilité. 

La  forme  particulière  de  R  conduit  à  des  conséquences  toutes 
pareilles  à  celles  que  l'on  rencontre  dans  le  problème  restreint  : 
en  exprimant  les  inconnues  en  fonction  de  variables  t  et  «v/,  on 
voit  que  leurs  valeurs  sont  développables  suivant  les  puissances 
de  t,  Ej-coscri,  E/sinci*/,  les  E/  étant  des  constantes  convenable- 
ment choisies  ;  les  autres  constantes  d'intégration  sont  des  angles  ©,. 
En  faisant t  =  o,  tvi  =  —  y';t  -f-  «**,  on  obtient  les  valeurs  des  incon- 
nues débarrassées  des  termes  séculaires  :  les  y)  diffèrent  légèrement 
des  racines  y/  des  équations  algébriques  bien  connues  qui  servent 
à  intégrer  les  équations  linéaires  de  la  théorie  élémentaire. 

Les  équations  possèdent  par  suite  des  intégrales  développables 
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suivant  les  puissances  des  £  et  des  7),  ainsi  que  Pavait  déjà  re- 
marqué M.  Cellérier,  en  ne  tenant  compte  que  des  termes  du  qua- 
trième degré  de  R. 

Il  faut  observer  toutefois  que,  quand  on  tient  compte  des  incli- 
naisons, les  équations  étudiées  ne  sont  pas  exactement  dans  le  cas 
de  celles  du  Chapitre  VIL,  parce  que  Tune  des  quantités  y/  est 
nulle.  M.  Poincaré  montre  comment  on  peut  éviter  cette  difficulté 
à  l'aide  d'artifices  très  simples;  il  suffit  par  exemple  de  rapporter 
le  mouvement  non  pas  à  des  axes  fixes,  mais  à  des  axes  mobiles 
tournant  uniformément  autour  de  l'axe  de  coordonnées  perpendi- 
culaire au  plan  par  rapport  auquel  ou  mesure  les  inclinaisons. 

En  terminant,  M.  Poincaré  généralise  les  résultats  obtenus,  en 
supposant  que  les  propriétés  particulières  de  R  cessent  d'exister. 

Au  Chapitre  X,  intitulé  Cas  général  du  Problème  des  trois 
corps,  l'auteur  revient  aux  développements  les  plus  généraux  du 
Chapitre  VI  et  montre  qu'on  peut  y  faire  disparaître  les  termes 
séculaires  par  des  procédés  analogues  à  ceux  du  Chapitre  VII.  Les 
inconnues  L,-,  X,-  £,-,  ru  étant  exprimées  à  l'aide  de  t,  d'argu-  , 
nients  «>/,  et  des  constantes  initiales  LJ,  £°,  71°,  on  y  fait  d'abord 
t=o,  et  l'on  remplace  les  L°  par  des  quantités  W/,  fonctions 
des  L°,  £°,  r\*  ;  les  valeurs  ainsi  obtenues  vérifient  les  équations 
du  mouvement  si  Ton  a 


d\\i           ÔF 

dt              dtV( 

dwt         àF 
dt    ~  d\\i' 

dQ            àF 
dt  ~~       &r,f 

drfi       àF 
dt    ~  d\** 

Les  W,  sont  des  constantes,  car  F  ne  dépend  pas  des  <*>,-. 

Les  équations  de  la  seconde  ligne  sont  alors  du  type  étudié  au 
Chapitre  précédent  et  les  Wg  sont  déterminés  par  des  quadratures. 
On  a  finalement  par  suite  pour  les  inconnues  des  développements 
de  la  forme 

2«*Biiriff...£(2*<<+2>»:). 

les  B  dépendant  des  W,-,  les  E^  étant  des  constantes  convenable- 
ment choisies  (au  nombre  de  in  pour  le  problème  des  n  -+-  i  corps), 
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les  w]  et  w't  étant  des  arguments  de  la  forme 

les  premiers  au  nombre  de  2/1,  les  seconds  au  nombre  de  n. 

Les  moyens  mouvements  n'  et  y7  sont  développables  suivant  les 
puissances  de  u.  et  des  EJ;  mais  les  y7  contiennent  u  en  facteur, 
tandis  que  les  n\  se  réduisent  aux  /?/  pour  jjl  =  o;  enfin,  Tune  des 
quantités  y,-  est  nulle,  de  sorte  que  les  coordonnées  et  les  distances 
mutuelles  dépendent  respectivement  de  in  —  iet3/i  —  2  argu- 
ments. 

La  comparaison  des  développements  obtenus  en  dernier  lieu 
avec  ceux  dont  on  est  parti,  conduit  au  Théorème  de  Poisson,  qui 
fait  l'objet  du  Chapitre  XL  Généralisant  le  résultat  de  Poisson, 
M.  Poincaré  fait  voir  que,  dans  le  développement  des  L/,  il  ri  y 
a  pas  de  termes  séculaires  purs  de  rang  un. 

Dans  le  Chapitre  XII,  intitulé  Symétrie  des  développements. 
Solutions  périodiques,  on  étudie  les  propriétés  spéciales  des  déve- 
loppements obtenus  précédemment  pour  les  éléments  canoniques 
et  aussi  pour  les  coordonnées  héliocentriques;  les  solutions  pério- 
diques de  la  première  sorte,  dans  le  cas  du  problème  des  trois 
corps,  sont  obtenues  en  annulant  les  E^.  Enfin  M.  Poincaré  indique 
le  meilleur  choix  de  constantes  à  faire  et  montre  comment  Ton 
pourrait  effectuer  le  calcul  direct  des  séries. 

Le  Chapitre  XIII  renferme  l'exposition  du  Principe  de  la  mé- 
thode de  Delaunay .  Si  les  moyens  mouvements  sont  voisins  d'être 
commensurables,  les  intégrations  introduisent  un  petit  diviseur, 
et  Ton  est  amené  à  considérer  la  classe  des  termes.  M.  Poincaré 
démontre  d'abord  un  important  théorème  sur  la  classe  :  il  n'y  a 
pas  de  terme  de  classe  négative;  de  plus,  la  classe  de  tous  les 

termes  de  3L,  8$,  8ré  est  au  moins  égale  à  -  • 

Il  s'agit  alors  de  former  les  équations  qui  fourniront  les  termes 
de  classe  minima  dans  les  inconnues,  c'est-à-dire  les  termes  de 

classe  nulle  dans  les  SX,  les  termes  de  classe  -  dans  les  3L,  8Ç,  ài\  : 

il  est  nécessaire,  en  effet,  de  connaître  ces  termes  si  l'on  veut  pré- 
voir à  assez  longue  échéance,  de  même  que  la  connaissance 
des  termes  de  rang  minimum  permet  de  prévoir  à  très  longue 
échéance. 
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Soit  6  ==51^V'v  l'argument  quî  correspond  au  petit  diviseur,  et 

appelons  W  ce  que  devient  F«   quand  on  n'y  conserve  que  les 

termes  constants  et  ceux  qui  dépendent  de  0;  marquons  de  l'indice 

zéro  ce  que  deviennent  W  et  ses  dérivées  partielles  quand  on  y 

fait  L|=  L°,  5,==  £°,  rl,-=7i£;  désignant  enfin  par  C0  une  con- 

.ij  p» 
stante  quelconque,  par  C/a  la  dérivée  partielle    .     *     (quand  on  y 

fait  L^=  LJ)  et  posant 
les  équations 

dt-     ^[àm/.9  di  ~~  *  Wt ) ,' 

dU      __  à(<P0-hiLW0)  dki       d(<P0-h  fjt^o) 

'dt   ~  —  âki        '  dt   ~~  ôU 

fournissent  tous  les  termes  de  classe  minirna,  et  ceux-là  seulement. 
Ces  équations  sont  faciles  à  intégrer.  Les  équations  canoniques 
de  la  seconde  ligne  permettent  d'écrire 

L/-*/U=:L?, 

U  étant  une  variable  auxiliaire;  la  relation  entre  t  et  6  est  ensuite 
donnée  par  une  quadrature,  et  les  £,-  et  r,/  s'obtiennent  ensuite 
par  de  nouvelles  quadratures.  Tel  est  le  principe  de  la  méthode 
de  Delaunay  que  Ton  peut  d'ailleurs  appliquer  dans  des  cas  beau- 
coup plus  généraux. 

Pour  terminer,  M.  Poincaré  applique  la  méthode  de  Delaunay 
au  cas  de  la  planète  Hécube,  dont  le  moyen  mouvement  est  sen- 
siblement le  double  de  celui  de  Jupiter.  H.   A.nooyer. 
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JAMES  (G.-O.).  —  Eléments  op  the  Kinematics  of  a  point  and  thb 
rational  MECHANics  op  A  particle.  i  vol.  in-8°;  xu-171  pages.  New-York, 
J.  Wiley  and  Sons,  1906. 


Ce  petit  livre  est  une  excellente  introduction  à  la  Mécanique 
rationnelle;  ou  ne  peut  qu'en  louer  la  clarté  et  la  précision.  Les 
définitions,  les  réductions  de  formules  en  nombres  sont  expliquées 
avec  toute  la  netteté  désirable.  Pour  ce  qui  est  des  principes  de  la 
Mécanique,  l'auteur  se  place  au  point  de  vue  suivant  :  ces  prin- 
cipes sont  vrais  par  rapport  à  un  système  d'axes  absolus  (fixes  par 
rapport  aux  étoiles);  le  premier  est  le  principe  de  l'inertie,  le 
second  et  le  troisième  s'énoncent  ainsi  :  l'accélération  que  prend 
un  point  matériel  dans  un  champ  de  force  résultant  de  la  super- 
position de  deux  champs  de  force  est  la  somme  géométrique  des 
accélérations  que  produiraient  les  champs  composants;  elle  ne 
dépend  ni  de  la  nature  du  point  matériel,  ni  de  son  mouvement. 
Deux  points  matériels  isolés  prennent,  sous  leurs  actions  mu- 
tuelles, des  accélérations  dirigées,  dans  des  sens  opposés,  sui- 
vant la  droite  qui  les  joint  et  ces  accélérations  sont  dans  un 
rapport  constant.  De  ces  deux  derniers  principes  et  de  la  consi- 
dération de  trois  points  matériels,  on  déduit  la  définition  des 
masses,  comme  coefficients  numériques  ne  dépendant  que  des 
points  matériels.  J.  T. 


VIDAL  (L.).  —  Manuel  pratique  de  Cinématique  navale  et  maritime  a 
l'usage  de  la  marine  de  guerre  et  de  la  marine  de  commerce.  1  vol. 
in-8°;  xvn-222  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  igo5. 


M.  le  capitaine  de  vaisseau  Léon  Vidal  a  condensé,  dans  ce 
Manuel  pratique,  les  travaux  épais  d'un  grand  nombre  de  ses 
confrères,  et  les  siens  propres,  sur  la  Tactique  navale  mathéma- 
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tique  :  il  y  a  joint  plusieurs  tables  numériques,  qui  rendent  aisé 
l'usage  des  formules;  de  nombreuses  figures  illustrent  le  texte. 
Les  titres  des  six  Chapitres  qui  composent  le  livre  et  qui  sont 
reproduits  ci-dessous  montreront  assez  quel  est  l'intérêt  pour  les 
navigateurs  du  travail  de  M.  Vidal;  ajoutons  que  ceux  qui 
enseignent  les  Mathématiques  peuvent  y  trouver  des  applications 
intéressantes. 

I.  Spirale  logarithmique  simple.  II.  Mouvement  de  deux  mo- 
biles qui  viennent  simultanément  de  quantités  égales  du  même 
bord.  III.  Concentration  de  bâtiments  dispersés.  IV.  Problèmes 
dans  les  courants  des  fleuves.  V.  Rencontre  de  deux  mobiles. 
Plus  courte  distance  sur  trajectoires  déterminées.  Distance  de 
croisement  de  la  route  rectiligne  d'un  mobile  A  par  la  trajectoire 
d'un  autre  B.  VI.  Barrage  rectiligne  ou  droite  infranchissable. 
Influence  du  courant  et  de  la  dérive  vent-houle  sur  les  théorèmes 
de  cinématique  navale.  J.  T. 


Congrès  international  de  Philosophie.  11e  session,  tenue  à  Genève  du 
4  au  8  septembre  1904.  Rapports  et  comptes  rendus  publiés  par  les  soins 
du  Dr  Ed.  Claparède.  1  vol.  in-8°;  vn-974  pages,  17  figures  et  5  portraits. 
Genève,  H.  Kûndig,  1905. 


La  quatrième  section  du  dernier  Congrès  international  de  Phi- 
losophie se  rapportait  à  la  logique  et  à  la  philosophie  des 
Sciences. 

Diverses  communications  intéressent  les  Mathématiques. 
M.  Fehr  a  parlé  Sur  la  fusion  progressive  de  la  Logique  et  des 
Mathématiques  ;  c'est  un  sujet  sur  lequel  est  revenu  M.  Cou- 
tural,  soit  dans  diverses  discussions,  soit  dans  sa  communication 
Sur  V utilité  de  la  Logique  algorithmique.  M.  de  Monlessus  de 
Ballore  fonde  sur  des  principes  expérimentaux  Une  définition 
logique  du  hasard  et  de  la  probabilité.  Les  considérations  dé* 
velôppées  par  M.  A.  Naville  (La  notion  de  loi  historique)  et  par 
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M.  Milhaud  (Note  sur  l'idée  de  Science)  ont  un  caractère  trop 
général  pour  qu'on  puisse  les  analyser  ici.  M.  A.  Reymond 
(Note  sur  le  jugement  géométrique)  critique,  au  point  de  vue 
de  la  Géométrie  projective,  la  théorie  de  Kant  sur  les  jugements 
géométriques,  considérés  comme  des  jugements  synthétiques  a 
priori.  M.  J.  Andrade  (La  Géométrie  mécanique)  montre 
comment  certaines  considérations  mécaniques,  dans  Pespace 
euclidien  ou  riemannien,  peuvent  conduire  à  des  propositions  de 
Géométrie.  M.  le  lieutenant-colonel  Hartmann  (Définition  phy- 
sique de  la  force),  M.  R.  Pictet  (Le  potentiel  dans  la  Science 
contemporaine),  M.  R.  de  Saussure  (Les  fondements  de  la 
Mécanique)  s'attaquent  aux  principes  de  la  Mécanique.  M.  P. 
Boulroux  (Sur  la  notion  de  correspondance  en  Mathéma- 
tiques) cherche  à  montrer  que  la  notion  de  correspondance  ne  se 
ramène  ni  à  la  notion  de  combinaisons  quantitatives,  ni  aux  no- 
tions logiques  élémentaires. 

La  cinquième  Section  du  Congrès  international  de  Philosophie 
était  réservée  à  l'Histoire  des  Sciences  et  pouvait,  aussi  bien,  être 
regardée  comme  le  troisième  Congrès  de  l'Histoire  des  Sciences; 
elle  était  présidée  et  avait  été  organisée  par  Paul  Tannery.  Le 
compte  rendu  des  travaux  de  cette  cinquième  Section  est  précédé 
du  portrait  de  Paul  Tannery  et  d'une  Notice  biographique  sur  le 
savant  dont  l'activité  scientifique  s'est  manifestée  là,  pour  la 
dernière  fois.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  ici  de  la  communication 
qu'il  a  faite  au  Congrès  sur  les  Cyranides. 

Le  Théorème  de  Pythagore,  origine  de  la  Géométrie  scien- 
tifique, est  le  titre  d'une  très  intéressante  communication  de 
M.  H. -G.  Zeulhen.  L'auteur  débute  par  d'importantes  remarques 
sur  la  distinction  entre  la  période  où  Ton  se  contente  d'intuitions 
et  la  période  scientifique  :  les  remarques  de  M.  Zeuthen,  fonda- 
mentales pour  l'Histoire,  n'ont  pas  moins  de  portée  dans  la  Péda- 
gogie scientifique.  Quoi  qu'il  en  soit,  «  la  première  découverte  que 
l'intuition  ne  pouvait  pas  fournir  immédiatement  fut,  d'après 
M.  Zeuthen,  celle  du  théorème  de  Pythagore,  appliqué  à  des 
triangles  rectangles  et  de  côtés  inégaux.  Cela  résulte  du  fait  que 
les  géométries  qui  ont  été  capables  de  se  développer  ultérieure- 
ment onl  pris  celte  découverte  pour  point  de  départ  ».  La  connais- 
sance générale  de  la  relation  entre  les  côtés  d'un  triangle  rectangle 
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est  «  attribuée  parles  Grecs  à  Pjthagore;  mais  le  développement 
rapide  qu'a  subi  ensuite  la  Géométrie  grecque,  fondée  par  ce 
grand  homme,  nous  a  dérobé  les  moyens  de  bien  connaître  la 
portée  de  ses  connaissances  et  de  ses  découvertes.  Il  en  est  autre- 
ment pour  les  Indiens;  les  Sulbasutras  (*)  nous  font  connaître 
un  état  de  leur  Géométrie  presque  identique  à  celui  auquel, 
d'après  les  meilleures  sources,  Pjlhagore  l'aurait  élevée.  Nous 
apprenons  donc  à  la  fois  par  là  à  connaître  le  niveau  géométrique 
où  s'est  faite  la  découverte  du  théorème  de  Pythagore  et  les 
progrès  ultérieurs  que  cette  découverte  allait  provoquer  immédia- 
tement ».  \J  Apastamba  Sulbasutra  contient  en  particulier, 
d'une  part,  des  constructions  géométriques  d'autels  qui  remontent 
sans  doute  à  une  époque  bien  antérieure  à  celle  où  écrivait 
Apastamba,  et  qui  montrent  une  connaissance  très  ancienne  du 
triangle  rectangle  de  côtés  5,  12,  i3,  d'autre  part,  l'énoncé 
général   du  théorème  de   Pvlhagore,   une   bonne  approximation 

de  1/2,  à  savoir  i+--f  -r—r  —  0,  .  ,>  et  diverses  constructions 
T  S        3.4        34  «"J*  4 

géométriques,  entre  autres  une  transformation  du  rectangle  ab  en 
un  carré,  pareille  à  celle  d'Euclide,  et  résultant  de  l'identité 


— (^r-^ 


Après  une  analyse  détaillée  de  la  Sulbasutra  d'Apastamba, 
M.  Zeuthen,  dans  celte  manière  où  Ton  sait  qu'il  excelle,  et  en 
restant  dans  l'état  d'esprit  et  Tordre  de  connaissances  que  révèle 
le  vieux  livre  hindou,  s'efforce  de  reconstruire  la  façon  dont  les 
vérités  géométriques  qu'il  contient  ont  pu  être  découvertes  et  dé- 
montrées; si  l'observation  seule  a  pu  conduire  à  la  connaissance  du 
triangle  rectangle  aux  côtés  3,  4>  5,  par  exemple,  il  a  bien  fallu 
quelque  intelligence  géométrique  pour  arriver  à  la  connaissance 
générale;  c'est  cette  intelligence  géométrique  que  M.  Zeuthen 
retrouve  sur  la  figure  formée  du  carré  de  côté  7,  décomposé  en 


(*)  D'après  M.  Bûrk,  qui  a  donné,  dans  les  Tomes  LV  et  LU  de  la  Zeitschri/t 
der  dtutschen  morgenlàndischen  Gesellscha/t,  une  traduction,  précédée  d'une 
introduction,  de  V Apastamba  Sulbasutra,  celle-ci  doit  dater,  au  plus  tard,  du 
iv*  ou  V  siècle  avant  noire  ère. 
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j2  petits  carrés.  Je  dois  signaler  aussi  l'hypothèse  d'une  démons- 
tration grecque  du  théorème  de  Pythagore,  fondée  sur  la  simili- 
tude, et  antérieure  à  celle  d'Euclide,  démonstration  à  laquelle 
Euclide  aurait  substitué  sa  démonstration  propre,  parce  que  la 
première  se  fondait  sur  cette  théorie  des  proportions,  qui  n'a  été 
établie  rigoureusement  que  par  Eudoxe,  et  dont  Euclide  a  rejeté 
l'exposition  au  Ve  et  au  VIe  Livres  des  Eléments.  C'est  là  l'occasion 
pour  M.  Zeuthen  de  revenir  sur  le  rôle  que  la  découverte  des 
grandeurs  incommensurables  a  tenu  dans  la  constitution  de  la 
Géométrie  grecque. 

Sous  ce  litre  De  V accélération  produite  par  une  force 
constante,  notes  pour  servir  à  V histoire  de  la  Dynamique, 
M.  Duhem  nous  raconte,  d'Aristole  à  Gassendi,  la  lente  et  diffi- 
cile évolution  qui  a  abouti  à  la  loi  fondamentale  de  la  Dynamique. 
Pour  Aristote  et  ses  commentateurs,  une  force  constante  produit 
un  mouvement  uniforme  dont  la  vitesse  est  proportionnelle  à  la 
force  qui  l'engendre.  Dès  lors,  pour  expliquer  la  variation  de 
vitesse  d'un  corps  qui  tombe,  il  faut  admettre  la  variation  de  la 
force.  Les  hypothèses  relatives  à  cette  variation  donnent  lieu  à  dé 
longues  discussions.  Le  milieu  tient  d'abord  le  rôle  essentiel;  la 
notion  d'impulsion  acquise  (impetus)  finit  par  s'introduire  : 
Léonard  de  Vinci  commence  à  la  préciser  et  devine  la  loi  des 
vitesses  pour  un  corps  qui  tombe;  il  ne  lui  a  manqué  que  de 
savoir  faire  une  intégration  pour  en  déduire  la  loi  des  espaces.  Il 
admet  d'ailleurs  encore,  comme  Aristote,  que  la  plus  grande 
vitesse  d'un  projectile  est  atteinte  au  milieu  de  la  course.  Picco- 
lomini  esquisse  la  théorie  qui  explique  l'accélération  par  la  géné- 
ration continuelle  de  nouvelles  impulsions  dues  à  la  perpétuité  de 
la  pesanteur  et  à  l'accumulation  de  ces  impulsions.  Scaliger  et 
Benedetti  affirment  que  la  force  constante  détermine,  non  pas  une 
vitesse  constante,  mais  une  vitesse  qui  va  s'accélérant. 

Mais  cette  proposition  est  loin  d'être  admise  immédiatement. 
M.  Duhem  nous  montre  Galilée  restant  fidèle  à  la  doctrine  aristo- 
télicienne de  la  proportionnalité  de  la  vitesse  à  la  force,  jusqu'à  la 
fin  de  sa  vie.  «  Dans  les  considérations  qui  ont  conduit  Galilée  k 
regarder  la  chule  des  graves  comme  un  mouvement  uniformément 
accéléré,  il  n'est  fait  aucun  appel  à  la  Dynamique  ou,  comme  on 
disait  en  ce  temps,  à  la  Physique.  De  la  puissance  qui  meut  le 
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corps  grave,  il  n'est  pas  question.  »  Descaries  et  Beeckmann  for- 
mulent nettement  la  loi  de  l'inertie  :  Quodin  vacuo  semel  incœpit 
moveri,  semper  et  œquali  celeritate  movctur,  et  montrent  que, 
en  vertu  de  cette  loi,  une  pesanteur  constante  engendre  une  chute 
uniformément  accélérée.  Si  Descartes  n'arrive  pas  à  la  loi  des 
espaces,  c'est  en  vertu  d'une  confusion  très  singulière.  Il  se  rend 
compte  aussi  de  l'action  retardatrice  du  milieu.  Citons  les  dernières 
paroles  de  M.  Duliem  sur  la  loi  qui  a  fait  l'objet  de  son  étude. 

«  Sa  naissance  a  été  le  résultat  d'une  évolution  très  lente,  très 
complexe  :  les  quelques  idées  justes  qui  la  composent  se  sont 
dégagées  très  péniblement  des  notions  fausses  avec  lesquelles  elles 
étaient  confondues;  bien  souvent,  après  être  apparues  un  moment, 
elles  se  sont  voilées  de  nouveau  pendant  une  longue  durée; 
presque  toujours,  il  est  impossible  de  fixer  avec  précision  l'instant 
où  chacune  d'elles  s'est  manifestée  pour  la  première  fois;  presque 
toujours,  il  est  vain  de  vouloir  nommer  celui  qui  en  fut  le  véri- 
table inventeur.  Il  n'est  guère  de  doctrine  importante  en  Mécanique 
qui  ne  prête  aux  mêmes  remarques.  » 

M.  Mentré  (La  simultanéité  des  découvertes  scientifiques) 
fait  quelques  remarques  générales  sur  les  conditions  où  se  sont 
produites  et  où  peuvent  se  produire  les  découvertes  simultanées; 
il  en  a  réuni  une  cinquantaine  de  cas  intéressants. 

La  Note  historique  sur  remploi  de  procédés  matériels  gl 
d'instruments  usités  dans  la  Géométrie  pratique  au  moyen 
Age  (xe-xme  siècles),  de  M.  V.  Morlct,  est  un  travail  1res  érudit 
et  documenté.  L'auteur  v  insiste  sur  le  rôle  de  divers  instruments 
usités,  soit  pour  les  mesures  effectives,  soit  pour  les  démons- 
trations et  renseignement,  à  une  époque  où  la  distinction  entre  la 
Géométrie  pratique  et  la  Géométrie  théorique  était  loin  d'être 
réalisée,  bien  qu'elle  fût  reconnue.  Je  signalerai,  en  particulier, 
les  remarques  relatives  au  niveau  formé  d'un  triangle  isoscèle  en 
bois,  au  sommet  duquel  est  suspendu  un  (il  à  plomb,  et  les  expli- 
cations des  mots  liviax,  livel  (niveau)  dans  le  sens  de  hauteur 
d'un  triangle,  du  mot  keare  dans  le  sens  de  multiplie,  du  mot 
orneure  du  cercle  dans  le  sens  de  surface  de  la  sphère. 

M.  E.  Lcbon  (Pour  l'histoire  des  hypothèses  sur  la  nature 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  a*  série,  t.  XXX.  (Février  1906.)  .{ 
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des  taches  du  Soleil)  raconte  successivement,  en  renvoyant  à  de 

<  al 

nombreux  textes,  les  hypothèses  des  astres  errants,  des  nuages, 
des  volcans,  des  écumes,  des  scories,  des  rochers. 

Enfin  le  Congrès  a  adopte  à  l'unanimité  un  vœu  relatif  à  l'en- 
seignement de  l'Histoire  des  Sciences,  à  savoir  : 

i*  Que  des  rudiments  d'Histoire  des  Sciences  soient  enseignés 
en  même  temps  que  les  Sciences  elles-mêmes  et  par  les  mêmes 
professeurs  dans  les  établissements  d'enseignement  secondaire; 
que  cet  enseignement,  tout  élémentaire  d'ailleurs,  soit  rendu 
obligatoire  par  les  programmes  et  reçoive  une  sanction  dans  les 
examens  : 

->*  Que,  dans  les  Uni\ersités,  renseignement  régulier  de 
l'Histoire  des  Sciences  soit  assuré  par  la  création  de  cours  divisés 
en  quatre  séries  : 

Sciences  mathématiques  et  astronomiques. 

Sciences  physiques  et  chimiques. 

Sciences  naturelles. 

Médecine.  J.  T. 


S£RRET  <J.-A.).  —  Leiirbich  der  Diffeeentiàl-  uxd  Integral-Rech- 
5UXG;  mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Axel 
Harnack.  Zweile  durchgesehenc  Autlage,  herausgegeben  von  G.  Bohl- 
mann  und  E.  Zermelo.  Dritler  Band.  i  vol.  in-S*  :  \11-479  pages. 
Leipzig,  Teubner.  i<jo3-i<)o.f. 


Ce  dernier  volume  de  la  seconde  édition  allemande  du  livre 
classique  de  J.-A.  Serrel  contient  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires  et  aux  dérivées  partielles  et  les  éléments  du 
calcul  des  variations.  La  matière  est  restée  à  peu  près  la  même 
que  dans  la  première  édition  allemande,  mais  l'ordre  a  été  modifié 
sur  quelques  points,  ce  qui  a  entraîné  quelques  changements  peu 
profonds.  Si  l'on  veut  faire  la  comparaison  avec  l'édition  française, 
on  noiera,  en  particulier,  l'introduction  des  idées  de  Lie  sur  les 
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équations  différentielles,  les  paragraphes  relatifs  aux  solutions 
singulières  d'une  équation  différentielle  ou  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles,  le  Chapitre  sur  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires. 

L'exposition  du  calcul  des  variations  a  été  entièrement  reprise. 
Il  ne  pouvait  être  question,  dans  ce  livre,  d'un  exposé  systématique 
du  sujet  dans  le  sens  moderne.  L'objet  essentiel  des  auteurs  est 
resté,  comme  pour  Serret  et  pour  Harnack,  la  formation  des 
équations  différentielles  et  des  conditions  aux  limites  dans  le  cas 
d'intégrales  simples.  Les  auteurs  ne  se  sont  nullement  occupés 
des  intégrales  doubles,  non  plus  que  de  la  question  de  savoir  si  une 
solution  de  l'équation  différentielle  correspond  à  un  maximum  ou 
à  un  minimum;  ils  se  sont  contentés,  en  traitant  des  exemples 
simples,  de  donner  au  lecteur  une  vue  claire  sur  la  nature  des 
problèmes  et  des  méthodes  du  calcul  des  variations.        J.  T. 


BOUASSE  (H.).  —  Notions  fondamentales  relatives  aux  déformations 
élastiques  et  pkrmanentes.  (Bibliothèque  de  J'Élève  ingénieur  :  Méca- 
nique, Essais  des  matériaux.)  i  vol.  in-8°;  i5o  pages.  Paris,  Gauthicr- 
Villars,  iqo5. 

Si  le  sujet  de  ce  livre  comporte  des  difficultés  et  des  obscurités, 
l'auteur,  qui  a  consacré  sa  vie  scientifique  à  l'étude  des  déforma- 
tions, et  dont  l'esprit  critique  est  très  développé,  connaît  à  fond 
ces  difficultés  et  ces  obscurités.  Il  ne  les  cache  pas;  par  contre,  il 
sait  mettre  en  pleine  lumière  ce  qui  est  bien  établi  : 

«  Je  me  propose,  dit-il,  d'exposer  dans  ce  petit  livre  ce  que 
l'expérience  apprend  de  plus  sûr  et  de  plus  général  sur  les  défor- 
mations. Le  problème  que  j'essaierai  de  résoudre  a  l'énoncé  sui- 
vant :  Quand  on  tend  un  corps,  quand  on  le  lord,  quand  on  le 
fléchit,  il  résulte  de  ces  déformations  certaines  relations  entre  la 
variable  géométrique  (allongement,  torsion,  etc.)  et  la  variable 
mécanique  (force,  couple,  etc.).  Quelles  sont  ces  relations?  Quelle 
est  la  forme  des  courbes  qui  les  représentent? 
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»  Je  ne  limiterai  pas  mes  remarques  aux  métaux;  j'envisagerai 
l'ensemble  des  problèmes  que  peut  rencontrer  le  physicien  ou 
l'ingénieur,  en  prenant  ce  mot  dans  son  acception  la  plus  générale; 
certains  phénomènes,  qui  n'ont  aucun  intérêt  pour  celui  qui 
construit  les  ponts,  en  présentent  un  considérable  pour  celui  qui 
étudie  des  chronomètres  ou  des  ampèremètres. 

»  Je  discuterai  la  signification  d'une  foule  de  mots  (module, 
écrouissage,  hystérésis,  etc.)  que  tout  le  monde  emploie,  et  avec 
les  significations  les  plus  singulières  et  les  plus  contradictoires. 
Je  préciserai  dans  quelles  conditions  les  expériences  doivent  être 
effectuées  pour  que  les  résultats  aient  un  sens.  Ce  n'est  pas  tout 
de  faire  des  essais  mécaniques;  il  faut  se  rendre  un  compte  exact 
du  profit  que  la  science  et  l'industrie  peuvent  en  tirer.  Enfin,  je 
donnerai  une  idée  de  l'état  des  théories,  de  leur  insuffisance  et  du 
peu  d'aide  qu'elles  sont  capables  de  nous  offrir  pour  le  moment,  » 

Le  livre  est  divisé  en  cinq  Chapitres  :  Après  avoir  montré 
comment  on  peut  classer  les  différentes  sortes  de  déformations  et 
comment  elles  se  mêlent,  l'auteur  étudie  en  général  les  courbes  de 
traction  et  de  torsion,  et  les  moyens 'de  décrire  ces  courbes;  il 
traite  ensuite  des  déformations  parfaitement  élastiques  et  reprend 
les  courbes  de  traction  et  de  torsion  dans  le  cas  des  déformations 
permanentes.  Les  six  Chapitres  dont  je  viens  d'indiquer  les  titres 
ont  un  caractère  nettement  expérimental  :  Dans  le  dernier  Cha- 
pitre il  expose  et  discute  les  fondements  de  la  théorie  classique 
de  l'élasticité  parfaite  pour  les  corps  isotropes.  «  Tout  ce  qu'on 
peut  dire  en  sa  faveur,  c'est  qu'elle  semble  s'accorder  avec  les 
faits,  dans  le  cas  des  déformations  les  plus  simples,  pourvu  qu'elles 
soient  suffisamment  petites.  »  J.  T. 
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SCHRÔDER  (R.).  —  Die  Axfangsgrundb  der  Difperentialreciinung  und 
Integralrkgiinung.  Fiir  Scliulcr  von  htiliercn  Lehranstalten  und  Fach- 
schulen  sowie  zum  Selbstuntcrricht.  i  vol  in-8°;  1 3 1  pages.  Leipzig, 
Teubner. 


M.  R.  SchrôJer  se  défend  de  prendre  parti  dans  la  question 
qui  divise  les  mathématiciens  allemands,  à  savoir  la  place  qu'il 
convient  de  faire  ou  de  ne  pas  faire  au  calcul  différentiel  et  inté- 
gral dans  renseignement  secondaire.  En  effet,  au  lieu  de  discuter 
la  question,  il  la  résout  en  publiant  un  livre  simple  et  clair 
où  il  reproduit  renseignement  qu'il  donne,  depuis  que  le  plan 
d'études  de  Prusse  (1901)  laisse  aux  maîtres  la  liberté  d'introduire 
dans  la  classe  de  Prima  les  éléments  de  la  Géométrie  analytique 
et  de  l'Analyse.  Ou  jugera  sans  doute,  en  le  lisant,  que  cet  ensei- 
gnement est  à  la  portée  des  élèves.  Il  va  notablement  plus  loin 
qu'on  ne  fait  en  France  dans  la  classe  préparatoire  au  bacca- 
lauréat, beaucoup  moins  loin  que  dans  nos  classes  de  Mathéma- 
tiques spéciales. 

La  notion  de  dérivée  est,  comme  il  est  naturel,  appuyée  sur  la 
représentation  géométrique.  Les  règles  pour  prendre  les  dérivées 
sont  suivies  d'un  très  grand  nombre  d'exemples  et  d'exercices, 
gradués  avec  soin.  Peut-être  l'auteur  est-il  par  trop  bref  sur  ce 
qui  concerne  les  fonctions  inverses  :  au  lieu  de  dire  aux  com- 
mençants que  l'équation  y  =  arcsina?  équivaut  à  l'équation 
ar  =  sinj',  il   me  parait  préférable  d'assujettir,  comme  le  voulait 

Caucliy,  la  fonction  arcsinj?  à  être  comprise  entre et  H — • 

Il  me  semble,  par  contre,  que  le  Chapitre  qui  concerne  les  formes 
indéterminées  est  trop  développé,  et  que  l'auteur  aurait  pu  se 
dispenser  de  considérer  plusieurs  de  ces  formes.  Le  Chapitre 
relatif  aux  courbes  (cercle,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  déve- 
loppée de  la  parabole,  cissoïde,  cycloïde,  lemniscate,  cardioïde) 
est  bien  propre  à  intéresser  les  élèves,  d'autant  qu'ils  retrouve- 
ront ces  courbes  un  peu  plus  loin  dans  les  applications  du  calcul 
intégral  à  la  quadrature  et  à  la  rectification.  La  rectification  de  la 
cissoïde,  par  exemple,  montre  que  l'auteur  pousse  assez  loin  les 
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éléments  du  calcul  intégral.  L*Oorra<?e  se  termine  par  quelques 
applications  simples  à  la  Mécanique.  Les  exemples  sool  Lien 
choisis  et  peuvent  être  utiles  au  professeur  de  Physique. 

Plusieurs  des  professeurs  de  nos  lycées  seraient  sans  doute 
disposés  à  demander  «  la  liberté  comme  en  Prusse  ».  Notre 
svstème  d'examens  rendrait  malheureusement  presque  illusoire 
celle  liberté,  qui  permet  ailleurs  de  faire  des  expériences  très 
intéressantes.  J.  T. 


DEDEWXD  ■  R.  .  —  SrcncKErr  rs?  iftamoxiLE  Zibupc  Drîtte  uaTerân- 
derte  Aaflaze.  »{  p*z<?s  in-$";  Braanschweis.  190S.  Vîeweç  et  fil*. 


Las  idées  q?ie  M.  Dedekind  a  émises  dans  ce  petit  écrit  sont 
aujourd'hui  classiques:  la  notion  de  «  coupure  9  figure  même 
aujourd'hui  dans  les  programmes  officiels  français.  L'auteur  a 
toutes  les  raisons  pour  ne  rien  changer  au  texte  de  la  première 
édition.  IE  n'est  |*as  sans  intérêt  de  savoir  que  c'est  en  i85S  que 
M.  DedrLînJ.  alors  professeur  au  Polytechnicum  de  Zurich  et 
chanré  d'y  enseigner  le  calcul  différentiel,  est  parvenu  à  cette 
notion:  il  en  parla  à  quelques  amis,  à  Dureté  en  particulier,  à 
quelques  élèves,  à  quelques  professeurs;  il  ne  pouvait  se  résoudre 
à  rien  publier  sur  ce  sujet.  *  parce  que  l'exposition  n'est  pas  aisée 
et  que  la  chose  n'est  ^uère  féconde  .11  s'y  décida  pourtant  en 
i->7*.  après  la  publication  Jjns  le  Journal  Je  Crelie  ^Tomc  74) 
de  l'écrit  bien  connu  Je  Heine  Die  Etemente  der  F  une  l  tome m- 
lehre.  J.  T. 


^W^i 
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BOLZA  (O.).  —  Lkctures  on  the  Calculus  of  Variations.  (Decexnial 

PUBLICATIONS  OP   THE    U.NIVERSITY   OF    CHICAGO,    2e  série,  Vol.  XIV.)  I   Vol. 

in-8°,  xv-271  pages,  48  figures.  Chicago,  The  University  of  Chicago  Press, 
1904. 


La  connaissance  de  la  théorie  de  Weicrstrass  a  cessé,  surtout 
grâce  au  Lehrbuch  der  Variationsrechnung  de  M.  Kneser,  d'être 
refusée  à  ceux  qui  n'avaient  pas  été  la  chercher  aux  leçons  mômes 
du  maître,  et  l'on  peut  maintenant,  même  en  dehors  de  ce  petit 
cercle  d'élus,  parler  d'une  exposition  correcte  du  calcul  des  varia- 
tions. 

C'est  une  exposition  de  cette  espèce  que  M.  Bolza  a  entreprise. 
il  a  pu  s'inspirer  non  seulement  du  livre  de  M.  Kneser,  mais  aussi 
des  notes  recueillies  par  lui-même  (en  1879)  et  par  d'autres  aux 
cours  de  Weierstrass,  et  serait  sans  doute  un  de  ceux  qui  pour- 
raient le  mieux  achever  de  dissiper  le  mystère  qui  règne  encore 
autour  des  idées  du  grand  géomètre,  en  nous  en  faisant  connaître 
l'histoire.  Il  faut  espérer  qu'il  nous  rendra  ce  service  un  jour  ou 
l'autre,  et  son  livre  contient  déjà  quelques  indications  très  intéres- 
santes à  cet  égard,  d'autant  que,  dans  ce  petit  travail  d'érudition, 
il  apporte  ce  souci  constant  d'exactitude  qui  est  une  des  plus 
heureuses  caractéristiques  du  livre. 

M.  Bolza  a,  en  effet,  visé  à  deux  qualités  qui  s'excluent  souvent 
et  qu'il  a  su  cependant  réunir  :  la  rigueur  et  la  simplicité. 

A  cet  effet,  il  se  borne  strictement  aux  cas  les  plus  simples  : 

rexlremum  absolu  de  l'intégrale    /  F(.z,  y,  yJ)dx  et  le  problème 

isopérimétrique  correspondant  :  une  seule  variable  indépendante, 
une  seule  (onction  inconnue  et  une  seule  espèce  de  condition  de 
liaison. 

C'est  sur  cet  exemple  qu'il  expose  et  discute  les  différentes 
méthodes  par  lesquelles  on  peut  traiter  la  question,  y  compris  (et 
sur  ce  point  seul  l'auteur  sort  du  domaine  strictement  élémentaire) 
celle  par  laquelle  M.  Hilbert  démontre  l'existence  de  rexlremum. 

J'ai  dit  qu'il  le  faisait  avec  un  soin  jaloux  de  la  rigueur.  M.  Bolza 
était  particulièrement  bien  armé  à  cet  égard.  Dans  ses  recherches 
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antérieures,  publiées,  en  particulier,  dans  le  Bulletin  of  ihe 
American  Aiathematical  Society,  il  avait  indiqué  une  série 
d'exemples  niellant  en  évidence,  non  seulement  les  erreurs  que 
les  travaux  de  Weierslrass  et  de  Scheefler  avaient  eu  pour  objet  de 
dissiper,  mais  certaines  autres  qui  subsistaient  encore  après  eux. 

Aussi  toutes  les  questions  qu'il  traite  sont-elles  l'objet  d'une 
critique  sévère,  en  la  sûreté  de  laquelle  on  peut  toujours  avoir 
confiance.  Citons  à  cet  é*ard.  outre  l'étude  des  difficultés  qu'il 
avait  soulevées  dans  ses  Mémoires  précédents,  celle  de  l'objection 
de  du  Bois-Revmond.  celle  de  l'existence  du  champ,  et  aussi  les 
délicates  discussions  relatives  à  la  notion  générale  d'intégrale, 
nécessaires  pour  la  méthode  »  à  Ijquelle  nous  faisions  allusion 
tout  à  rbeure  •  de  M.  Hilbert.  du  moins  si.  comme  le  fait  M.  Bolza, 
on  suit,  sans  la  modifier,  la  marche  indiquée  par  M.  Hilbert  lui- 
même  et  les  auteurs  qui  ont  exposé  jusqu'ici  sa  démonstration. 

Cet  examen  si  rigoureux,  si  minutieux,  où  aucun  détail  n'est 
négligé,  rend  très  remarquables  la  simplicité  et  la  clarté  d'une 
pareille  exposition.  Par  des  divisions  bien  comprises,  d'habiles 
dispositions  typographiques,  des  locutions  heureusement  trouvées 
{ telle?  que  celle  de  minimum  demi-fort,  dans  le  cas  des  problèmes 
isopé  rimé  triques  .  il  arrive  à  nous  présenter  un  Ouvrage  d'un 
aspect  c:a:r  et  élé-^ant.  d'une  lecture  t'aeïle. 

Mentionnons  encore  deux  atjntjces  que  l'auteur  a  sur  ses 
prédécesseurs.  D'abord,  îl  ne  suppose  pas  tes  données  analytiques 
:  c'est  Ij  critique  que  nous  faisions  ici  même  à  l'Ouvrage  de 
M.  Rneser  et.  d'iutre  part,  il  ne  reconnaît  pas  à  la  représentation 
paramétrique  l'importance  primordiale  que.  dans  un  respect  un 
peu.  exagéré,  à  notre  avis,  pour  la  tradition  de  Weierstrass„  lui 
attri  bu  l'eut  MM.  Zennelo  et  Rneser.  II  ne  se  laisse  entraîner 
qu'une  fois  à  suivre  leur?  errements  :  dans  sa  préface,  oà  il  cite 
ce  détail  Je  notation,  notation  employée  d'ailleurs  dès  La^range) 
comme  a  a  des  progrès  esseatîels  réalisés  en  calcul  des  variations, 
au  rnérn-e  titre  vjae  l'obtention  des  coodîltoas  su:Hsantes  de  l'ex- 
treaniin.  Ce  serait  vraiment  rabaisser  cette  dernière  découverte,  et 
nous  ne  pouvons  que  donner  raison  au  Chapitre  IV  du  livre  (') 
contre  la  préface. 


ri«K   : 
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Si  nous  négligeons  cette  concession  faite  par  l'auteur  à  des 
habitudes  antérieurement  prises,  nous  ne  lui  ferons  qu'un  seul 
reproche  :  il  lui  est  commun,  d'ailleurs,  avec  beaucoup  de  ceux 
qui,  dans  ces  dernières  années,  ont  parlé  du  calcul  des  variations; 
mais  on  est  tenté  d'en  vouloir  à  M.  Bolza  plus  qu'à  d'autres,  en 
raison  du  soin  même  avec  lequel  son  livre  est  documenté.  Le 
Chapitre  V,  intitulé  Kneser's  theory,  laisserait  difficilement 
soupçonner,  non  pas  sans  doute  au  lecteur  attentif  qui  collalionne 
avec  soin  les  citations  mises  au  bas  des  pages,  mais  à  celui  qui 
s'en  tient  au  texte,  que  M.  Darboux  a,  indépendamment  de 
Weierstrass,  indiqué, .sur  l'exemple  des  géodésiques,  une  méthode 
entièrement  rigoureuse,  fondée  sur  une  idée  simple  et  féconde, 
pour  traiter  le  problème  du  calcul  des  variations,  et  que  l'unique 
prétention  de  M.  Kneser  a  été  de  transporter  au  cas  général  (à 
l'aide  de  son  imporlante  notion  de  transversale)  celle  idée  et  celle 
méthode.  J.  Hadamard. 
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SUR  LES  SÉRIES  DE  FONCTIONS  HOLOMORPHES  ; 

Pau  D.  POMPEIU. 


Je  me  propose  de  montrer,  dans  celle  Noie,  comment,  en  se 
fondant  sur  deux  propositions,  dues  à  M.  Arzela  et  relatives  aux 
fonctions  de  variables  réelles,  on  peut  démontrer  un  théorème  sur 
les  séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  holomorphes  d'une 
variable  complexe. 
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1.  Dans  les  Mémoires  de  V  Académie  royale  des  Sciences  de 
l'Institut  de  Bologne  (année  1899)  M.  Arzela  a  donné  la  condi- 
tion nécessaire  el  suffisante  pour  que  la  somme  d'une  série  con- 
vergente de  fonctions  continues  soit  une  fonction  continue. 

M.  Borel,  dans  ses  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables 
réelles  (page  4*  et  suivantes)  a  beaucoup  simplifié  la  démonstra- 
tion de  M.  Arzela.  Une  notion  nouvelle,  introduite  par  M.  Arzela, 
joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  démonstration  :  c'est  la  notion  de 
convergence  quasi-uniforme. 

Soit 

2/«('i  y) 

une  série  de  fonctions  continues  (par  rapport  à  l'ensemble  des 
variables  x  cl  y)  convergente  dans  un  domaine  fermé  D.  On  dit 
que  cette  série  converge  quasi-uniformément,  dans  le  domaine  D, 
si  l'on  peut  faire  correspondre  à  tout  nombre  positifs,  aussi  petit 
que  Ton  veut,  et  à  tout  nombre  N  aussi  grand  que  Ton  veut,  un 
nombre  fini  N'>N  tel  que,  pour  chaque  point  P(x,  y),  pris  dans 
D,  il  existe  un  entier  nv  compris  entre  N  et  N',  el  tel  que  Ton  ail 

I  R«r|<e, 

R„p  étant  le  reste  de  la  série  au  point  V(x>  y). 

Voici  maintenant  l'énoncé  du  théorème  de  M.  Arzela  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu' } une  série  dont 
les  termes  sont  des  fonctions  continues  par  rapport  à  l'en- 
semble des  variables  et  qui  converge  dans  un  domaine  D  ait 
pour  somme  une  fonction  continue  dans  D  est  que  la  conver- 
gence de  la  série  soit  quasi-uniforme  dans  D. 

Dans  les  mêmes  Mémoires  de  Bologne  (mai  1900)  M.  Arzela 
a  montré  qu'une  série  qui  converge  quasi-uniformément  peut  être 
intégrée  terme  à  terme. 

2.  Gela  étant  rappelé,  considérons  une  série 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  holomorplics,  dans  un  certain 
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domaine  D  et  supposons  que  cette  série  converge  dans  le  do- 
maine D.  Soit  H(-s)  la  somme  de  la  série  (1).  On  peut  se  demander 
dans  quels  cas  la  fonction  H(s)  est  holomorphe  dans  D. 

Dans  une  Thèse  (*),  que  j'ai  soutenue  devant  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  le  3i  mars  1900,  j'ai  démontré  le  théorème 
suivant  : 

Pour  qu'une  fonction  de  variable  complexe  H(s),  définie 
dans  un  domaine  D  simplement  connexe,  soit  holomorphe  dans 
ce  domaine,  il  faut  et  il  suffit  que  : 

i°  La  fonction  H  (z)  soit  continue  dans  D-, 


20  L'intégrale 


f\\{t)dz 
Je 


soit  nulle  pour  tout  contour  fermé  C,  intérieur  à  D. 

Cela  étant  établi  et  faisant  usage  des  résultats  de  M.  Arzela  on 
démontre  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  la  somme  d'une  série,  dont  les  termes  sont  des 
fonctions  holomorphes,  soit  elle-même  une  fonction  holo- 
morphe il  faut  et  il  suffit  que  la  convergence  de  cette  série  soit 
quasi-uniforme. 


LES  ÉPHÉMÉRIDES  CHEZ  LES  BYZANTINS  (3); 
Par  M.  Paul  TANNERY. 


On  ne  s'explique  guère,  dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances, 
comment  les  Byzantins,  pendant  tout  le  moyen  âge,  ont  continue  à 


(')  Sur  la  continuité  des  fonctions  de  varia  h/es  complexes  (Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  2"  série,  t.  MI). 

(*)  Bien  que  ce  fragment,  qui  ne  porte  ni  date,  ni  titre,  suit  inachevé,  j'ai  cru 
devoir  le  publier.  J.  T. 
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étudier  Ptolémée,  à  le  commenter  et  à  l'annoter,  sans  constater  le 
désaccord  de  ses  Tables  avec  l'observation,  et  sans  chercher  à  le 
corriger,  sinon  par  eux-mêmes,  au  moins  en  recourant  aux 
Arabes.  Ce  ne  serait  du  moins  qu'au  milieu  du  xive  siècle  que 
Georges  Chrysococcas  aurait  traduit  des  Tables  rapportées  de 
Perse  par  un  Chioniades  et  dont  Bouillau  a  donné  quelques 
extraits  dans  son  Astronomia  phllolaïca.  Autant  qu'on  en  peut 
juger  par  ces  extraits,  ces  Tables,  dont  l'auteur  réel  serait  difficile 
à  nommer,  paraissent  en  tout  cas  antérieures  aux  Tables  ilkhe- 
miennes,  dues  à  Xasr-Eddin. 

Ce  n'était  cependant  point  dans  un  but  exclusivement  théorique 
que  les  Byzantins  étudiaient  l'Astronomie  dans  Ptolémée  :  ceux 
que  ne  rebutaient  pas  les  difficultés  de  celle  théorie  avaient,  au 
contraire,  un  objectif  bien  déterminé;  la  science  des  astres  devait 
les  conduire  à  la  prédiction  de  l'avenir.  Or,  le  premier  problème 
astrologique,  rétablissement  d'un  thème  génethliaque,  consiste  à 
trouver,  pour  un  moment  donné  du  pas^é,  la  position  de  la  sphère 
des  fixes  et  les  situations  dans  le  ciel  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des 
planètes;  ce  problème  ne  peut  se  résoudre  sans  tables  astrono- 
miques, et,  comme  les  moindres  erreurs  changent  toutes  les  com- 
binaisons, il  faut  des  tables  aussi  exactes  que  possible. 

C'est  la  croyance  à  l'Astrologie  qui,  chez  les  Arabes,  les 
Perses  et  les  Mongols,  a  non  seulement  maintenu  l'élude  de  l'As- 
tronomie, mais  encore  assuré  les  progrès  de  la  Science;  en  Occi- 
dent, jusqu'après  Kepler,  c'est  la  même  crovance  qui  a  permis  de 
rallumer  la  lampe  éteinte  et  qui  en  a  entretenu  la  flamme  pré- 
cieuse. Les  Byzantins  auraient-ils  donc  échappé  à  la  loi  commune? 
Il  n'est  pas  besoin  de  prouver  qu'ils  se  sont  occupés  d'Astrologie 
et  ne  se  sont  pas  bornés  à  étudier  la  Syntaxe  pour  faire  de  l'As- 
tronomie de  cabinet.  Mais  ont-ils,  seuls,  fait  de  l'Astrologie  sans 
se  préoccuper  de  l'exactitude  des  fondements  de  leurs  prédictions? 

Evidemment  non,  les  astrologues  byzantins  ont  dû  se  servir 
d'éphémérides,  et,  pour  s'en  procurer  de  bonnes,  ils  ne  pouvaient 
mieux  faire  que  d'emprunter  celles  de  leurs  confrères  juifs  ou 
musulmans;  s'il  ne  nous  en  a  été  signalé  aucune  trace  jusqu'à 
présent,  il  faut  observer  que  les  manuscrits  grecs  astrologiques 
n'ont  pas  encore  été  dépouillés  au  point  de  vue  de  l'Histoire  de  la 
Science;  d'un  autre  coté,  précisément  parce  que  les  éphémérides 
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à  l'usage  des  astrologues  avaient  un  objet  exclusivement  pratique 
(de  même  que  les  almanachs)  et  qu'on  recherchait  toujours  les 
plus  nouvelles,  il  n'y  aurait  n'en  d'étonnant  à  ce  que  les  anciennes 
aient  entièrement  disparu  et  qu'on  n'en  retrouve  que  de  dates 
trop  récentes  pour  qu'elles  aient  un  intérêt  historique  réel. 

Ptolémée  restait  à  part,  en  dehors  de  la  question  pratique; 
c'était  le  livre  consacré  pour  l'enseignement  de  la  théorie;  les 
Arabes  ne  le  traitaient  pas  autrement;  seulement,  à  côté  de  sa 
traduction  et  des  commentaires  qu'ils  étudiaient  toujours,  ils 
possédaient  nombre  d'imitations,  faites  par  différents  auteurs;  les 
Byzantins  se  contentaient  de  l'original;  en  réalité,  ils  ne  perdaient 
guère  à  ne  pas  connaître  les  ouvrages  théoriques  des  Arabes,  car 
ceux-ci,  bons  observateurs,  bons  constructeurs  d'instruments  et 
bons  calculateurs,  n'ont  pas  déployé  une  grande  originalité  scien- 
tifique. 

Par  suite  de  cette  distinction  entre  la  théorie  de  l'Astronomie 
et  l'usage  pratique  des  Tables,  ce  n'est  évidemment  que  par  un 
grand  hasard  que  nous  pouvons  trouver  dans  les  scholies  byzan- 
tins sur  la  Syntaxe  un  indice  sur  l'existence  de  ces  éphémérides 
que  j'ai  supposée  jusqu'à  présent  et  dont  il  me  reste  à  prouver 
l'existence. 

Celui  de  ces  scholies  qui  va  nous  permettre  de  faire  cette  preuve 
se  trouve  en  double  exemplaire  dans  le  manuscrit  de  la  Biblio- 
thèque Nationale,  fonds  grec  453  (f°8  G8-71  et  79-82)  en  marge  de 
cette  partie  des  Prolégomènes  de  la  Syntaxe  que  Hullsch  a 
publiés  dans  son  édition  de  Pappus  (111,  xvn-xix,  u38-n65, 
xx-xi)  d'après  le  Vaticanus  gi\,  184. 

Le  copiste  de  notre  manuscrit,  Jean  de  Sainte-Maure  (vers 
1600)  a  fidèlement  reproduit,  en  en  cotant  les  pages  (3  à  9),  un 
ancien  manuscrit  qui  doit  se  trouver  également  à  la  Valicane,  et 
dont  les  marges  avaient  souffert.  De  là  quelques  lacunes  fâcheuses, 
mais  qui  ne  troublent  pas  le  sens  général. 

L'époque  où  a  été  écrit  le  scholie  en  question  ne  peut  être 
précisée,  tant  que  l'original  utilisé  par  Sainte-Maure  n'aura  pas 
été  retrouvé;  mais,  si  nous  disons  qu'il  y  est  parlé  d'éphémérides 
partant  du  ier  mars  de  Tan  du  monde  654o,  c'est-à-dire  io32  de 
notre  ère,  il  sera  clair  qu'il  doit  valoir  pour  nous  comme  un  témoi- 
gnage du  xte  siècle. 
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L'auteur  du  scholic  est  d'ailleurs  relalïvcment  inslruit  et  intel- 
ligent; il  commence  par  exposer  d'une  façon  exacte  et  claire  la 
construction  des  Tables  de  la  Syntaxe  et  celle  des  Tables 
manuelles  de  Ptolémée;  il  en  fait  ressortir  les  différences  el 
insiste  sur  ce  point  que  les  éléments  des  époques  (ère  de  Nabo- 
nassar  dans  la  Syntaxe,  ou  de  Philippe  Arrhidée  dans  les  Tables 
manuelles)  n'ont  nullement  été  déterminés  directement,  mais 
calculés  par  Ptolémée  en  parlant  d'observations  faites  par  lui- 
môme. 

Mais  il  y  eut,  dit-il,  une  observation  faite  par  des  auteurs  plus 
récents  (izzpz  tcTç(  vcWTipo'.ç)  d'où  résulte  pour  les  mouvements 
moyens  du  Soleil  une  différence  avec  ceux  qu'a  exposés  Ptolémée. 
Cette  observation  est  celle  d'un  équinoxe  d'automne,  dont  la  date 
est  précisée,  de  façon  que  nous  devons  la  fixer  au  1 9  septembre  83o 
après  Jésus-Christ,  vers  onze  heures  du  matin. 

Or  celte  date  est  précisément  celle  de  la  première  et  la  plus 
célèbre  observation  d'équinoxe  faite  sous  Almamoun  par  Yahia- 
ben-Àboumansour  de  Mossoul;  si  les  textes  arabes  donnent  midi 
huit  minutes  comme  le  moment  de  l'observation,  il  est  clair  que 
l'auteur  suivi  par  notre  scholiaste  avait  supposé  l'observation  faite 
à  Bagdad  et  avait  réduit  l'heure  à  celle  de-  Conslantinople  ou 
d'Alexandrie  pour  permettre  la  comparaison  avec  les  équinoxes 
observés  par  Ptolémée.  Il  n'y  a  donc  pas  de  doute  que  les  vecdrepo*. 
de  notre  scholiaste  ne  soient  les  astronomes  d'Almamoun.  De 
cette  observation,  rapprochée  de  celle  faite  par  Ptolémée  le  a5  sep- 
tembre i3*2  à  2  heures  après  midi,  il  résulte,  dit  notre  scholiaste, 
que  la  longueur  de  l'année  solaire  doit  être  fixée,  non  pas  à 
365*  l — jt£,  comme  l'avait  fait  Ptolémée  d'après  Ilipparque, 
mais  à  365'  \  —  yj^,  ou  autrement  à  365j  \^ijny  d'où  pour  le  mou- 
vement journalier  moyen  o° bu/ V  2,o'n . 

Ce  sont  effectivement  les  chiffres  qui  ressortent  des  célèbres 
Tables  vérifiées  d'Almamoun. 

Les  mêmes  vcWTepoi  ont  encore,  d'après  notre  scholiaste, 
corrigé  sur  deux  autres  points  les  hypothèses  de  Ptolémée.  D'un 
côté,  ils  ont  trouvé  que  l'excentricité  de  l'orbite  solaire  était 
i#5'49*  pour  le  rayon  (jo°;  de  l'autre,  que  l'apogée,  au  lieu  d'avoir 
jne  longitude  fixe,  suivait,  comme  ceux  des  cinq  planètes,  le 
mouvement  propre  de  la  sphère  des  fixes  ( procession  des  équi- 
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noxes),  d'ailleurs  à  raison  de  i°  pour  66  ans  et  non  pour  100  ans. 
Ici  nous  n'avons  plus,  à  proprement  parler,  des  résultats  obtenus 
par  les  astronomes  d'Âlmamoun;  car  l'excentricité  que  supposent 
les  Tables  vérifiées  n'est  que  de  2°4/4°'/« 
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RE  i  A.  itKi.  j.  —  Lezmm  su.i.e  forme  himuukntai.i  nr:i.i.o  sï'a/i.i  nu 

SCLLA    D0TTK1N'\    Dki.ï.i    IMMAUlKAHII    i:  SU    MCTONI     lil    lUprEiKsKNTU 
>tm  r.KOMErnn  DKsCBITTIVA.  i  vol.  in-H";  lv-Si  pa^es.  I\ii|mli,   Ali 


L'enseignement  de  lu  Géométrie  descriptive,  est.  dans  notre 
pays,  limite  le  pins  souvent  .111  système  de  représentation  dû 
à  Monge.  Cela,  sans  doute,  se  jiisli lierait  pur  des  misons  pra- 
tiques, si  eel  enseignement  se  réduisait  aux  premiers  cléments  et 
aux  constructions  simples  ipii  résulicnl  naturellement  de  ce  sys- 
tème. Il  lie  scmMc  pas  toutefois  qu'il  V  ail    li le   le  développer 

indéfiniment,  avec  d'infinis  détails  adaptés  à  des  qiicnliuns  parti- 
entières  ipii  -ciaicnt  sans  intérêt,  si  on  ne  les  posait  pas  aux  exa- 
mens; l'introduction  dans  nos  programmes  de  quelques  luttions 
de  géométrie  projective  permettra  sans  doute  <1 'élargir  l'cnseigoe- 
nienl  de  la  géométrie  descriptive,  et,  par  là  même,  d'ouvrir  le*pril 
de  roux  qui  l'étudient. 

J'ai  eu  quelquefois  l'occasion  d'indiquer,  dans  le  littllftin, 
a  propos  de  livres  élémentaire*,  comment  cet  eu  saignement  était 
compris  tout  nul  renient  à  IVlranger.  iiutammeiit  en  II. die,  et  de 


m  étonner  me 


1  l'c 


le  place  i|iie  tenait,  dans  ces  liv 


que  nous  appelons  lu  ^l'-nin-'-tiiir  tfrsrri/itiW.  Il  s'afjil,  celle  fuis, 
d'un  livre  qui  n'est  nullemenl  élémentaire,  qui  s'adresse  à  des  élève* 

hal.itu.les  lualhématiques  développées.  Le.  /.,■.-„»<  ,1,  \J.  All.msu 

del   Ite  constilucnl  une  iolroducliun  à  un  r s  ,'|,ié  .1"  -éoui. -trie 

descriptif.:  «Ile-  aboutissent  à  un.-  déliuiliou  .le  la  géométrie  des. 
eripiive  :  /./  reprrxfiHtiti'M  rt'um'  raririr  m'uiiittri^in-  sur  iinr 
titttn-    rn/îr/r    "•■•liit'lrii/iir.     l.e-    dirni.'-i  .■•    p.iges    du     livre    de 

M.  ,1.1  Ite  son)  .-« Ws  à  déudnppei  relie  définition  et  à  l'illus- 

Irer  par  de  un  m  lue  11  y  exemples. 

Huit.  tfcJ  Sciciicrt  mulhtm.,  a"  «trie,  l.  \\\.  (Mai*  .y*.)  :. 
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II  a  fallu,  auparavant,  la  préparer  et  définir  le  concept  de  variété 
géométrique,  dans  sa  généralité;  l'auteur  ne  se  borne  pas  aux  élé- 
ments réels:  les  éléments  imaginaires,  dont  l'introduction  en  géo- 
métrie permet  une  unité  et  une  généralité  dans  les  raisonnements 
qu'il  est  impossible  d'obtenir  autrement,  ont  une  existence  véri- 
table, et  peuvent  se  définir  par  des  constructions  réelles;  comme 
l'auteur  veut  faire  œuvre  de  géomètre,  et  non  d'analyste,  il  défi- 
nira géométriquement  ces  éléments  imaginaires  :  les  quelques 
pages  où  il  développe  ces  définitions,  eu  partant  des  principes  de 
von  Staudl,  et  en  profitant  du  travail  où  M.  Lu  rot  h  a  élucidé  ces 
principes,  sont  parmi  les  plus  intéressantes  et  les  plus  originales 
de  son  livre  :  en  présentant  ce  sujet  sous  une  forme  didactique, 
l'auteur  a  rendu  un  véritable  service.  Ces  développements  im- 
pliquent la  connaissance  des  propriétés  des  congruences  linéaires 
et  par  conséquent  des  complexes  linéaires.  C'est  par  l'étude  de 
ces  propriétés  que  débute  M.  del  Re,  en  ne  supposant  pas  d'autres 
connaissances  spéciales  chez  son  lecteur  que  celles  des  proposi- 
tions fondamentales  relatives  à  l'homographie  et  à  l'involulion. 

Le  livre  de  M.  del  Re  se  suffit  à  lui-môme;  considéré  comme 
une  introduction,  il  fait  désirer  la  publication  de  ses  Leçons  de 
Géométrie  descriptive  qui,  jusqu'ici,  ont  été  seulement  autogra- 
phiées;  il  permet  de  soupçonner  l'esprit  de  ces  leçons.  Bien, 
entendu,  un  enseignement  de  celte  nature  ne  peut  s'adresser  qu'à 
des  étudiants  déjà  formés,  et  qui  n'ont  pas  des  fins  exclusivement 
pratiques.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  m'a  paru  intéressant  de  faire  res- 
sortir une  conception  de  la  géométrie  descriptive  entièrement 
opposée  à  celle  qui  nous  est  habituelle.  J.  T. 


PIERPONT  (J.)-  —  Lectures  on  tue  tiieory  of  functioxs  ok  real 
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London,  Giiin  et  G",  190J. 


L'excellent  livre  que  publie  M.  James  Pierpont  s'adresse  à  des 
jeunes  gens  déjà  habitués  à  manier  les  mathématiques,  exercés 
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à  effectuer,  d'une  manière  correcte,  les  différentiations  et  les  inté- 
grations courantes,  mais  dont  l'esprit  critique  n'est  pas  suffisam- 
ment formé;  ils  connaissent  mal  les  conditions  sous  lesquelles  les 
propositions  qu'ils  appliquent  sont  vraies;  ils  s'étonnent  du 
moindre  piège  et,  lorsqu'ils  y  sont  tombés,  cherchent  quelle  faute 
de  calcul  ils  ont  commise,  et  non  quelle  faute  de  raisonnement. 
Ce  public-là  se  trouve  ailleurs  qu'en  Amérique.  Il  ne  faudrait  pas, 
à  ce  que  je  crois,  rejeter  sur  l'enseignement  élémentaire  toute  la 
responsabilité  de  ce  qu'il  y  a  de  fâcheux  dans  cet  état  d'esprit  : 
si  précis  que  soit  cet  enseignement,  on  ne  peut  empêcher  les 
élèves  qui  débutent  de  porter  leur  attention  et  leurs  efforts  sur  un 
mécanisme,  nouveau  pour  eux,  qui  les  intéresse  et  avec  lequel  ils 
ont  hâte  de  se  familiariser;  il  est  bien  naturel  que  leurs  maîtres 
multiplient  les  exemples  auxquels  ce  mécanisme  s'adapte  bien,  et 
lors  même  qu'ils  ont  eu  grand  soin  d'indiquer  les  précautions 
qu'il  faut  prendre  pour  s'en  servir,  on  ne  doit  pas  se  scandaliser 
outre  mesure  si  les  élèves  ont,  parfois,  oublié  ces  précautions. 
D'un  autre  côté,  on  est  bien  obligé  d'avouer  que  certaines 
notions,  pour  être  bien  comprises,  demandent  plus  de  maturité 
d'esprit  que  n'en  peuvent  avoir  tous  les  élèves,  tous  ceux  même  que 
Ton  peut  amener  à  résoudre  convenablement  une  petite  question 
de  calcul  différentiel  ou  intégral.  Le  devoir  strict  de  ceux  qui 
enseignent  les  éléments  est  de  signaler  les  lacunes  qu'ils  laissent 
dans  leur  enseignement  et  de  faire  pressentir  la  nécessité  d'en 
reviser  un  jour  les  fondements  elles  points  essentiels. 

Cette  revision  a  sa  place  marquée  dans  renseignement  supé- 
rieur :  là  où  elle  n'est  pas  dirigée  expressément  par  le  professeur 
de  l'Université,  qui  n'a  pas  toujours  le  temps  de  revenir  sur  les 
éléments,  elle  doit  être  faite  par  l'étudiant  lui-même  en  s'aidant  de 
quelque  livre.  Le  livre  de  M.  Pierpont  est  de  ceux  qu'on  peut 
recommander  en  toute  sécurité,  d'autant  que  le  lecteur  peut  être 
bien  certain  d'y  trouver  autre  chose  que  ce  qu'il  sait  ou  ce  qu'il 
croit  savoir. 

Ce  livre  reproduit  l'enseignement  donné  par  l'auteur  et  permet 
de  se  rendre  compte  de  sa  méthode  :  elle  consiste  à  reprendre  les 
choses  au  début,  en  n'admettant,  à  proprement  parler,  comme 
entièrement  acquis,  que  ce  qui  concerne  les  nombres  entiers  posi- 
tifs, puis,  après  avoir  complété  la  notion  du  nombre,  à  reprendre 
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une  à  une  loules  les  notions  fondamentales,  en  détachant  soi- 
gneusement tous  les  théorèmes,  dont  l'énoncé  est  toujours  com- 
plet, avec  toutes  les  restrictions  qu'il  comporte,  et  précède  tou- 
jours la  démonstration;  il  conduit  ainsi  à  la  notion  d'intégrale 
multiple;  c'est  par  celle  notion,  présentée  sous  la  forme  la  plus 
générale,  que  se  termine  le  présent  volume.  Chemin  faisant,  il 
donne  de  la  théorie  des  ensembles  ce  qui  est  utile  à  son  exposi- 
tion, mais  sans  s'arrêter  à  cette  théorie  pour  elle-même  et  en  lais- 
sant de  côté  ce  qui  ne  lui  est  pas  indispensable.  De  temps  en  temps, 
sous  le  titre  Criticism,  il  explique  à  son  lecteur  «  comment  il  ne 
faut  pas  raisonner  »  et  les  erreurs  qu'il  ne  faut  pas  commettre  : 
ses  remarques  dénotent  un  sens  très  net  des  besoins  des  élèves, 
qui  sont  les  mêmes  dans  le  Nouveau-Monde  et  dans  l'Ancien;  des 
exemples  simples  et  topiques  montrent  les  fautes  où  Ton  tombe 
quand  on  néglige  quelqu'une  des  conditions  imposées  dans  ces 
énoncés  auxquels  l'auteur  a  toujours  si  soigneusement  donné  une 
(urine  explicite.  Parfois,  il  s'en  prend  même  aux  manuels,  usités 
en  Amérique,  contre  lesquels  il  paraît  bien  qu'il  a  un  peu  de 
mauvaise  humeur.  J'espère  pour  lui  que  les  éditeurs  de  ces  manuels 
ne  lui  demanderont  pas  de  dommages-intérêts.  Il  v  aurait  là  matière 
à  de  bien  beaux  procès  et  à  de  bien  belles  plaidoiries. 

Je  dois  signaler  encore  le  soin  avec  lequel  les  notations  sont 
choisies  et  présentées;  l'auteur  a  adopté  quelques  façons  de  parler, 
qui  reviennent  souvent,  se  gravent  sans  peine  dans  l'esprit  du 
lecteur  et  soulagent  l'exposition  par  leur  brièveté  et  leur  répé- 
tition. 

Le  Livre  est  divisé  en  seize  Chapitres.  Les  deux  premiers  sont 
consacrés  à  la  notion  de  nombre  :  le  premier  se  termine  par  la 
notion  de  limite  dans  le  cas  où  cette  limite  est  rationnelle  :  les 
nombres  irrationnels  sont  introduits  à  peu  près  comme  le  fait 
M.  Méraj,  dont  il  semble  bien  que  le  nom  aurait  dû  au  moins 
accompagner  celui  de  M.  G.  Cantor.  La  notion  de  coupure,  dans 
le  sens  de  M.  Dedekind,  complète  celle  introduction. 

Deux  Chapitres  sont  ensuite  consacrés  à  la  définition  des  fonc- 
tions élémentaires  :  fonctions  rationnelles,  algébriques,  exponen- 
tielles, logarithmiques,  circulaires  (directes  et  inverses).  L'auteur 
ayant  rejeté  les  séries  au  Volume  suivant,  la  définition  des  fonctions 
circulaires  est  naturellement  tirée  de  la  Géométrie. 
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Avant  d'aller  plus  loin,  M.  Pierpont  s'arrête  un  peu  sur  les  en- 
sembles de  points  :  la  notion  est  présentée  dans  sa  généralité,  en 
regardant  un  point  comme  le  système  de  ses  n  coordonnées  :  il 
introduit  les  notions  d'ensemble  dérivé,  isolé,  dense,  clos  (com- 
plet), parfait  et  donne  l'exemple  classique,  dû  à  M.  Cantor,  d'un 
ensemble  parfait  non  dense. 

Jusqu'ici  il  n'a  été  question,  en  fait  de  limites,  que  des  limites 
de  suites  infinies  :  l'auteur  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour 
présenter  d'une  façon  claire  et  générale  les  définitions  de  la  limite 
d'une  fonction  lorsque  la  ou  les  variables  s'approchent  d'un  point, 
de  la  convergence,  de  la  continuité  et  de  la  discontinuité.  C'est 
l'objet  des  Chapitres  VI  et  VII.  Le  suivant  est  consacré  aux  déri- 
vées. 

Le  Chapitre  IX  se  rapporte  aux  fonctions  implicites.  M.  Pierpont 
a  exposé  d'une  façon  didactique  la  méthode  que  M.  Goursat  a 
donnée  récemment  (igo3)  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique pour  définir  ces  fonctions  par  approximations  succes- 
sives. Cette  méthode,  fondée  sur  un  artifice  ingénieux,  se  recom- 
mande vraiment  parla  netteté  avec  laquelle  elle  s'applique  au  cas 
général. 

L'auteur  traite  ensuite  des  formes  indéterminées,  puis  des 
maxima  et  des  ni  i  ni  ma.  Il  se  borne  d'ailleurs,  pour  cette  dernière 
question,  à  montrer  comment  on  peut  reconnaître  qu'il  n'y  a  ni 
maximum  ni  minimum  en  un  point,  lorsque  la  première  forme,  à 
coefficients  non  nuls,  à  laquelle  conduit  le  développement  de  Tay- 
lor,  est  une  forme  indéfinie,  et  qu'il  y  a  un  maximum  ou  un  mini- 
mum lorsque  celte  forme  est  définie  :  il  se  contente  de  signaler  les 
difficultés  relatives  au  cas  des  formes  semi-définies  et  de  donner 
l'exemple  classique  (x  —  2  y2)  (x  —  4y'2)* 

Les  cinq  derniers  Chapitres  (XII,  ...,  XVI)  sont  consacrés  à 
la  définition  et  aux  propriétés  fondamentales  des  intégrales  simples 
et  multiples.  La  Géométrie  fournit,  pour  la  définition  de  l'intégrale 
simple,  une  première  orientation  qui  conduit  naturellement  à  la 
définition  des  intégrales  supérieure  et  inférieure  et  des  fonctions 
inlégrables,  au  sens  de  Hiemann,  comme  aussi  à  l'étendue  (con- 
tent) extérieure  ou  intérieure  d'un  ensemble  de  points  sur  une 
droite,  au  sens  de  M.  Jordan. 

M.  Pierpont  étudie  successivement  les  intégrales  propres,  où  la 
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fonction  intégrale  reste  finie  dans  l'intervalle  d'intégration,  et  les 
intégrales  qualifiées  d'impropres,  soit  parce  que  la  fonction  à  in- 
tégrer devient  infinie  dans  L'intervalle  d'intégration,  soit  parce  que 
cet  intervalle  devient  infini. 

Il  se  borne  d'ailleurs  au  cas  où  la  fonction  à  intégrer  devient 
infinie  en  un  nombre  limité  de  points.  Je  dois  signaler  le  soin  avec 
lequel  est  reprise,  pour  les  intégrales  impropres,  l'élude  du  second 
théorème  de  la  moyenne,  du  cas  où  la  fonction  dont  le  signe  f  dé- 
pend d'un  paramètre,  de  la  difierentiation  et  de  l'intégration  sous 
le  signe  /",  du  changement  de  l'ordre  dans  les  intégrations. 

La  notion  de  l'intégrale  multiple,  en  supposant  bornés  le  champ 
d'intégration  d'une  part,  la  fonction  à  intégrer  d'autre  part,  est 
exposée  dans  toute  sa  généralité.  La  fonction  est  supposée  définie 
pour  un  ensemble  (.Y)  borné  de  points  dans  un  espace  à  n  dimen- 
sions. La  division  de  cet  espace  en  parallélépipèdes  rectangles  au 
moyen  de  systèmes  de  plans  orthogonaux  conduit  d'abord  à  la  no- 
tion d'intégrale  supérieure  et  d'intégrale  inférieure,  puis,  comme 
cas  particulier,  à  la  notion  des  étendues  extérieure  et  intérieure 
de  l'ensemble  A;  cet  ensemble  est  mesurable,  au  sens  de  M.  Jor- 
dan(a  un  volume),  lorsque  ses  deux  étendues  sont  égales.  M.  Pier- 
pont  désigne,  sous  le  nom  de  discrets,  les  ensembles  dont  l'étendue 
est  nulle.  Si  un  ensemble  est  contenu  dans  un  espace  à  n  — p  di- 
mensions^ des  coordonnées  qui  définissent  ses  pointsdans  l'espace 
à  n  dimensions  restant  fixes),  cet  ensemble  est  discret  (dans  l'es- 
pace à  n  dimensions).  Notons  encore  le  rôle  que  tiennent  dans  cette 
théorie   la  considération  du  rapport  {total  différence-quotient) 

v//lJH-/i|-r-...-+-/lJ 

où  xt,  x2,  . . .,  xn  et  /,  -j-  Af,  x2-f-  As,  . .  ,  x„-i-hn  sont  deux 
points  distincts  de  l'ensemble  où  la  fonction  f  est  définie  et  des 
fonctions/"  pour  lesquelles  ce  rapport  est  borné  :  si  /f,  /2»  •••*  fn 
sont  n  fonctions  de  celte  nature,  et  si  Ton  appelle  image  du  point 
JT|,  .r2,  .  . . ,  xH  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

r,  =  f({xu  xt,  ...,  x„)        (i  =  i,  2,  ...,  n), 

l'ensemble  des  points  images  est  discret  quand  l'ensemble  des  points 
xiy  x2,  . . . ,  x„  est  lui-meme  discret.  Un  ensemble  est  mesurable 
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quand  sa  frontière  constitue  un  ensemble  discret.  M.  Pierpont  in- 
troduit encore  la  notion  de  la  décomposition  d'un  ensemble  (A)  en 
un  nombre  fini  d'ensembles  partiels  (A|),  (A2),  ...,  (Ar)  qui 
peuvent  bien  avoir  des  points  communs,  mais  tels  que  l'ensemble 
de  ces  points  communs  et  des  points  frontières  communs  soit 
discret  :  les  ensembles  partiels  sont  dits  alors  sans  mélange 
(immixed).  Tel  est  le  cas  pour  les  ensembles  partiels  contenus 
dans  les  parallélépipèdes  d'une  décomposition  de  l'espace  par  des 
systèmes  de  plans  orthogonaux.  L'étendue  extérieure  (ou  inté- 
rieure) de  l'ensemble  A  est  alors  égale  à  la  somme  des  étendues 
extérieures  (ou  i  n  térieures)  des  ensembles  partiels  (  Af) ,  (  A2) , . . . ,  (Ar). 
Le  lecteur  se  rend  compte  de  la  façon  dont  cette  notion  permet 
d'arriver  à  la  notion  générale  de  l'intégrale  multiple,  la  décompo- 
sition de  l'espace  en  parallélépipèdes  rectangles  étant  remplacée  par 
des  décompositions  de  (A)  en  ensembles  partiels  sans  mélange,  tels 
que  la  distance  de  deux  points  d'un  ensemble  partiel  soit  moindre 
qu'un  nombre  positif  d,  que  l'on  peut  supposer  aussi  petit  qu'on 
le  veut.  L'auteur  traite,  en  terminant,  de  la  décomposition  d'une 
intégrale  multiple  en  intégrales  simples  et  du  changement  de  va- 
riables dans  une  intégrale  multiple. 

Les  quelques  indications  qui  précèdent  suffiront,  je  l'espère, 
pour  montrer  que  l'étudiant,  arrivé  au  bout  du  livre  de  M.  Pier- 
pont, aura  acquis  des  idées  précises  et  claires  sur  les  points  essen- 
tiels de  l'analyse;  il  sera  très  bien  armé  s'il  a,  en  outre,  acquis  cette 
habitude  du  calcul  et  cette  connaissance  des  faits  particuliers  im- 
portants sans  lesquelles  il  n'y  a  pas  de  mathématiciens. 

J.  T. 
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ieber  analytische  Géométrie  (  Teubner's  Sammlung  von  Lehrbûchern 
au/  den  Gebiete  der  mathe mat ischen  Wissenschaften  mit  Einschluss 
ihrer  Anwendungen,  Band  XVI).  i  volume  iii-8°;  vm-447  PaScs» 
387  figures.  Leipzig,  Teubner,  1903. 


M.  O.  S  tau  de  doit  écrire  un  livre  sur  les  surfaces  du  second 
ordre,  dans  cette  belle  collection  de  Manuels  et  de  Traités  que  la 
maison  Teubner  a  entrepris  de  publier  en  même  temps  que  V En- 
cyclopédie des  Sciences  mathématiques,  et  qui  rendra  les  plus 
grands  services  à  la  Science  et  à  l'Enseignement.  Le  présent 
manuel  peut  être  regardé  comme  une  introduction  à  ce  livre;  mais 
il  est  complet  en  lui-même  et,  tel  quel,  il  sera  fort  utile  aux  étu- 
diants qui  veulent  se  rendre  maîtres  des  méthodes  de  la  Géométrie 
analytique.  Il  se  recommande  par  son  caractère  systématique  et 
son  extrême  clarté  :  le  souci  qu'a  Fauteur  de  ne  laisser  subsister 
aucune  obscurité  se  montre  dès  les  premières  pages,  dans  la  façon 
par  exemple  dont  est  étudié  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu'une 
droite  mobile  autour  d'un  point  d'intersection  de  deux  droites  fixes 
fait  avec  ces  deux  droites;  il  se  maintient  d'un  bouta  l'autre  du 
livre  :  les  définitions  sont  toujours  précises  et  la  généralité  des 
démonstrations  ne  laisse  rien  à  désirer.  On  est  parfois  tenté  de 
reprocher  à  l'auteur  d'être  par  trop  clair  :  c'est  un  reproche  que 
ne  lui  feront  assurément  pas  les  étudiants  qui  le  liront. 

La  matière  du  livre  est  suffisamment  indiquée  par  le  litre  :  il 
s'agit,  pour  la  Géométrie  plane,  de  la  droite  comme  lieu  de  points 
et  des  faisceaux  de  droites;  pour  la  Géométrie  dans  l'espace,  du 
plan,  des  systèmes  de  plans  qui  passent  par  une  droite  ou  par  un 
point,  des  coordonnées  dans  ces  diverses  formes  fondamentales, 
des  relations  projectives  entre  les  divers  éléments. 

L'ordre  adopté  est  naturel  :  l'auteur  part  des  coordonnées  car- 
tésiennes pour  s'élever  aux  coordonnées  triangulaires  ou  tétraé- 
driques.  C'est  Tordre  historique  entendu  d'une  façon  large  et  qui 
apparaît  bien  ici  comme  le  meilleur  pour  renseignement. 

J.  T. 
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MELANGES 


CINÉMATIQUE.  PROBLÈME  RELATIF  AU  CENTRE  INSTANTANÉ 
DE  ROTATION  ET  AU  CENTRE  DES  ACCÉLÉRATIONS; 

Par  M.  A.  db  SAINT-GERMAIN. 


On  peut  régler  le  mouvement  d'un  plan  P,  glissant  sur  un  plan 
fixe  P,,  de  manière  que  le  centre  des  accélérations  A  coïncide 
constamment  avec  un  point  donné  dans  le  plan  P  ou  dans  le 
plan  P<,  tandis  que  le  centre  instantané  de  rotation  reste  sur  une 
droite  donnée  de  l'un  ou  de  l'autre  plan;  on  a  quatre  espèces  de 
mouvements  dont  je  vais  indiquer  les  lois. 

Quand  le  centre  des  accélérations  A  est  toujours  un  même  point 
du  plan  P,  il  décrit  dans  le  plan  P,,  avec  une  vitesse  constante  c, 
une  droite  A<  à  laquelle  la  droite  AI  est  toujours  normale.  Si,  en 
même  temps,  le  centre  instantané  I  doit  rester  sur  une  droite  D, 
du  plan  fixe,  son  lieu  dans  le  plan  mobile  sera  une  spirale  loga- 
rithmique de  pôle  A,  ou  une  circonférence  de  centre  A,  qui 
roulera  sur  D< ,  entraînant  le  plan  mobile  ;  la  vitesse  tu  de  la  rotation 

instantanée  sera  égale  à  -r-r>  AI  variant  proportionnellement  au 

temps;  le  mouvement  du  plan  P  se  trouve  ainsi  bien  défini.  Si,  au 
contraire,  le  centre  I  se  déplace  sur  une  droite  1)  du  plan  mobile, 
son  lieu  dans  le  plan  fixe  sera  une  chaînette  avant  pour  base  A<  et 
sur  laquelle  roule  la  droite  D,  entraînant  le  plan  P.  Soient  a  le 
paramètre  de  la  chaînette,  ak  =  c  la  vitesse  du  point  A  sur  A,  :  la 
vitesse  w  peut  se  mettre  sous  la  forme 

elle  est  indépendante  de  a. 
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Lorsque  le  centre  A  doit  rester  en  un  point  donné  A,  du  plan 
fixe,  le  problème  est  un  peu  moins  simple  :  on  le  résout  en  expri- 
mant qu'à  un  instant  quelconque  /,  le  point  At  se  trouve  sur  la 
circonférence  des  inflexions  et  que  la  droite  IAt  fait  avec  la  direc- 
tion dans  laquelle  se  déplace  le  point  I  un  angle  dont  la  tangente 

•est r-  Prenons  d'abord  le  cas  où  le  centre  I  doit  rester  sur  une 

droite  Dt  du  plan  fixe  :  son  lieu  dans  le  plan  P  sera  une  chaînette 
qui  roulera  sur  D,,  entraînant  le  plan  mobile;  la  vitesse  angu- 
laire (o  pourra,  au  signe  près,  être  exprimée  par  la  formule  (i). 
Dans  le  plan  P,  la  projection  E  du  point  I  sur  la  base  B  de  la  chaî- 
nette se  déplace  avec  une  vitesse  a\\  le  point  A,  symétrique  de  E 
par  rapport  à  la  tangente  Dt  à  la  chaînette  en  I,  décrit,  avec  la 
vitesse  relative  aX,  une  courbe  transcendante  asymptote  à  B. 

Considérons  enfin  le  cas  où,  le  centre  des  accélérations  restant 
fixe  en  A,,  le  centre  I  se  déplace  sur  une  droite  D  du  plan 
mobile  :  son  lieu  dans  le  plan  fixe  sera  une  hyperbole  équilatère 
Ht  de  centre  A<,  sur  laquelle  roule  D. 

Prenons  pour  instant  initial  celui  où  le  centre  instantané  se 
trouve  en  un  sommet  S!  de  H,,  A!  St  étant  égal  à  <7,  to  à  —  X;  si, 
au  temps  £,  le  rayon  vecteur  At  I  fait,  avec  la  droite  D  qui  touche  H| 
en  I,  un  angle  égal  à  u.,  on  aura 

w  =  -  -7-  =  —  Xi/sin  il  =  —  X  cnX<  v^ï» 
•1  at  x 

le  module  des  fonctions  elliptiques  étant  —  •  L'angle  S|  A|  I,  égal 

*'À 
à  y  —  j->  a  pour  sinus  — -  siià/  ^2  ;  il  croît  de  zéro  à  -  en  un  temps 

fini,  au  bout  duquel  la  droite  D  est  asymptote  à  H|  :  on  peut 
admettre  qu'ensuite  elle  roulera  sur  la  seconde  branche  de  l'hyper- 
bole. Si,  dans  le  plan  P,  on  prend  pour  axes  la  droite  D  et  sa 
perpendiculaire  au  point  O  qui  a  coïncidé  avec  St ,  les  coordonnées 
du  point  A  seront 

x  =  — —    /      /sin  {jl  rfjjL,        y  =  a /s in  p.; 

ce  point  décrit,  avec  une  vitesse  relative  a"ky  un  ovale  autour  du 
point  O. 
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NOTE  SUR  LES  SURFACES  MINIMA  APPLICABLES  SUR  UNE  SURFACE 

DE  RÉVOLUTION; 

Par  M.  HAAG. 


Je  me  propose  dans  celle  Noie  d'appliquer  la  méthode  du 
trièdre  mobile  à  la  détermination  el  à  l'étude  des  surfaces  minima 
applicables  sur  les  surfaces  de  révolution,  surfaces  que  j'appellerai 
dans  la  suile  surfaces  (B),  pour  simplifier  le  langage.  J'indiquerai 
d'abord  la  détermination  des  rotations  du  trièdre  attaché  à  chaque 
point  de  la  surface  et  je  me  servirai  de  ces  rotations  pour  faire 
une  étude  de  la  surface  sur  elle-même,  ce  qui  me  permettra  déjà 
de  trouver  un  grand  nombre  de  propriétés.  Ensuite,  je  montrerai 
comment  on  peut,  au  moyen  de  ces  rotations,  établir  les  équations 
générales  d'une  surface  (B)  et,  partant  de  ces  équalions,  je  ferai 
une  nouvelle  étude  de  la  surface  en  m'attachant  surtout  aux  pro- 
priétés descriptives  que  Ton  ne  peut  pas  apercevoir  parla  méthode 
du  trièdre  mobile. 

J'ai  enfin  l'intention  de  faire,  dans  une  Note  ultérieure,  l'étude 
particulière  des  surfaces  (B)  algébriques,  en  envisageant  spéciale- 
ment les  degrés,  classes,  elc.  de  ces  surfaces  el  de  leurs  lignes 
remarquables. 

Je  me  hâte  d'ajouter  ici  que  la  détermination  des  surfaces  (B)  a 
déjà  été  faite,  au  moyen  de  méthodes  différentes,  par  Bour  et  par 
Schwartz  (*).  J'ai  retrouvé  en  particulier,  dans  le  travail  de  Bour, 
un  certain  nombre  de  propriétés  contenues  dans  celles  que  j'ai  éta- 
blies d'une  manière  différente. 

J'aborde  maintenant  mon  sujet. 


I. 


Détermination  des  rotations  relatives  à  une  surface  (B).  — 
Rappelons  d'abord  quelques  notations  et  quelques  formules  de  la 

(*)  Bour,  Théorie  de  ta  déformation  des  surfaces,  p.  99  à  109.  —  Schwartz, 
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théorie  du  trièdre  mobile.  On  suit  que,  si  l'on  appelle  a  Tare  de 
méridienne  d'une  surface  de  révolution  compté  à  partir  d'une  ori- 
gine déterminée,  o(u)  le  rajon  du  parallèle  correspondant  et  y 
l'angle  d'un  méridien  avec  un  méridien  fixe,  l'élément  linéaire  de 
la  surface  est 

ds*  =  du1  ■+■  <p*  (  u  )  dv*. 

Les  rotations  et  les  translations  relatives  à  toute  surface  appli- 
cable sur  la  surface  de  révolution  considérée  satisfont  alors  aux 
équations  suivantes  (•)  : 

£  =  ii      -n  =o,  ;  =o, 

£i  =  o,         7i,  =  o(a)t  Çi  =  o; 

(I)  {  dp        dpi  dq        dqx 

Ceci  étant,  l'équation  des  lignes  a sjmpto tiques  d'une  telle  sur- 
face est 

—  q  du* -t-zpo(u)  du  dv  -h pxy(u)  dv1  =  o. 

Ecrivons  que  les  lignes  de  longueur  nulle  sont  conjuguées;  nous 
obtenons  immédiatement  la  condition 

Pi  =  q<?(u). 

En  combinant  cette  équation  avec  les  équations  (I),  on  a 

Pi  =  qy(u),       qi  =  —p<?(u). 
D'où 

Puis 

dv         'Ou  *  T  v     /> 

ùq        an     ,  ,,     . 

Posons  alors  /?  =  U  cosi,  q  =  U  sin  A  et  portons  dans  les  deux 


Mathematische  Abhandlungcn,  1. 1,  p.  18^  et  i85.  —  Dàrboux,  Théorie  des  sur- 
faces, t.  I,  p.  4>5. 

(  ■  )   Voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  II,  p.  385. 
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équations  précédentes.  Un  calcul  très  simple  donne 


t. .H 


-I=o  et  _L=:_XI -J_±_. 

OU  OV  1  cp 

Ces  deux  équations  ne  sont  évidemment  compatibles  que  si 

—  çoff/-+-3ç'ç* 

(l>  — -ii -JLJL-a 

29 

a  étant  une  constante. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
surface  de  révolution  considérée  soit  applicable  sur  une  surface 
mi  ni  ma. 

Celte  équation  différentielle  s'intègre  aisément.  La  méthode  la 
plus  naturelle  conduit  par  deux  quadratures  successives  à  ramener 
l'équation  à  une  équation  de  Lagrange,  qui  s'intègre  comme  on 
sait  en  passant  aux  coordonnées  tangentielles.  On  trouve  alors  des 
expressions  assez  compliquées.  Voici  une  au  Ire  méthode  plus  élé- 
gante et  qui  donne  des  résultats  plus  simples,  à  laquelle  j'ai  été 
conduit  d'une  manière  rationnelle  dans  l'étude  de  la  surface. 
Posons 

(a-f-9')*-f-o*LTî=  P2. 

En  différentiant  le  premier  membre  et  tenant  compte  de  (1), 
on  trouve   un   résultat  nul.  Donc  j3   est   une  constante.   Posons 

alors 

(2)  a  -+-  9'=  (â  cosX 

et 

(3)  oU  =  PsinX. 

De  ces  deux  équations  on  tire 

/ , x  a   .  *  du 

(4)  ?=—  Psiiia^- 

et 

(5)  p  sinX5i  (sjf)  -*-  *£  cosX  -  «  =  o. 
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/lu 
En  posanl  -^-  =  iv,  l'équation  (5)  s'écrit 

dw  __  a  —  i  {}  cosX   .» 
tv   ~~        JâsinX 

D'où 

a 
Y 


w  = 


(U"Sâ) 
sin2X 


y  =  constanle  arbitraire. 
Ensuite 


u  =  a0H- 
Enfin 


V  sin,X 


a 


sin1/. 
(6) 


u îiïïî^ 


a 

>AP 


y  (<«'*;) 


L'équation  (i)  est  donc  complètement  intégrée.  La  connaissance 
de  la  fonction  o  nous  permettrait  maintenant  d'étudier  les  méri- 
diennes des  surfaces  de  révolution  applicables  sur  une  surface 
minima.  J'ai  fait  cette  étude  pour  les  différentes  valeurs  que  l'on 

peut  donner  au  nombre  ^  =  m  et  j'ai  construit  une  courbe  méri- 
dienne particulière  pour  chaque  valeur  de  m  extérieure  à  l'inter- 
valle ( — i,  -h  i)  et  deux  courbes  pour  chaque  valeur  de  m  inté- 
rieure à  cet  intervalle.  Les  résultats  ne  sont  pas  très  intéressants; 
je  me  bornerai  simplement  à  dire  que,  pour  certaines  valeurs 
de  //i,  on  peut  avoir  des  courbes  algébriques  et  même  unicursales. 
Revenons  maintenant  à  nos  surfaces  (B).  Nous  déduisons  immé- 
diatement des  équations  trouvées  plus  haut 

(  p  =  U  cos(ai»  -+-  h),  q  =  Usin(at>  ■+-  /i,  r  =  o, 

\  p{  =  <pU  sin(ai>  -h  h),         qx  =  —  <pU  cns(at'  -+-  h  ),         n=9'(a)> 

où  k  désigne  une  constante  arbitraire. 
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Il  est  bien  clair  d'ailleurs  que,  si  l'on  fait  varier  A,  tous  les  sys- 
tèmes de  rotations  obtenus  correspondent  à  une  même  surface, 
considérée  indépendamment  de  sa  position  dans  l'espace,  en  sup- 
posant toutefois  OL^é  o.  Comme  <p  et  par  suite  a  sont  déterminés 
(|uand  la  surface  de  révolution  l'est,  on  voit  que  sur  une  telle 
surface  on  ne  pourra  aopliquer  qu'une  seule  sur/ace  minima. 
Il  résulte  de  là  que  celle-ci  est  superposable  à  toutes  ses  asso- 
ciées, propriété  que  nous  préciserons  davantage  dans  la  suite. 

Le  cas  écarté  de  a  =  o  correspond,  comme  on  le  voit  aisément 
en  formant  la  fonction  o(u),  à  la  famille  des  hélicoïdes  minima, 
qui  comprend  comme  surfaces  particulières  l'alvsséide  et  la  sur- 
face de  vis  à  filet  carré. 


II. 


Étude  d'une  sur/ace  (B)  au  moyen  du  trièdre  mobile.  — 
Nous  pouvons  évidemment  dans  cette  étude  supposer  h  =  o.  Les 
rotations  précédentes  deviennent  alors 

^  p   =  Ucosa^,  q   =■  Usinai,  /•  =0, 

(  px  =  Uç  sinay,         q\  =  — II?  cosse,         ri=ç'(a). 

J'indiquerai  d'abord  les  deux  formules  suivantes  qui  donnent  la 

courbure  normale  —  et  la  torsion    géodésique  —  d'une    courbe 

Pi  01       -g 

quelconque  tracée  sur  la  surface  et  faisant  l'angle  co  avec  la  courbe 

v  =  const. 

(1)  — =Usin('ito  —  olv).         —  = — U  eus ('2 10 — olv). 

pi  ^A" 

Ces  formules  s'établissent  très  aisément  (')  et  nous  seront  utiles 
dans  la  suite. 

Ceci  étant,  éludions  les  lignes  remarquables  de  la  surface. 

Lignes asympto  tiques.  —  On  trouve  immédiatement  que  leur 


(')  Partir  des  formules  de  la  page  283  du  Tome  II  de  la  Théorie  des  sur/aces 
de  M.  Darboux. 
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équation  peut  s'écrire 


dv  __  —  cosai>  zh  r 
"  du  sinap 


D'où  les  deux  familles 


M 


dv  <zv  .    at>  ?  Ç*!î        !  \\    * 

Première  famille .. .     <p  —  =    tang  —  >  sin  —  —  ae*J  ?  =  a(tang-j       > 


m 


Deuxième  famille. ..     o -r- =  —  cot — >  cos — =ae*J  ?=a(tang-)       > 

T  */a  *2  2  \       °  a  / 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire. 

Si   Ton   applique  à  ces  courbes  la  formule  tangto  =  o  -r-y  on 
trouve  immédiatement 


(XV  OLV  *JT 

Wi=  —  »  (*>•  = ! 

À  l  2 


D'où  : 


Théobèmk.  —  Les  lignes  asympto tiques  d'une  sur/ace  (B) 
sont  toutes  coupées  sous  le  même  angle  par  chacune  des 
courbes  v  =  const.  (  '  ). 

Plus  généralement,  les  trajectoires  sous  un  angle  constant  des 


«-  er 


lignes  asymptotiques  sont  les  courbes  pour  lesquelles  le  rapport  — 

est  constant,  comme  cela  résulte  des  formules  (î).  Ce  sont  encore 
les  courbes  qui  font  un  angle  constant  avec  leur  image  sphé- 
rique(-). 

J'ai  calculé  la  courbure  et  la  torsion  des  lignes  asymptotiques. 
La  torsion  en  particulier  se  confond  avec  la  torsion  géodésique; 
on  trouve  alors  immédiatement 

1  =_u         et         -  =U. 


(')  Ce  théorème  a  déjà  été  trouvé  par  Bour  {Théorie  de  la  déformation  des 
surfaces,  p.  ioi). 

(-)  On  a  en  effet,  pour  une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  quel- 

conque,  la  formule—2-  =  tang(w  —  6),  6  désignant  l'angle  de  l'image  sphérique 

Pi 
avec  v  =  const. 
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On  en  déduit,  d'après  la  formule  d'Enneper,  que  )a  courbure 
totale  de  la  surface  est  —  U2  et  par  suite  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux ±  ryj  ce  qu'on  peut  vérifier  d'ailleurs  sur  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux  et  aussi  sur  la  formule  qui 
donne  —  •  Le  rapport  -  pour  une  ligne  asjmplotique  est  à  un  fac- 
teur constant  près 


i+? 


P  t      » ,  ,      .        X 

-  =   ; r- — v  OU  t  =  t3TiS  -  • 

Il  n'est  constant  que  pour  m  =  ±  2.  Or,  nous  allons  voir  qu'à 
ces  deux  valeurs  de  m  correspond  une  même  surface,  qui  est  la 
surface  d'Enneper. 

Donc  : 

Théorème.  —  Les  lignes  asympto tiques  d'une  sur/ace  (B) 
sont  des  hélices  dans  le  cas  de  la  surface  d'Enneper,  et  dans  ce 
cas  seulement. 

Lignes  de  courbure.  —  Comme  pour  les  lignes  asymptotiques, 
on  trouve 


m 

2 

t 

m 


Première  famille cos  f  - j  =  a  f  tang  -  ) 

Deuxième  famille s*n  (  7 7~)~a\  lan&  ~  )        > 

aV  TZ  OLV  TZ 

0),=    -—   -t--,  WJ=-7 7» 

2  4  2  4 

formules  qui  étaient  à  prévoir  d'après  la  théorie  générale  des  sur- 
faces mini  ma,  et  qui  montrent  que  les  trajectoires  sous  un  angle 
constant  sont  les  mêmes  pour  les  lignes  de  courbure  que  pour  les 
lignes  asjmptotiques. 

J'ai  calculé  la  courbure  et  la  torsion  de  ces  lignes,  ainsi  que 
l'angle  m  de  leur  plan  osculateur  avec  la  normale  à  la  surface. 

Pour  la  torsion  en  particulier,  j'ai  trouve 

(  — I  )  cosap 

±1 =  ^  4       ' 


aïL(tangâ)î 


sinX 
Bull,  des  Sciences  matUém.,  a*  série,  t.  XXX.  (Mars  1906.)  6 
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Cetie  formule  montre  que  pour  m  =±2  les  lignes  de  courbure 
sont  planes,  et  seulement  dans  ce  cas.  Ceci  suffît,  comme  on  sait, 
pour  prouver  que  la  surface  qui  correspond  à  m  =  zt.  2  est  la 
sur/ace  d'Enneper. 

Courbes  i>  =  const.  —  La  courbure  d'une  telle  ligne  est 

1  fi  • 

P 

Cette  formule  montre  que  les  courbes  olv=  Kt:  sont  des  droites. 
De  même,  la  torsion  est  -  = —  Ucosa^.  Celte  formule  montre 

que  les  courbes  av  =  iKr>±  -  sont  des  géodésiques  planes. 

Remarquons  enfin  que  l'on  a  -  r=  tangac.  Donc  chaque  courbe 

r 

v  =  const.  est  une  hélice  dont  l'angle  des  tangentes  avec  la  di- 
rection des  génératrices  du  cylindre  dont  elle  est  géodésique 
est  ou\  D'ailleurs,  cette  hélice  étant  géodésique  aussi  pour  la  sur- 
face, le  cylindre  précédent  est  circonscrit  à  la  surface  le  long  de 
cette  courbe  (*  ). 

Courbes  u  =  const.  —  Le  seul  résultat  intéressant  s'obtient  en 
calculant  la  courbure  géodésique  de  leur  image  sphérique.  On 
trouve  une  fonction  de  u.  Ces  images  sphériques  sont  donc  des 
petits  cercles  et  par  suite  le  plan  tangent  tout  le  long  d'une 
courbe  u  =  const.  fait  un  angle  constant  avec  une  direction 
fixe(K). 

Géodésiques.  —  Leur  équation  est,  d'après  le  théorème  de 
Clairaut, 

(3)  9sinto  =  A         (A  =  const.  arbitraire) 

ou 


( l  )  Propriété  trouvée  aussi  par  Bour  (  Théorie  de  la  déformation  des  sur/aces, 
p.  108  cl  109). 
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D'où 

/A.  du 
— 
?  V ?*  —  A* 

Elles  s'obtiennent  donc  par  une  quadrature. 

En  se  servant  des  formules  (i)  et  de  l'équation  (2),  on  reconnaît 
aisément  que  les  seules  droites  et  les  seules  géodésiques  planes  de 
la  surface  sont  celles  déjà  rencontrées.  Plus  généralement,  les  hé- 
lices géodésiques  de  la  surface  sont  données  par 


d'où 


et,  par  suite, 


—  =  const.; 

Pi 


2w  —  olv  =  *}>         (*}*  =  const.)' 


*sin(-T-]=A' 


ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  A  =  o  et  a.v  =  —  ty  =  consl. 
Donc,  les  seules  hélices  géodésiques  de  la  sur/ace  sont  les 
courbes  v  =  const. 

Lignes  conjuguées  des  courbes  v  =  const.  —  Leur  équation  est 

af±L  1  \\-m 

s\naLt>  =  ae  J  ¥==a(tang-J  (a  =  const.  arbitraire). 

On  trouve  immédiatement  to  =  ai>.  Ces  courbes  sont  donc, 
comme  les  ligues  asymptotiques  et  les  lignes  de  courbure,  coupées 
sous  un  angle  constant  par  chaque  courbe  v  =  const.  (*  ). 

Une  autre  propriété  intéressante  de  ces  courbes  est  qu  elles  sont 
planes,  comme  on  le  voit  en  calculant  leur  torsion.  On  peut  aussi 
démontrer  cette  propriété  directement  au  moyen  du  trièdre  mo- 
bile, par  une  méthode  que  nous  ne  développerons  pas;  de  même 
pour  celle  relative  aux  plans  tangents  le  long  des  courbes  u  =  const. 
On  constate  alors  que  la  direction  avec  laquelle  ces  plans  tangents 
font  un  angle  constant  est  perpendiculaire  aux  plans  tous  paral- 


(  *  )  Propriélc  donnée  aussi  par  Bour  (  Théorie  de   la  déformation  des  sur- 
face*,  p.  109). 
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lèles  des  courbes  conjuguées  des  courbes  v.  Ceci  prouve  que  cette 
direction  est  la  même  pour  toutes  les  courbes  u.  On  en  déduit  (') 
que  les  courbes  conjuguées  des  courbes  u  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  sections  planes  conjuguées  des  courbes  e,  ce  qui 
peut  se  voir  aussi  de  bien  d'autres  manières. 

Terminons  cette  étude  par  la  remarque  suivante  :  Sachant  que 
les  courbes  conjuguées  des  courbes  v  sont  planes  et  dans  des  plans 
parallèles,  on  peut  en  déduire  que  les  courbes  v  sont  des  hélices. 
En  effet,  ce  sont  les  courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits 
parallèlement  aux  différentes  directions  des  plans  parallèles  consi- 
dérés, d'après  le  théorème  de  M.  Kœnigs.  Ce  sont,  d'autre  part, 
des  géodésiques  et  Ton  achève  aisément  le  raisonnement. 

On  voit  que  l'on  a  pu,  par  la  seule  connaissance  des  rotations 
relatives  à  la  surface,  faire  une  étude  assez  complète  de  celle-ci  et 
découvrir  un  certain  nombre  de  ses  propriétés. 

Nous  allons  maintenant  chercher  les  équations  générales  d'une 
surface  (B). 


III. 


Equations  d'une  surface  (B).  —  Nous  commencerons  par 
rappeler  que,  si  l'on  connaît  les  rotations  et  les  translations  d'un 
trièdre  mobile  Qxyz  dont  la  position  dépend  de  deux  para- 
mètres u  et  i>,  et  si  a,  a',  a",  fe,  b',  b" ,  c,  c',  c"  désignent  les  cosinus 
directeurs  des  axes  Oj?,  Oy%  Oz  relativement  à  un  trièdre  fixe 
quelconque  0KX\yhz{,  les  fonctions  de  u  et  de  v  :  a,  6,  c,  a!,  b'y  c', 
a" ,  b",  c"  doivent  constituer  trois  systèmes  de  solutions  du  système 
suivant  : 

/   àa        ,  àa        , 

Tu  =  br-cq,  -^b^-cqt- 

,  àb  db 

c1)  '^  =  c/?~~ar>       àï  =  cpx  ~~ arx  ; 

àc  .  àc  . 

-=aq-bp,  7v=aqi-bPi. 


(*)  D'après  un  théorème  dû  à  Petersen. 
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Les  coordonnées  x,  y,  z  de  l'origine  O  de  ce  trièdre  sont  don- 
nées par  les  équations 

Idx  =  a  (£  du  -h  \x  dv)  -t-  b  (ïj  du  -f-  tqi  dv)  -+-  c  (Ç  du  -+- Ci  ch>), 
dy  =  a'(£ûfa  -f-Çi  ^)-+-6'(ïj  du  -+■  r^  dv)-h  c' {Çdu  -\-X,\  dv), 
dz  =  a'(£  du  -t-  ^  dfr)  h-  6*(Tfî  cfo  -h  irçi  dv)  -h  c*(Ç  rfw  -+-  Ci  ûfc). 

Ceci  étant,  pour  avoir  les  équations  d\ine  surface  (B),  nous 
pourrions  essayer  d'intégrer  le  système  (I),  en  y  remplaçant  les 
rotations -par  les  valeurs  trouvées  plus  haut.  Mais  cette  intégration 
semble  très  difficile  a  priori.  Pour  l'éviter,  nous  allons  procéder 
autrement,  et,  au  lieu  de  chercher  les  équations  de  la  surface  rela- 
tivement à  un  système  d'axes  0{x{y{z{  quelconque,  nous  allons 
les  chercher  relativement  à  un  système  d'axes  particulier. 

Supposons  qu'on  ait  Irouvé  un  système  particulier  a(i4,p)... 
satisfaisant  au  système  (1),  où  l'on  ferait,  bien  entendu, 

p(u,v)    =Ucosat>,  q  =       Usinai,  r  =  o, 

/?t(a,  v)  =  ©U  sinac,         qx  =  —  ©U  cosav,         n  =  o'(a). 

Il  est  bien  évident  que  le  système  a(u,v J  ••  •  satisfera,  quel 

que  soit  A,  au  système  (I)  où  l'on  remplacerait  les/?,  q,  . . .  par 

P(u,v)=p(u,v  —  -}>         Q(K,t>)  =  q(u,v—-y>., 

système  que  nous  appellerons  (I7). 
D'autre  part,  on  a 

P  =/?cosA  -t-  q  sin/r,  Q  =  —  p  sinA  -+-  q  cos/i,  R  =  r 

et 

Ri  =  Pi  cos/t  -h  q\  sinA,         Qi  =  —  P\  sinA-h  qx  cosh,         R,=  ri. 

Si  nous  appelons  T  le  trièdre  d'origine  0|  et  de  cosinus  direc- 
teurs a(«,  e),  a'(w,  i>). ..  et  T|  le  trièdre  déduit  de  T  par  une 
rotation  autour  de  Os  de  l'angle  h  (indépendant  de  u  et  de  i>),  il 
est  bien  clair  que  ces  deux  trièdres  ont  même  rotation  instantanée 
et,  par  suite,  les  projections  de  cette  rotation  sur  les  axes  de  T< 
sont 

(pcosh  -+-  q  s'in h)  du  -+-(pi  cosA-t-  qx  s\nh)dv.    ., 
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c'est-à-dire 

Pi/m-P,  </*-.... 

D'autre  part,   les  cosinus  directeurs  at(u,  r),  o\(tty  r).  ..   des 
axes  du  trièdre  Tt  sont  évidemment  donnés  par  les  formules 

.    at=      a  cosA  —  b  sin/i, 
(i)  .    6|  =  —  a  sin/i  -h  b  cosA, 

(  ct  =      c 

et  les  formules  analogues  en  a7,  b'9  c',  a",  6*,  c*. 

D'après  ce   qui   précède,  les  cosinus  at(u^  v). . .    satisfont  au 
système  (I'). 

Appelons  maintenant  T'  le  trièdre  d'origine  Ot  et  de  cosinus 

(h  N 
*/,r ) Les  deux  trièdres  T,  et  T'  ayant  les 

mêmes  rotations  composantes  Pdu  -f-  Pf  di\ ,  ils  doivent  avoir 

le  même  mouvement  par  rapporta  leur  position  initiale  respective; 
autrement  dit,  si  Ton  appelle  Oa  l'axe  autour  duquel  il  faut  faire 
tourner  la  position  initiale  de  T;  pour  l'amener  à  coïncider  avec  la 
position  initiale  de  T,  et  o>  l'angle  de  celte  rotation,  cette  même 
rotation  doit  amener  T  en  coïncidence  avec  Tt%  quels  que  soient  u 
et  i\  Nous  irons  même  plus  loin,  en  montrant  que  04  A  est  forcé- 
ment indépendant  de  A.  En  effet,  soit  M  le  point  de  coordonnées 
ai  w,  r),  b"(u*  v),  c  (  u.  v).  Ouand  //  et  r  varient  séparément,  ce 
point  décrit  sur  la  sphère  S  de  ra\on  i  un  certain  réseau  de 
courbes.  Or  le  point  M  est  le  point  de  rencontre  de  S  avec  l'axe 
des  z  du  trièdre  T  et,  par  suite,  aussi  du  trièdre  Tf.  D'autre  part, 
on  passe  du  trièdre  T'  au  trièdre  T \  par  une  rotation  autour 
de  C^a;   donc,    dans  cette    rotation,    le    point  M  doit  coïncider 

le  point   M'   de  coordonnées  «"(*/, r j»   b'(u%v ), 

c'iin' )»  et  ceci  quels  que  soient  //  et  r.  Ceci  exige  évidem- 
ment que  les  courbes  u  =  const.  soient  des  parallèles  de  S,  d'axe 
commun  Ot  a.  Comme  ce  résultat  est  indépendant  de  A,  O!  A  reste 
fixe  quand  A  \;irie.  [Remarquons  en  passant  que  cette  démonstra- 
tion nous  prouve  que  les  courbes  //  et  t*  de  la  surface  (B)  que  nous 
allon>  déterminer  ont  pour  images  sphériqties  les  parallèles  pré- 
cédents et  leurs  méridiens  trajectoires  orthogonales,  puisque  la 


avec 
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représentation  sphérique  d'une  surface  minima  est  conforme.  On 
pourrait  en  déduire  immédiatement  un  grand  nombre  des  pro- 
priétés que  nous  avons  données  dans  notre  première  étude  de  la 
surface]. 

Revenons  maintenant  à  la  détermination  de  notre  surface.  Pre- 
nons la  droite  O^X  comme  axe  O^.  Si  w  désigne  une  fonction 
convenable  de  À,  nous  devrons  avoir,  quels  que  soient  */,  v  et  h, 
les  relations  suivantes  : 

ax  (a,  v)  =  a     u,p jcosio  —  a  lu,  v j  sin  w, 

(2)  \  a\(u,  v)  =  a  (u,v j  sinu)  -+-  a'  l  u,  v Jcosu), 

a[(u,t>)  =  ar(u,i>—  -j, 

et  deux  autres  groupes  analogues. 

En  remplaçant  dans  ces  relations  aK,a\,  ...  par  leurs  valeurs 

tirées   de   (1),   on    obtient   des    relations    entre   a  f u,  v )••• 

et  a(ii)  v). .  .,  qui,  différenciées  convenablement  par  rapport  à  h 
et  combinées  avec  les  équations  (I),  donnent  par  un  calcul  assez 
simple,  que  nous  ne  ferons  pas  ici  pour  ne  pas  allonger  cette  Note  : 


9II 
a'  =  -^jj-sinay, 


<pU 
b"  = —  -^Q-  cosap, 

P 


(f  = 


?' 


T" 


(4) 


(<p'-+-  a')  sin  P'i>  -h  («p'-f-  p')  sina'o 
a  = 0 * 

,        («p'-h  a')cos(i'i> -h(<p'n- P')cosa'e 

6   =    s y 

C    =  ^tt-  COs(3«, 

(<p'-ha')cosp'i>  — (<p'-hp')cosa'e 
a- ^ , 

.,       —  («p'-4-a')sinpV-h-(<p'-4-P')sinaV 

O    =    g y 

c  =  ig-sintJp, 


où  Ton  a  posé 


«'=«+?,        P'  =  »  —  P, 
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(3  désignant  la  constante  que  nous  avons  introduite  dans  la  re- 
cherche de  cp.  On  trouve  en  même  temps 

p,        h 
a  m 

En  portant  ensuite  dans  le  système  (II)  les  valeurs  trouvées 
pour  a(iij  v).  . .,  on  trouve  immédiatement 

o    /©'-h  a'  ©'-4-  3'  \ 

^=^(V"sinp'l,"H^^^sina,7, 

(5)  !  y  =  ^  (ï^cospV  -  ^±i!cosav), 

<p*U   . 
z  =  —  ■*—*-  sinai?. 
ap 

Telles  sont  les  équations  de  la  surface  qui  correspond  an  sys- 
tème de  cosinus  a(u,  c)....  Quant  à  la  surface  qui  correspond 
au  système  iz,(u,  v). . .,  ses  équations  sont 


.    h 

sin  —  y 
m 


xl(u,v)  =  x^,i>—-Jcos  —  --y(u,s>--  -j 

(6)  (^i(m,  0  =  *(«,  v  —  -j  sin—  +  ^/M|t>— -jcos— , 
£t(K,  p)  =  zlu.v  —  -j  . 

En  particulier  pour  h  =  -»  on  trouve 

*o  =  -  ^  y  ^-j—  cos  p  p  -h  X_H  cosaV  j , 

J  «    /©'-t-a'  m'+ft'  \ 

(7)  <^o=       ^g^-^-ôT— sinpV-  T  g/   sinaVj, 

<p*U 
z0  =  -i-Q-cosap. 

D'où  l'on  déduit  facilement 

1xx=z  x  cos  A  -+-  x0  sin  /i , 
ri  =ycosh-hy0s\nh, 
zx=  z  cos  /i  -+-  z0  sin  /*. 

Si  Ton  remarque  que  les  trièdres  T,  et  T  ont  même  plan  des  xy, 
on  voit  que  la  correspondance  (u  \  u,  ç\v)  entre  les  surfaces  (5) 
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et  (6)  est  une  correspondance  par  plans  tangents  parallèles. 
Comme  les  deux  surfaces  sont  applicables  Tune  sur  l'autre  par 
cette  correspondance,  on  peul  en  conclure,  d'après  un  théorème 
connu  ('),  que  ces  surfaces  sont  mi  ni  ma  et  associées.  Les  éléments 
correspondants  font  d'ailleurs  entre  eux  l'angle  constant  A,  car  les 
deux  trièdres  attachés  à  ces  deux  surfaces  ont  mêmes  translations; 
donc  l'angle  de  deux  éléments  correspondants  est  égal  à  l'angle 
des  axes  des  x  de  ces  deux  trièdres.  On  retrouve  ainsi  un  résultat, 
qui  est  vrai  d'ailleurs,  comme  on  sait,  pour  deux  surfaces  minima 
associées  quelconques.    En    particulier    la  surface    (7),    obtenue 

pour  h=  -,   est  la  surface  adjointe  de  (5)  et  par  suite  les  for- 

mules  (8)  sont  les  formules  bien  connues  relatives  aux  surfaces 
minima  associées.  En  se  reporlant  aux  formules  (6),  on  a  le  théo- 
rème suivant,  qui  complète  celui  que  nous  avons  énoncé  dans  la 
première  partie  de  cette  Note  : 

Théorème.  —  Pour  avoir  la  surface  minima  associée  à  une 

surface    (B),   V angle   constant   des   éléments   correspondants 

h 
étant  h,  il  suffit  de  faire  tourner  la  surface  de  l'angle     - 

autour  d'une  droite  fixe  Ot  zt  attachée  à  la  surface,  et  d'éta- 
blir une  correspondance  par  plans  tangents  parallèles  entre 
les  deux  positions  de  la  surface. 

Ce  théorème  a  déjà  élé  énoncé  par  M.  Darboux,  d'une  façon 
toutefois  un  peu  moins  complète,  dans  sa  Théorie  des  surfaces 
(t.  I,  p.  338).  Si  l'on  remarque  que  la  correspondance  entre  les 
surfaces  (5)  et  (6)  qui  fait  correspondre  les  éléments  égaux  est  la 

correspondance    («/|tf,  ^|^H — )   et  si  l'on  se  reporte  à  l'étude 

faite  dans  la  deuxième  partie  de  cette  Note,  on  peut  de  suite  dé- 
duire du  théorème  précédent  certaines  propriétés.  C'est  ainsi  qu'on 
voit  que,  sur  deux  surfaces  (B)  adjointes,  les  lignes  asjmptotiques 
correspondent  aux  lignes  de  courbure  (résultat  vrai,  comme  on 
sait,  pour  des  surfaces  minima  quelconques)  et  que  les  droites 
correspondent  aux  géodésiques  planes.  De  même  une  courbe 
tt  =  const.  se  correspondant  à  elle-même  sur  les  différentes  sur- 


(')  Voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  I,  p.  3a6. 
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faces  associées,  on  en  déduit  que  le  plan  tancent  le  long  d'une 
telle  courbe  fait  un  angle  constant  avec  Oi  zx. 

Les  équations  (5)  peuvent  encore  s'écrire,  en  tenant  compte  des 

a  X 

videurs  de  o  et  U,  nous  rappelant  que  ^  = /w,  posant  lang-  =  £, 

(3^  =  ul  et  prenant  enfin  y  =  i,  ce  qui  revient  à  fixer  l'unilé  de 


longueur  : 


(9) 


Vn-\  r     tt        m  sin(m  — 1)11 1 

x  =       sin(m-+-i)u -I 

•2      l_  /n  -h  1  m  —  1        J 

jm-i  r     /1  cos(/n  —  1) f-t"! 

y  — cos(m-hi)nH — 

J  1     [m  +  i  '  ^  m  —  1        J 


<s  =  —  sin  m  u. 

m  ' 


J'ai  calculé  (f)en  fonction  des  mêmes  quantités  tous  les  cosinus 
a,  a',  ....  En  particulier,  j'ai  trouvé 

c  =  sinX  cosji,         c'  =  sin  X  sin  ji,         c*=cosX. 

jj  Ces  formules  donnent  une  interprétation  très  simple  des  angles  X 

et  p..  Ce  sont  la  colatilude  et  la  longitude  de  la  représentation 
sphérique  du  point  (X,  u,). 

Les  formules  (9)  montrent  qu'à  une  homothétie  près,  les  sur- 
faces (B)  constituent  une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  seul 
paramètre  m.  Pour  avoir  toutes  les  surfaces  (B),  il  suffit  d'ailleurs 
de  faire  varier  m  de  o  à  4-  00  (en   exceptant  les  valeurs  o  et   1), 

comme  on  le  voit  en  changeant  m  en  —  m  et  t  en  -• 

Les  formules  (9)  nous  montrent  encore  que,  si  m  est  commen- 
surable,  la  surface  est  algébrique  et,  si  m  est  incommensu- 
rable, la  surface  est  transcendante. 


ÏV. 

Etude  de  la  surface  sur  ses  équations.  —  Nous  allons  enfin 
r  faire  une  élude  sommaire  de  la  surface  (9)  au  moyen  de  ses  équa- 

J:  lions.  Nous  supposerons  toujours  m  >o. 


(')  Les  équations  (9)  peuvent,  à  une  symétrie  près  par  rapporta  xOyy  se  dé- 
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On  peut  d'abord  étudier  sur  les  équations  (9)  les  symétries  de 
la  surface  et  vérifier  que  les  droites  et  les  plans  de  géodésiques 
planes  sont  des  éléments  de  symétrie,  conformément  à  la  théorie 
générale  des  surfaces  mini  ma.  Nous  laisserons  cette  élude  de  côté. 

On  peut  maintenant  former  les  équations  des  lignes  asympto- 
liques  en  fonction  du  paramètre  jjl.  On  voit  alors  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  lignes  asymptotiques  d'une 
sur/ace  (B)  soient  algébriques  est  que  la  surface  le  soit.  En 
formant  le  ds2  de  ces  lignes,  on  trouve  encore  qu  elles  ne  sont 
rectifiables  que  pour  m  =  2,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la  sur- 
face d1 Enneper. 

On  peut  faire  les  mêmes  remarques  sur  les  lignes  de  courbure. 

Courbes  u  =  consl.  —  Etudions  maintenant  les  courbes 
//  =  consl.  qui  vont  nous  donner  des  résultats  intéressants. 
D'abord,  pour  ces  courbes  on  a  X  =  const.;  donc  les  images  sphé- 
riques  sont  les  petits  cercles  perpendiculaires  à  Oz  et  le  plan 
langent  le  long  de  la  courbe  X  fait  avec  Os  un  angle  constant  et 

égal  à X. 

L'équation  de  ce  plan  tangent  est  d'ailleurs 

Xcosfji  -h  Y  sin  p.  h-  Z  colX  =  a?  cos|a  -+-y  sin  jjl  -h  z  cotX  =  r  sinmji, 


en  posant 

tm-\  I      £l 


r  = 


'im   \m-\-  1        m 


h) 


La  trace  de  ce  plan  sur  xOy  a  pour  équation  dans  ce  plan 

X  cos  \l  -+-  Y  sin  \l  =  r  sin  m  |x. 

On  reconnaît  là,  lorsque  u.  varie,  l'équation  de  la  tangente  à  une 
hypocycloïde.  Il  est  aisé  de  vérifier  que,  si  R  et  —  désignent  les 
rayons  du  cercle  base  et  du  cercle  roulette  relatifs  à  cette  hypocy- 
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du  ire  de»  formules  de  Weicrstrass,  en   prenant  3{u)  =  e   i  W"-1,  conformément 
aux  résultats  de  M.  Scbwartz. 


I 
"1 


I'-: 


i 

.  ■ 
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cloïde,  od  a 


R  =  mr        et         /i  = 


Donc  : 

Théorème.  —  Les  traces  sur*  xOy  des  plans  tangents  le  Ion, 
(Vune  courbe  u  =  const.  enveloppent  une  hypocycloïde. 

Celle  hypocycloïde  est  d'ailleurs  algébrique  ou  transcendant 
en  même  temps  que  la  surface,  d'après  la  formule  qui  donne  n  e 
fonction  de  m.  Les  hypocycloïdes  correspondant  aux  différente 
courbes  u  =  const.  sont  homothétiques  par  rapport  à  l'origine;  I 
lieu  de  leurs  rebroussements  se  compose  des  droites  de  la  surfac 
et  le  lieu  de  leurs  sommets  des  traces  sur  xOy  des  plans  de  géc 
désiques. 

Si  l'on  combine  ce  résultat  avec  le  précédent,  on  peut  énonce 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  développa  blés  circonscrites  à  la  surface  i 
long  d'une  courbe  u  =  const.  sont  des  hélicoïdes  développablt 
admettant  pour  arêtes  de  rebroussement  des  développées  d'hj 
f|  pocycloïdes. 

J'ai  trouvé  une  définition  géométrique  assez  simple,  mais  pe 
intéressante  des  projections  sur  xOy  des  courbes  u  =  const.  La 

courbes  particulières  t2  =  ± se  projettent  suivant  des  pc 

jj  daires  d'hypocycloïdes  semblables  à   celles  que   nous  venons  c 

rencontrer.  La  courbe  t'2=  i  se  projette  suivant  une  de  ces  hyp< 

mm 

cycloïdes,  car  pour  cette  courbe  on  a  1=-  et  par  suite  la  dév< 

loppable  circonscrite  est    un  cylindre  de   génératrices   parallèh 
à  Os.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 


Théokème.  —  Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  pla 
des  xy  est  une  hypocycloïde. 

Elevons  au  carré  les  deux  premiers  membres  de  (9)  etajoulon 
il  vient 

/K/n-lJ   T  tk  1  xl*  "| 

x*-h  )*= n -i — — cosa/nu  I. 
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D'où 

/w* — i  4       \m-f-i        m  — i/ 

Donc  : 

Théorème.  —  Les  courbes  u  =  consl.  sont  sur  une  famille  de 
quadriques  de  révolution  ho  mot  hé  tique  s  et  d'axe  Oz. 

Chacune  de  ces  quadriques  admet  d'ailleurs  pour  cercle  de  gorge 
le  cercle  base  relatif  à  l'hypocycloïde  correspondante. 

Pour  /2  = >   la  q  u  ad  ri  que  se  réduit  à  un  cône  de  som- 

m  —  i  n  ■ 

met  à  l'origine.  Ce  cône  esl  circonscrit  à  la  surface  le  long  de  la 

courbe  u  correspondant,  car,  dans  ce  cas,  on  a  R  =  o  et  par  suite 

l'hypocycloïde  enveloppe  des  traces  des  plans  tangents  sur  xOy 

se  réduit  à  un  point.  D'ailleurs,  on  peut  vérifier  sur  l'équation  du 

plan  tangeni    que  celui-ci   ne   passe  à   l'origine  que   pour  r  =  o 

et  mu,  =  Àric,  ce  qui  donne  la  courbe  u  précédente  et  les  droites 

de  la  surface.  On  a  donc  encore  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  cône  circonscrit  à  la  surface  et  de  sommet 
à  V origine  est  un  cône  de  révolution. 

La  courbe  de  contact  se  projette  sur  xOy  suivant  une  po- 
daire  df  hypocycloïde ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 
Ce  cône  n'est  d'ailleurs  réel  que  pour  m  <  i. 

Courbes  v  =  consl.  —  Les  images  sphériques  de  ces  courbes 
sont  les  grands  cercles  rencontrant  Os;  donc  les  courbes  v  sont 
les  courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits  parallèlement  aux 
différentes  directions  dn  plan  des  xy.  On  en  déduit  que  ce  sont 
des  hélices  tracées  sur  ces  cylindres.  La  courbe  jx  coupe  les  géné- 
ratrices du  cylindre  correspondant  sous  l'angle  /ttfx. 

J'ai  formé  les  équations  de  la  section  droite  d'un  quelconque 
de  ces  cylindres,  dans  le  plan  de  cette  section,  et  j'ai  reconnu  que 
les  différentes  courbes  obtenues  en  faisant  varier  fx  étaient  homo- 
thétiques  par  rapport  à  l'origine.  D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  cylindres  circonscrits  parallèlement  aux 
différentes  directions  de  xOy  sont  des  cylindres  qui  se  dédui- 
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sent  tous  de  l'un  d'eux  par  une  rotation  autour  de  Oz  suivi 
d'une  homothétie  par  rapport  à  O. 

On  en  conclut  aisément  que  la  surface  podaire  relative  à  O 
est  une  surface  analogue  à  une  surface  spirale  d'axe  Oz. 

Ce  n'est  pas  une  surface  spirale,  car  le  rapport  d'homothétie 
est  sin/zifjL,  et  p.  est  l'an«;le  du  plan  de  la  section  avec  zOx.  Ce- 

pendant,  si  I  on  renia rque  que  si nnt  p.  = — ; »  on  peut  dire 

que  la  surface  considérée  est  la  surface  moyenne  relativement  à 
l'origine  de  deux  surfaces  spirales  imaginaires  conjuguées.  La 
surface  est  d'ailleurs  complètement  définie  par  sa  section  par  un 
plan  passant  par  Oz  et  par  sa  section  par  xOv,  laquelle  est  la 
podaire  de  l'hypocycloïde  de  contour  apparent  de  la  surface  (B). 
J'ai  reconnu  que  les  sections  droites  des  cylindres  précédents  sont 
unicursales  et  rectifiantes  toutes  les  fois  que  m  est  commensurable, 
c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  la  surface  est  algébrique.  Pour 
m  =  2,  ce  sont  des  cubiques.  J'ai  formé  beaucoup  d'autres  équa- 
tions relatives  à  la  surface;  mais  aucune  ne  m'a  paru  devoir  donner 
des  résultats  intéressants.  Je  termine  donc  là  cette  étude  générale 
des  surfaces  (B),  me  réservant  d'étudier  à  part  dans  une  prochaine 
Note  les  surfaces  (B)  algébriques. 


RECTIFICATION  A  UNE  NOTE 
SUR  LES  SÉRIES  DE  FONCTIONS  HOLOMORPflES; 

Par  M.  D.  POMPEIU. 


Dans  ma  Noie  Sur  les  séries  de  fonctions  holomorphes  {Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques,  t.  XXX|,  p.  07),  il  s'est 
glissé  une  citation  erronée  relative  à  un  théorème  de  M.  Àrzela 
concernant  les  séries  de  fonctions  réelles  et  continues  dont  la  con- 
vergence est  quasi-uniforme.  Il  est  dit,  en  ell'et,  dans  ma  Note, 
qu'une  telle  série  est  intégrable  terme  à  terme  :  cela  n'est  pas 
exact  et  ne  se   trouve   pas  dans   le  théorème  de  M.  Arzela  (Mé- 
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moires  de  l'Académie  des  Sciences  de  V Institut  de  Bologne, 
27  mai  1900).   M.  Arzela  a  démontré  seulement   qu'une  série  de 
/onctions  intè  g  râbles,  dont   la   convergence   est,  ejn  général, 
quasi-uniforme,  représente  une  fonction  intégrable. 

Dans  ces  conditions,  l'énoncé  du  théorème  qui  fait  l'objet  de 
ma  Note  doit  être  complété  et  formulé  dans  les  termes  suivants  : 

Pour  qu'une  série  convergente  de  fonctions  d'une  variable 
complexe,  holomorphes  dans  un  domaine  D,  ait  pour  somme 
une  fonction  holopiorphe  dans  D,  il  faut  et  il  suffit  que  : 

i°  La  convergence  soit  quasi-uniforme  ; 
20  La  série  soit  intégrable  terme  à  terme. 

Un  cas  particulier  où  l'on  est  assuré  qu'une  série  de  fonctions 
holomorphes  est  intégrable  terme  à  terme  est  celui  où  le  reste 
R„(z)  satisfait  à  la  condition 

|M*;|<M 

quel  que  soit  n  et  quel  que  soit  le  point  £,  dans  D  ;  M  étant  un 
nombre  positif  fixe. 
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sujets  qui  sont  liés  logiquement  :  ainsi,  dans  les  Chapitres  qui  se 
rapportent  au  calcul  algébrique,  le  plus  grand  commun  diviseur 
et  la  décomposition  en  fractions  simples  sont  placés  après  la 
théorie  de  la  division.  Il  est  à  noter  que,  dans  celte  Partie  de 
son  Livre,  M.  Fine  a  pris  pour  définition  de  l'identité  de  deux 
expressions  algébriques  la  possibilité  de  passer  de  Tune  à  l'autre 
en  appliquant  certaines  règles  de  calcul,  bien  définies.  L'équation 
du  second  degré  n'apparaît  que  vers  la  moitié  du  livre,  après  la 
formule  du  binôme.  On  est  un  peu  étonné  de  rencontrer  un  peu 
plus  loin,  un  Chapitre  sur  les  proportions.  La  Partie  purement 
algébrique  du  livre  se  termine  par  des  notions  sur  les  détermi- 
nants, poussées  assez  loin  pour  pouvoir  expliquer  la  méthode  d'éli- 
mination de  Sylvesler.  Sept  Chapitres,  à  la  Gn,  se  rapportant  à 
l'Analyse  :  séries,  produits  infinis,  ...,  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  continues.  Dans  le  dernier  Chapitre,  on  trouvera 
établies,  par  exemple,  les  propositions  relatives  à  l'existence  d'un 
maximum  et  d'un  minimum  et  leur  application  à  la  démonstration 
du  théorème  fondamental  de  l'Algèbre,  dont  les  conséquences 
essentielles  ont  d'ailleurs  été  déduites  antérieurement. 

On  a  souvent  l'occasion  de  constater  l'habitude  que  l'auteur  a 
de  renseignement  et  des  élèves.  Il  a  pris  le  plus  grand  soin  pour 
séparer  nettement  les  choses  et  mettre  les  théorèmes  en  évidence. 
Il  se  rapproche  autant  que  possible  du  mode  d'exposition  que  l'on 
qualifie  habituellement  àîeuclidicn.  Ce  mode  d'exposition,  recom- 
mandé par  d'excellents  esprits,  a  ses  avantages  et  ses  inconvénients 
qu'il  ne  faut  point  se  dissimuler  :  c'est  un  truisme  que  de  dire 
qu'on  ne  possède  une  théorie  que  si  on  la  possède  dans  son  en- 
semble, son  unité  et  dans  ses  parties.  Si  le  maître  a  surtout  fait 
ressortir  l'unité  et  l'enchaînement  de  la  théorie,  s'il  s'est  efforcé 
surtout  de  faire  sortir  les  théorèmes  les  uns  des  autres,  le  plus 
naturellement  possible,  l'élève  aura  besoin  de  briser  cette  exposi- 
tion, d'en  détacher  les  faits  essentiels  pour  les  fixer  dans  sa  mé- 
moire et  pouvoir  les  utiliser  quand  il  en  aura  besoin.  Si  le  maître 
a  fragmenté  son  exposition  en  théorèmes  bien  séparés,  s'il  s'est 
efforcé  de  faire  valoir,  par  elle-même,  chacune  de  ces  propositions, 
l'élève  aura  besoin  de  les  réunir  pour  en  dominer  l'ensemble,  et  ce 
travail  l'aidera  assurément  à  fixer  dans  sa  mémoire  des  connais- 
sances qui,  en  restant  fragmentaires,  risquent  de  s'éparpiller.  Je 
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ne  suis  pas  certain  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  travail  de  l'écolier 
soit  moindre  que  dans  le  premier  et  mieux  adaplé  à  son  intelli- 
gence. Pour  le  faciliter,  je  ne  vois  rien  de  mieux  que  de  rappro- 
cher, comme  M.  Fine  s'y  est  efforcé,  les  sujets  qui  ont  une  con- 
nexion naturelle. 

Un  des  avantages  évidents  du  mode  d'exposition  qu'il  a  adopté 
est  de  rendre  les  recherches  plus  aisées  :  elles  sont  encore  faci- 
litées par  une  excellente  disposition  matérielle,  un  index  étendu  : 
le  lecteur  ne  peut  avoir  aucune  peine  à  retrouver  ce  qu'il  cherche. 

Enfin  les  exemples  et  les  exercices  sont  nombreux  et  choisis  avec 
soin  :  ils  ne  constituent  pas  la  moindre  part  dans  un  livre  d'en- 
seignement. J.  T. 


GOURSAT  (Ë.)-   —  A.  course   in  matiiematical   Analysis,  translatée!  by 
E.-R.    Hedrick.    Tome   F.    Dbmvativks    and    differentials.    Definith 

INTEGRALS.     EXPANSION     IN     SERIES.     APPLICATIONS     TO     GeOMETRY.     In-8°, 

vin-548  pages.  Ginn  et  C°,  Boston,  New-York,  Chicago,  London. 


Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  traduction  anglaise,  par 
M.  Hedrick,  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Goursat.  Le  Bulletin  a 
rendu  compte  de  cet  excellent  livre,  qu'on  peut  dès  à  présent 
qualifier  de  classique  :  en  France,  les  nombreux  auditeurs  de 
M.  Goursat  savaient  d'avance  que  son  livre  serait  au  moins  égal  à 
son  enseignement,  et  cette  opinion  n'était  pas  un  éloge  médiocre. 
On  peut  être  assuré  que  le  succès  ne  sera  pas  moindre  dans  les 
pays  de  langue  anglaise. 

La  traduction  a  été  entreprise  sur  les  conseils  de  M.  F.  Osgood, 
que  ses  belles  recherches  sur  la  théorie  des  fonctions  n'ont  jamais 
empêché  de  donner  aux  choses  de  l'enseignement  une  attention 
très  active  et  qui  avait  publié  dans  le  Bulletin  of  tlie  American 
mathematical  Society  (i()o3)  un  compte  rendu  critique  de  l'Ou- 
vrage de  M.  Goursat,  fort  intéressant. 

Avant  d'être  professeur  à  l'Université  de  Missouri,  M.  Hedrick, 
le  traducteur,  a  fait  un  long  séjour  en  Europe,  à  Gœttingue  et  à 
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Paris  notammeiil.  Il  est,  sans  parler  de  son  talent  mathématique, 
dans  les  meilleures  conditions  pour  traduire  un  livre  publié  dans 
un  pa^s  dont  il  connaît  bien  l'enseignement,  par  un  auteur  avec 
lequel  il  se  trouve  en  relations  personnelles,  et  qui  a  dû  s'inté- 
resser doublement  à  la  qualité  de  la  traduction.  M.  Goursat  ne 
pouvait  (railleurs  avoir  grands  changements  à  (aire.au  livre  qu'il 
vient  d'achever  :  ils  se  réduisent,  le  plus  souvent,  à  quelques  mo- 
difications dans  les  notations.  M.  Hedrick  a  ajouté  quelques  notes 
discrètes,  qu'il  a  d'ailleurs  voulu  soumettre  à  M.  Goursat. 

Ajoutons  que  l'exécution  matérielle  est  très  soignée  :  au  reste, 
l'éditeur  avait  un  modèle  devant  les  yeux.  J.   T. 


VALLÉE-POUSSIN  (Gu.  de  la).  —  Cours  d'Analysk  infinitésimal*:. 
Tome  II.  In-8",  xvi-44o  pages.  Louvain,  A.  Uvstpruyst-Dieudonné; 
Paris,  Ganthier-Villars,  190"). 


Nous  avons  eu  l'occasion  de  dire,  à  propos  du  premier  Volume 
du  Cours  clJ  Analyse  de  M.  de  la  Vallée-Poussin,  les  qualités  de 
cet  Ouvrage,  où  l'auteur,  tout  en  s'adressanl  à  un  public  de  futurs 
ingénieurs,  et  en  n'oubliant  pas  les  besoins  limités  et  spéciaux  de 
ce  public,  garde  un  extrême  souci  de  l'exactitude  et  de  la  rigueur. 
Il  va  de  soi  que  ces  qualités,  sur  lesquelles  nous  ne  reviendrons 
pas,  se  retrouvent  dans  le  second  Volume. 

L'auteur  traite  d'abord  des  intégrales  multiples.  Son  point  de 
départ,  pour  les  intégrales  doubles,  est  dans  la  règle  d'intégration 

sous  le  signe    /  ,  pour  une  intégrale  simple  où  la  fonction  à  inté- 

grer  dépend  d'un  paramètre,  qui  conduit  de  suite  à  la  notion  d'in- 
tégrale double  pour  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
axes;  on  passe  de  là  au  cas  où  le  contour  est  quelconque,  par  la 
décomposition  du  plan  en  un  réseau  de  mailles  rectangulaires.  Les 
intégrales  triples  sont  introduites  dune  façon  analogue.  Au  reste, 
après  avoir  établi  les  règles  de  calcul  et  les  formules  essentielles 
(Green,   Slokee,   etc.)  qui    résultent   de  ces  définitions,  l'auteur 
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donne  la  notion  d'intégrale  multiple  dans  toute  sa  généralité  pour 
une  fonction  bornée,  continue  ou  discontinue.  A  cette  notion  se 
rattachent  quelques  points  essentiels  de  la  théorie  des  ensembles, 
dans  un  espace  à  n  dimensions.  L'auteur  étend  ensuite  la  notion 

d'intégrale  aux  cas  où   la  fonction,  sous  les   signes     /  ,   devient 

infinie  et  où  le  champ  d'intégration  est  illimité  :  c'est  un  sujet  qui 
a  fait  pour  lui  l'objet  d'études  spéciales,  et  l'on  conçoit  qu'il  se 
soit  attaché  à  donner  des  règles  précises  concernant  la  validité,  le 
calcul,  la  transformation  de  ces  intégrales  généralisées.  C'est 
d'ailleurs  l'utilité  pratique  que  M.  de  la  Vallée-Poussin  a  eue  en 
vue,  plutôt  que  la  généralité  de  ces  règles  :  lorsque,  quelques 
pages  plus  loin,  il  en  sera  à  l'étude  des  intégrales  eulériennes,  le 
lecteur  ne  pourra  manquer  d'apprécier  la  commodité  des  résultats 
établis  dans  ce  Chapitre.  Les  propositions  relatives  aux  conditions 
pour  qu'une  intégrale  curviligne  ne  dépende  pas  de  ses  limites  ne 
sont  pas  traitées  avec  moins  de  soin. 

On  remarquera  la  démonstration  très  simple  du  théorème 
d'existence  pour  les  équations  différentielles  ordinaires  du  pre- 
mier ordre,  ingénieusement  fondée  sur  la  considération  des  fonc- 
tions qui  satisfont  à  une  telle  équation  avec  une  erreur  moindre 
qu'une  quantité  donnée.  Sans  m'arrêter  aux  types  classiques,  ni 
même  au  Chapitre  sur  les  équations  différentielles  linéaires,  je 
dois  signaler  les  quelques  pages  consacrées  à  l'équation  de-Bessel 
et  à  l'équation  (spéciale)  de  Riccati.  Il  y  a  là  un  excellent  exemple 
d'intégration  par  les  séries  :  par  un  procédé  très  simple,  l'auteur 
parvient  à  l'intégrale  sous  forme  explicite,  dans  le  cas  où  elle  peut 
s'obtenir  sous  forme  finie. 

Après  un  Chapitre  relatif  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  et  aux  différentielles  totales,  l'auteur  réunit  dans 
un  même  Chapitre  diverses  questions  spéciales.  Il  traite,  en  par- 
ticulier avec  soin  et  détail,  de  ces  iuté^rales  eulériennes  qui  ont 
été,  pour  Hermite,  un  continuel  objet  de  prédilection.  A  la  vérité, 
on  ne  forme  pas  un  bon  mathématicien  uniquement  avec  des  idées 
et  des  propositions  générales  :  il  faut  aussi  lui  donner  le  goût  des 
études  précises,  s'attaquant  à  un  objet  bien  déterminé,  et  des 
propriétés  particulières  qui  caractérisent  cet  objet.  Les  intégrales 
eulériennes  constituent  un  excellent  exemple.  Dans  ce  même  Cha- 
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pitre,  M.  de  la  Vallée-Poussin  traite  des  séries  trigonomélrique 
il  en  pousse  l'étude  jusqu'à  montrer,  d'après  M.  G.  Cantor,  l'uni 
du  développement. 

Pour  ce  qui  est  du  calcul  des  variations,  l'auteur  se  lirai 
strictement  à  rétablissement  des  conditions  nécessaires  de  max 
mum  et  de  minimum.  A  aller  plus  loin,  on   sort  assurément  di 
domaine  des  éléments. 

Les  applications  géométriques  qui  n'avaient  pas  trouvé  plac 
dans  le  premier  Volume  (points  singuliers,  contact,  enveloppes 
systèmes  de  droites,  lignes  tracées  sur  une  surface)  occupent  le 
deux  derniers  Chapitres  de  ce  Cours  d'Analyse  infinitésimale, 
qui  ne  peut  manquer  d'obtenir  le  succès  qu'il  mérite.  Espérons 
que  l'auteur  ne  tardera  pas  à  le  compléter  en  publiant  un  Volume 
sur  les  fonctions  analytiques.  J.  T. 


DOLL  (M.)  und  XESTLfê  <P.).  —  Lkiirbicii  dur  praktischkn  Geomktrir; 
zweite  Auflage.  I  vol.  in-8°,  vii-i6.|  page*.  Leipzig,  Teulmer,  1905. 


Cet  Ouvrage  est  un  manuel  destiné  surtout  aux  techniciens  et 
au  personnel  auxiliaire  employé  dans  les  opérations  de  planiinétrie 
et  les  constructions  sur  le  terrain.  On  \  a  eu  en  vue  surtout  les 
exigences  des  élèves  des  écoles  moyennes  techniques  allemandes; 
niais  il  pourra  rendre  des  services  dans  d'autres  pavs.  Il  contient 
la* description  et  l'usage  des  principaux  instruments  employés  dans 
les  opérations  de  Géométrie,  pratique  et  de  Géodésie  élémentaire, 
tels  que  le  théodolite,  les  plaiiimètres,  les  différentes  espèces  de 
niveaux,  etc.  Il  sera  consulté  avec  prolit  par  nos  professeurs  des 
écoles  d'arts  et  métiers.  J.   G. 
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RAPPORT  SUR  LE  PRIX  BOLYAI, 

Présenté  paii  M.  GUSTAVE  RADOS  a  l'Académie  hongroise  des  Sciences. 


Très  haute  Académie, 

A  l'occasion  du  centième  anniversaire  de  la  naissance  de  Jean 
Bolyai,  l'Académie,  voulant  contribuer  en  ce  qui  la  concerne  à 
perpétuer  le  souvenir  de  ce  savant  glorieux  ainsi  que  celui  du  pro- 
fond penseur  que  fut  Farkas  Bolyai,  son  père  et  son  maître,  avait 
décidé  de  fonder  un  prix  international  qui  devait  porter  le  nom  de 
Prix  Bolyai  de  V Académie  hongroise  des  Sciences.  Le  prix,  qui 
consistait  en  une  médaille  commémorative  dont  l'avers  devait  re- 
présenter la  vue  de  Budapest  et  dont  le  revers  devait  porter  la  devise 
de  l'Académie,  et  en  une  somme  de  10000  couronnes,  devait  être 
décerné  pour  la  première  fois  en  1905,  puis  de  5  en  5  ans,  à  l'au- 
teur du  meilleur  Ouvrage  de  Mathématiques  paru  au  cours  des 
5  années  précédentes,  sans  qu'il  y  eût  lieu  de  s'arrêter  à  la 
langue  dans  laquelle  il  aurait  été  écrit  ou  à  la  forme  sous  laquelle 
il  aurait  été  publié,  mais  en  prenant  en  considération  l'OEuvre 
entière  de  l'auteur. 

La  troisième  Section  de  l'Académie,  la  Section  des  Sciences, 
était  chargée  de  constituer,  dans  la  séance  du  mois  de  mars  de 
l'année  où  le  prix  devait  être  décerné,  une  Commission  composée 
de  deux  membres  internes  de  KAcadémie  et  de  deux  membres 
étrangers,  qui  aurait  pour  mission  de  désigner  l'Ouvrage  le  plus 
digne  du  prix.  Ce  Comité  devait  se  réunir  à  Budapest  dans  la  pre- 
mière quinzaine  d'octobre,  et  nommer  dans  son  sein  un  président 
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une  voie  toute  différente  de  celle  de  M.  H.  Poincaré,  sont  destinées 
aussi  à  jouer  un  rôle  de  plus  en  plus  essentiel.  » 

Budapest,  i3  octobre  1901. 

G.  Darboux,  Président; 

F.  Klein,  Rapporteur; 

Konio  Gyula; 

Rados  Gusztav. 

Conformément  à  cette  décision,  M.  Félix  Klein,  en  sa  qualité 
de  rapporteur,  avait  à  faire  connaître  et  à  analyser  les  Œuvres  de 
MM.  Henri  Poincaré  et  David  Hilbert,  en  mettant  plus  particuliè- 
rement en  évidence  l'action  qu'elles  ont  exercée  sur  le  développe- 
ment des  nouvelles  idées  et  des  nouvelles  méthodes  mathéma- 
tiques. Malheureusement,  M.  Félix  Klein,  par  suite  d'un  état  de 
santé  qui  demande  des  ménagements,  a  décidé  de  résigner  ses 
fonctions  de  rapporteur;  et  ainsi  la  Commission,  et  je  puis  ajouter 
le  public  mathématicien  tout  entier,  a  dû  renoncer  avec  le  plus  vif 
regret  au  rapport  attendu.  Entre  ses  mains  il  serait  devenu  la  con- 
tribution la  plus  précieuse  et  la  plus  significative  à  l'histoire  du 
développement  des  Mathématiques  au  cours  de  ces  dernières 
années.  Pour  y  suppléer  en  quelque  manière,  la  Commission  du 
Prix  Bolyai  m'a  fait  l'honneur  immérité  de  me  désigner  à  la  place 
de  M.  Klein.  Etant  donné  le  temps  bien  court  qui  m'était  laissé 
pour  l'étude  des  riches  matériaux  que  j'avais  à  mettre  en  œuvre, 
et  aussi  l'extrême  difficulté  de  la  tâche  qui  m'était  confiée,  je 
crains  de  m'ep  être  acquitté  d'une  manière  très  imparfaite.  Pour 
me  conformer  aux  indications  données,  j'ai  dû,  dès  le  début,  me 
borner  à  retenir,  parmi  le  grand  nombre  de  travaux  à  considérer, 
uniquement  ceux  qui  avaient  été  reconnus,  dans  les  discussions 
de  la  Commission,  comme  étant  plus  particulièrement  fondamen- 
taux. 

Henri  Poincaré  est  incontestablement  le  premier  et  le  plus  puis- 
sant chercheur  du  temps  présent  dans  le  domaine  des  Mathéma- 
tiques et  de  la  Physique  mathématique.  Son  individualité  fortement 
accusée  nous  permet  de  reconnaître  en  lui  un  savant  doué  d'intui- 
tion, qui  sait  puiser  à  la  source  intarissable  des  intuitions  géomé- 
triques et  mécaniques  les  éléments  et  le  point  de  départ  de  ses 
profondes   et   pénétrantes  recherches,    en  apportant  d'ailleurs  ia 
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rigueur  logique  la  plus  admirable  dans  la  mise  en  œuvre  de  cha- 
cune de  ses  conceptions.  A  côté  des  dons  éclatants  de  l'invention, 
il  faut  reconnaître  en  lui  une  aptitude  à  la  généralisation  la  plus 
fine  et  la  plus  féconde  des  relations  mathématiques,  qui  lui  a  sou- 
vent permis  de  reculer,  bien  au  delà  du  point  où  elles  étaient 
arrêtées  avant  lui,  les  limites  de  nos  connaissances  dans  les  diffé- 
rentes branches  des  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

C'est  ce  que  montrent  déjà  ses  premiers  travaux  sur  les  fonc- 
tions automorphes,  par  lesquels  il  a  ouvert  la  série  de  ces  brillantes 
publications  qui  doivent  être  rangées  au  nombre  des  plus  belles 
découvertes  de  tous  les  temps. 

En  cherchant  à  obtenir,  pour  les  solutions  des  équations  diffé- 
rentielles, des  développements  uniformes  et  toujours  convergents, 
il  s'adressa  en  premier  lieu  à  la  classe  la  plus  simple  de  toutes? 
celles  qui  avaient  été  étudiées  jusque-là,  aux  équations  linéaires  à 
coefficients  rationnels  ou  algébriques.  Il  fut  ainsi  conduit  à  de? 
nouvelles  transcendantes  qui  peuvent  être  regardées  comme  une 
généralisation  très  étendue  des  fonctions  elliptiques  et  de  la  fonc- 
tion modulaire,  et  qui  jouent  dans  la  solution  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  le  même  rôle  que  les  fonctions  elliptiques  ou 
abéliennes  pour  les  intégrales  des  différentielles  algébriques.  Ces 
nouvelles  fonctions  transcendantes  sont  caractérisées  par  cette  pro- 
priété qu'elles  demeurent  invariantes  quand  on  soumet  la  variable 
dont  elles  dépendent  à  toutes  les  substitutions  linéaires  faisant 
partie  d'un  même  groupe  discontinu.  Si  dans  ces  substitu- 
tions (zj  — ^ -.)  de  déterminant  ad —  bc  =  iy  tous  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  réels,  elles  laissent  fixe  Taxe  de  la  variable 
réelle.  En  composant  les  substitutions  de  ce  genre  avec  une  autre 
dont  le  déterminant  est  toujours  égal  à  i,  mais  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  complexes  quelconques,  on  obtient  des 
substitutions  résultantes  qui  laissent  i  11  variant  un  cercle  désigné 
par  M.  Poincaré  sous  le  nom  de  cercle  fondamental.  Les  groupes 
ainsi  caractérisés  sont  ceux  que  M.  Poincaré  nomme  groupes  Juch- 
siens,  tandis  qu'il  réserve  le  nom  de  groupes  kleinéens  aux  groupes 
discontinus  les  plus  généraux  formés  de  substitutions  linéaires. 
En  employant  avec  une  extrême  pénétration  des  notions  métriques 
empruntées  à  la  Géométrie  non  euclidienne,  M.  Poincaré  parvient 
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^une  manière  intuitive  à  la  détermination  et  à  la  description  de 
tous  les  groupes  ainsi  définis.  Chacun  d'eux  donne  naissance  à 
l|Ue  division  régulière  du  plan  ou  de  l'espace;  et  le  problème  de  la 
^cherche  de  tous  les  groupes  fuchsiens  et  kleinéens  se  ramène  à 
I*  détermination  de  toutes  les  divisions  régulières  du  plan  ou  de 
"espace.  Après  avoir  introduit  ce  qu'il  appelle  des  cycles,  M.  Poin- 
caré a  pu  distribuer  tous  les  domaines  fondamentaux  relatifs  aux 
groupes  fuchsiens  en  sept  familles  différentes,  et  aussi  déterminer 
e/fecii veinent,  pour  chacune  des  divisions  régulières  obtenues,  les 
tffoupes  correspondants.  Il  s'agissait  maintenant  de  donner  la  solu- 
*'on    du  problème  important,  qui  consiste  à  déterminer  toutes  les 
«oiic lions  demeurant  invariables,  quand  on  soumet  la  variable  dont 
e"Cs    dépendent  à  toutes  les  substitutions  d'un  groupe  fuchsien. 
^  est.  ce  que  M.  Poincaré  appelle  les  fonctions  fuchsiennes.  Pour 
les    trouver,  il  se  laisse  encore  guider  par  l'analogie  avec  les  fonc- 
tion s    elliptiques.  On  sait  que  les  fonctions   thêta  elliptiques  ne 
5011  *►     pas  doublement  périodiques,    mais  qu'elles  se  reproduisent 
m u  1 1. ï pliées  par  un  facteur  exponentiel,  quand  l'argument  s'aug- 
me**t.«  d'une  période;   M.  Poincaré  construit  des   séries  dont  la 
*a,*r>^c  permet  de  reconnaître  avec  évidence  l'effet  des  subslitu- 
,IOr»s   du  groupe  et  qui   se  comportent  d'une  manière  semblable 
ai*x    fonctions  thêta  elliptiques.  Elles  sont  de  la  forme 

0[s,  HU)]  =2)H  (gf^j)  (ctz  +  dt)  -t«,         m  >  1, 

011    1^  somme  est  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  et 

011   H  est  le  signe  qui  désigne  une  fonction  rationnelle,  d'ailleurs 

4U^1  conque.  Les  fonctions  analytiques  définies  par  ces  séries  sont 

c*»»es  que  M.  Poincaré  appelle  thêta  fuchsiennes.  Elles  satisfont 

*  *  équation  fonctionnelle 


\ckz^-dk/ 


(CkZ  —  dk)* 


m 


I*  substitution  (3,  — -^J  étant  une  quelconque  de   celles  du 

\      ckz  ->rdk/  ^  ^ 

poupe  fuchsien  considéré.  Comme  le  montre  M.  Poincaré  par 
00e  fine  analyse,  il  y  a  deux  espèces  différentes  de  fonctions  thêta 
fuchsiennes.  Pour  la  première  espèce,  le  cercle  fondamental  est 
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nn<*  limite  nature V.e  et  la  fonction  existe  *ea(ement  à  l'intérieur 
de  o*  cercl»».  Pour  la  sec-nde  espé.:*.  les  fonctions  onl  seulement 
des  point-  isolés  *ur  le  cercle  fond  intentai,  et  •*iî-?s-  peuvent  être 
prolonges  anaKtiquement  an  delà  de  ce  cercle.  dans  toute  retendue 
du  plan. 

En  suivant  la  même  marche  que  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  et  prenant  le  quotient  de  deu\  fondions  thêta  fucb- 
«îennes  de  même  de^ré  /w.  M.  Poincaré  obtient  des  fonctions  qui 
demeurent  inaltérées  par  toutes  les  substitutions  du  groupe  toch- 
sien  considéré.  Ce  sont  les  fonctions  fuchsïennes.  qui  y  laissent 
de   propriétés   analogues   à   celles   des   fonctions   elliptiques.   Le 
nombre  des  z«:ros  et  celui  des  infinis  situés  <i  l'intérieur  d'an  polj- 
2ane  fon da mental  sont  toujours  le*  mêmes  pour  chaque  fonction. 
Deux  fonctions  fuehsiennes  d"un  même  groupe  sont  toujours  liées 
par  une  équation  algébrique  dont  le  ^enre  coïncide  avec  ïe  uenre 
séoniétriquernenl  détint  du  groupe.  \s-  point  d'attache  ainsi  obtenu 
avec  la  théorie  des  fonctions  algébriques  n'a  pas  été  négligé  par 
M.  Poincaré.  il  lui  a  permis  de  donner  ia  démonstration  de  ce  théo- 
rème important  que  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  algé- 
brique définie  d'une  manière  quelconque  peuvent  toujours  être 
exprimées  perdes  fonctions  uniformes  d'un  paramétre.  Les  fonc- 
tion» fuchsiennes   -e   sont  aussi   ré\élëes  comme   un   instrument 
puisant  de  recherche  d*ns  la  théorie  de-  intégrales  abélienne-»  et 
le-   étude-  de   M.  Poincaré   sur   la   réduction   de  ces   intégrales  à 
d'autres  d'un   «'enre  moindre  doivent  être  rangers  au  nombre  de 
celles  qui  pénètrent  le  plu-  profondément  au  cœur  de  cette  diffi- 
cile question. 

Par  l'introduction  des  fonctions  appelées  zêta  fuchsiennes,  qui 
sont  définies  comme  quotients  dune  -érie  à  termes  rationnels  et 
dune  s^rie  h*  il  a  été  enfin  d»nné  a  M.  Poincaré  «le  démontrer  que 
les  solutions  des  équation-  différentielles  linéaires  dont  les  coeffi- 
cients sont  de-  fonction*  algébriques  de  la  variable  indépendante 
peinent  être  exprimées  a  l'aida  de  ce-  muive  les  transcendantes. 
II  à  obtenu  ce  ré-ullat  capital  en  suivant  une  marche  analogue  à 
•-elle  qui  donne  1-*  intégrales  de  différentielles  algébriques  expri- 
mées par  de-  tondions  ihétj  abstiennes. 

C'est  ainsi   que  M.  Poincaré  a  ouvert   un  champ  étendu  pour 
l'étude  de-  fonctions  automorphe-  et  de  leurs  applications,  et  qu'en 
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mettant  en  évidence  les  rapports  de  cette  théorie  avec  celle  des 
équations  différentielles  linéaires,  il  a  doté  cette  ancienne  disci- 
pline de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

Parmi  ses  travaux  ultérieurs  sur  la  théorie  des  fonctions,  il  y  a 
lieu  de  mettre  à  part  le  Mémoire  Sur  un  théorème  de  la  théorie 
générale  des  /onctions,  qui  a  été  publié  en  1 883  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France.  L'auteur  s'y  proposait 
de  ramener  d'une  manière  générale  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques à  déterminations  multiples  à  celle  des  fonctions  uniformes. 
Et,  en  fait,  il  est  parvenu  au  théorème  fondamental  suivant,  qui 
est  d'une  grande  généralité. 

Si  y  est  une  fonction  analytique  quelconque  de  x  à  déter- 
minations multiples,  on  peut  toujours  déterminer  une  variable  z 
de  telle  manière  que  x  et  y  deviennent  des  fondions  uni- 
formes de  z. 

Signalons  également  le  travail  important,  paru  dans  le  même 
Volume  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  qui  se  rapporte 
à  la  notion  de  genre  introduite  par  Laguerre  dans  la  théorie  des 
fonctions  transcendantes.  Le  résultat  le  plus  remarquable  établi 
par  M.  Poincaré  consiste  dans  la  condition 

hm  \n     y  n  !  =0 

n  —  «0 

à  laquelle  doit  satisfaire  toute  fonction  F(x)  =  S  A„.r"  de  genre  /;, 
et  en  outre  dans  le  théorème  d'après  lequel  le  maximum  du  mo- 
dule de  F{#)  reste  inférieur  à  col,x|rr ,  a  étant  un  nombre  réel  et 
positif  quelconque,  théorème  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans 
d'importantes  recherches  ultérieures. 

Il  était  de  la  plus  haute  importance  pour  la  théorie  générale  des 
fonctions  analytiques  de  déterminer  quelle  est  la  puissance  de 
l'ensemble  des  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  analytique 
à  déterminations  multiples  en  un  point  quelconque  du  domaine  où 
elle  existe. 

M.  Poincaré  a  pu  établir  que  la  détermination  complète  d'une 
fonction  analytique  peut  toujours  être  obtenue  à  l'aide  d'un 
ensemble  dénoinbrable  d'éléments  de  fonctions  et,   par  suite,  que 
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l'ensemble   des   valeurs   de  la  fonction  pour  tout  point  de   son 
domaine  est  toujours  dénombrable. 

Comme  on  sait  aujourd'hui  que  les  séries  divergentes  peuvent, 
sous  certaines  conditions,  être  très  légitimement  et  très  utilement 
employées  dans  la  recherche  mathématique,  il  convient  de  faire 
remarquer  que  M.  Poincaré  a  employé  dans  la  mesure  la  plus 
large  les  représentations  auxquelles  il  a  donné  le  nom  d'asympto- 
tiques,  aussi  bien  dans  ses  recherches  sur  les  solutions  irrégu- 
lières des  équations  différentielles  linéaires  que  dans  son  célèbre 
Mémoire  Sur  le  problème  des  trois  corps  et  les  équations  de  la 
dynamique,  et  qu'il  a  ainsi  provoqué  de  nombreuses  recherches 
sur  ce  sujet. 

11  a  transformé  la  théorie  des  nombres  complexes  en  signalant 
ses  rapports  avec  la  théorie  des  groupes  de  Lie,  éclairant  ainsi 
d'un  jour  tout  nouveau  cette  théorie  des  unités  complexes  et  lui 
permettant  d'utiliser,  pour  la  solution  de  ses  principaux  problèmes, 
les  méthodes  et  les  résultats  de  la  théorie  des  groupes. 

Signalons  encore  la  théorie  des  systèmes  linéaires  composés 
d'un  nombre  infini  d'équations  à  un  nombre  infini  d'inconnues 
dont  il  doit  être  considéré  comme  le  fondateur,  car  il  est  le  pre- 
mier qui  se  soit  occupé  des  déterminants  infinis  et  des  critères  de 
convergence  qui  s'y  rapportent. 

Je  dois  me  borner  à  signaler  rapidement  les  travaux  de  M.  Poin- 
caré qui  se  rapportent  aux  premiers  fondements  d'une  théorie  gé- 
nérale des  fonctions  analytiques  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. Il  faut  mentionner  en  premier  lieu  le  Mémoire  Sur  les 
résidus  des  intégrales  doubles.  Entre  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  et  celle  des  fonctions  de  plusieurs  variables  se  montrent  dès 
le  début  des  différences  profondes.  L'extension  des  propositions 
de  l'une  des  théories  à  l'autre  n'avait  pu  se  faire  que  dans  un  très 
petit  nombre  de  cas.  M.  Poincaré  a  montré  ce  que  deviennent  les 
théorèmes  fondamentaux  de  Cauchy,  relatifs  aux  résidus,  dans  la 
théorie  des  intégrales  multiples;  et  il  a  appliqué  les  propositions 
ainsi  généralisées  à  l'étude  des  modules  de  périodicité  des  inté- 
grales multiples  et  des  fonction  thêta  abéliennes. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  il  convient  aussi  de  mettre  à  part  les 
recherches  sur  Y  Analysis  si/us  des  variétés  à  un  nombre  quel- 
conque de  dimensions.   M.    Poincaré    est   parvenu    à  ce   résultat 
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important  qu'une  telle  variété  ne  peut  être  définie,  dans  le  sens  de 
V  Analysis  situs,  par  la  seule  connaissance  de  ses  nombres  de 
Betti  ;  en  réalité,  à  chaque  système  de  tels  nombres  correspondent 
une  induite  de  variétés  qui  ne  sont  pas  déformables  1rs  unes  dans 
les  autres.  Signalons  en  particulier  l'extension  du  théorème  d'Euler 
sur  les  polyèdres  aux  polyèdres  d'un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions et  de  la  connexion  la  plus  étendue. 

M.  Poincaré  a  été  le  premier  à  donner  la  démonstration  d'un 
théorème  énoncé  par  Weierstrass  : 

Si  une  fonction  de  deux  variables  complexes  est  partout  nié- 
romorphe,  elle  peut  toujours  être  représentée  par  le  quotient 
de  deux  fonctions  entières  des  mêmes  variables. 

Rappelons  encore  une  généralisation  remarquable  du  théorème 
d'Abel  qui  peut  être  énoncée  comme  il  suit  : 

Soient  (a?f,  yiy  zt).  .  .{xq,  yq,  3y)les  points  d'inlerseclion  d'une 
surface  algébrique  avec  une  courbe  algébrique  (C);  soient  d'ailleurs 
{xg-\-  dxj,  yi-\-  dyi,  Zi-\-  dzi)  les  coordonnées  des  points  d'inter- 
section d'une  courbe  (C)  voisine  de  (C)  avec  la  même  surface,  on 
peut  écrire  un  certain  nombre  de  relations  de  la  forme 

Xi  dx\  -4-  Xî  dxi  -+-...-+-  X^  dxq  =  o, 

où  les  X|  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y,  z. 

Signalons  encore  les  recherches  sur  l'évanouissement  des  fonc- 
tions thêta  abéliennes,  la  démonstration  pour  la  représentation 
d'une  fonction  abélienne  par  le  quotient  de  deux  fonctions  8  et 
enfin  la  généralisation  du  théorème  relatif  à  la  somme  des  résidus 
des  fonctions  elliptiques  et  son  extension  aux  Tonctions  abé- 
liennes (1902). 

La  théorie  des  équations  différentielles  les  plus  générales  a  été 
aussi  enrichie  par  les  travaux  de  M.  Poincaré.  Je  fais  allusion  ici  à 
ses  recherches  topographiques  sur  les  solutions  de  ces  équations, 
elles  peuvent  être  considérées  en  quelque  sorte  comme  une  analyse 
qualitative  des  intégrales  précédant  leur  détermination. 

Celte  longue  suite  de  recherches,  par  laquelle  M.  Poincaré  a 
en  quelque  sorte  préludé  à  ses  études  sur  le  problème  des  trois 
corps,  est  certainement  appelée,  par  la  foule  des  résultats  impor- 
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tants  qui  y  ont  été  obtenus,  à  jouer  dans  l'avenir  un  rôle  tout  à 
fait  essentiel. 

Parmi  les  travaux  que  M.  Poincaré  a  consacrés  à  la  théorie  des 
nombres,  je  signalerai  d'abord  son  Mémoire  Sur  un  mode  nou- 
veau de  représentation  géométrique  des  formes  quadratiques 
définies  ou  indéfinies ,  où  il  a  développé  une  arithmétique  des 
réseaux  à  l'aide  de  laquelle  il  a  pu  développer  géométriquement, 
sous  une  forme  neuve  et  originale,  la  théorie  que  Gauss  avait 
donnée  pour  la  composition  des  formes  quadratiques.  L'exten- 
sion des  méthodes  données  dans  ce  premier  travail  Ta  conduit  plus 
tard  à  une  intéressante  généralisation  de  l'algorithme  des  fractions 
continues.  A  signaler  aussi  sont  encore  ses  travaux  sur  les  inva- 
riants arithmétiques,  qu'il  exprime  à  l'aide  de  séries  et  d'inté- 
grales et  qu'il  a  su  appliquer  à  la  solution  des  problèmes  d'équi- 
vnlence.  Par  la  considération  de  ces  groupes  linéaires  discontinus 
de  substitutions  qui  laissent  invariable  une  forme  quadratique 
ternaire  indéfinie,  il  a  apporté  une  contribution  nouvelle  à  la  théorie 
des  fonctions  automorphes.  Chacun  de  ces  groupes  est  isomorphe 
à  un  groupe  fuehsien  spécial.  Les  fonctions  dénommées  arithmé- 
tiques fuchsiennes  relatives  à  ce  groupe  se  distinguent  en  ce 
qu'elles  possèdent  un  théorème  d'addition,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour 
les  fonctions  fuchsiennes  les  plus  générales.  Les  relations  multiples 
qui  existent  entre  les  fonctions  arithmétiques  fuchsiennes  ont  ou- 
vert à  la  théorie  des  nombres  et  à  l'Algèbre  des  perspectives  nou- 
velles sur  un  champ  encore  inexploré.  C'est  encore  à  l'Algèbre  et 
à  la  théorie  des  nombres  qu'il  faut  rattacher  les  publications  de 
M.  Poincaré  sur  l'équivalence  des  formes  de  degré  supérieur, 
travaux  qui  doivent  être  regardés  comme  le  prolongement  le  plus 
essenl  ici  des  recherches  correspondantes  d'Hermile  et  de  M.  Jordan. 

Je  passe  maintenant  aux  travaux  de  M.  Poincaré  qui  se  rap- 
portent à  des  problèmes  de  Mécanique  et  de  Physique  théorique. 
Comme  le  plus  important  dans  cette  suite,  on  doit  mettre  en  avant 
au  premier  rang  son  grand  Mémoire  couronné  Sur  te  problème 
des  trois  corps  et  les  équations  de  la  Dynamique,  qui  a  paru  en 
1890  au  Tome  XI II  des  Acta  mathematica.  Etant  données  les 
grandes  difficultés  qui  s'opposent  à  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  problème  des  trois  corps,  les  recherches  de 
M.  Poincaré  n'ont  pu   donner  que  des  résultats  négatifs.  Mais  il 
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faut  lui  reconnaître  le  grand  mérile  de  ne  pas  s'élre  borné  à  si- 
gnaler l'insuffisance  des  méthodes  mathématiques  actuelles  pour  la 
solution  de  ce  problème,  mais  de  l'avoir  encore  établie.  Il  a  pu 
donner  avec  une  entière  rigueur  la  preuve  qu'en  dehors  des  inté- 
grales connues  du  problème,  il  n'existe  aucune  autre  intégrale 
analytique  uniforme,  en  sorte  que  la  solution  du  problème  exige 
des  méthodes  toutes  différentes  de  celles  dont  nous  pouvons  dis- 
poser. Il  soumet  à  une  discussion  approfondie  ce  cas  particulier 
du  problème  dans  lequel  la  masse  de  À  est  grande,  celle  de  B 
petite  et  celle  de  C  infiniment  petite,  À  et  B  se  mouvant  sur  des 
cercles.  Il  applique  à  cette  étude  les  méthodes,  si  fécondes  aussi 
pour  la  théorie  pure,  des  invariants  intégraux,  des  équations  aux 
variations,  des  exposants  caractéristiques,  des  solutions  pério- 
diques et  asymptotiques;  et  il  réussit  à  établir  que,  dans  le  cas 
où  AC  demeure  finie,  les  masses  A,  B,  C  repassent  un  nombre  in- 
fini de  fois  aussi  près  que  l'on  veut  de  leurs  positions  primitives. 
D'ailleurs  cet  admirable  Mémoire  est  riche  en  principes  féconds 
qui  s'étendent  à  toute  la  Mécanique  céleste  et  sont  aujourd'hui 
utilisés  par  les  astronomes  praticiens. 

Il  ne  faut  pas  attacher  moins  d'importance  à  la  féconde  étude 
Sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de 
rotation.  Pour  ce  problème  classique  des  formes  d'équilibre  d'une 
niasse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  étudié  sans  cesse 
depuis  Newton,  M.  Poincaré  construit  une  théorie  entièrement 
nouvelle  et  extrêmement  originale.  En  introduisant  la  considé- 
ration de  ce  qu'il  appelle  les  formes  limites  et  les  formes  de 
bifurcation,  la  notion  des  coefficients  de  stabilité  ainsi  qu'une 
théorie  nouvelle  des  fonctions  de  Lamé,  il  parvient  à  obtenir  non 
seulement  la  démonstration  de  l'existence  des  formes  d'équilibre 
signalées  par  Malhiessen  et  W.  Thomson,  mais  encore  à  établir 
l'existence  d'une  infinité  d'autres  formes.  Signalons  particuliè- 
rement la  figure  d'équilibre  désignée  sous  le  nom  de  pyriforme 
qui  a  donné  naissance  à  des  recherches  cosmogénétiques  connues. 
En  ce  qui  concerne  la  stabilité  des  figures  d'équilibre,  la  discus- 
sion du  signe  des  coefficients  de  stabilité  a  conduit  aux  résultat* 
suivants.  Les  ellipsoïdes  de  révolution  moins  aplatis  que  l'ellip- 
soïde E  de  Jacobi  quand  celui-ci  devient  une  surface  de  révolution 
sont  des  figures  stables  d'équilibre.  Les  ellipsoïdes  à  trois  axes 
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inégaux  sont  stables  même  quand  ils  sont  allongés;  les  résultais 
subsistent  même  quand  on  admet  l'existence  d'une  viscosité.  Au 
contraire,  les  ellipsoïdes  de  révolution  dont  l'aplatissement  est 
plus  grand  que  celui  de  E  ne  sont  des  iigures  stables  d'équilibre 
que  pour  les  fluides  dépourvus  de  frottement. 

C'est  ici  qu'il  faut  signaler  le  Mémoire  Sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles  de  la   Physique  mathématique,  publié  e» 
1886.  Un  grand  nombre  des  problèmes  de  la  Physique  mathéma- 
tique conduisent  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Laplace,  ou 
à  une  équation  toute  semblable  du  second  ordre.  Malgré  la  grande 
variété  des  conditions  aux  limites  qui  interviennent  pour  chacun 
d'eux,   leur  essence  et  leur  théorie  présentent  un  certain  air  de 
famille  qui  permet  d'espérer  la  découverte  d'un  certain  nombre 
de  propositions   communes  à  tous.   Malheureusement   leur   trail 
commun  réside  dans  les  énormes  difficultés  que  l'on  rencontre  lors- 
qu'on veut  démontrer  l'existence  même  des  solutions.  Dans  son 
travail,  M.  Poincaré  entreprend  de  surmonter  ces  difficultés  pour 
toute  une  série  de  ces  problèmes.  C'est  ainsi  qu'il  parvient  à  sa 
méthode  si  originale  du  balayage.  De  la  même  manière  large, 
M.  Poincaré  a  aussi  traité  le  problème  du  refroidissement  d'un 
corps  posé  par  Fourier. 

C'est  à  cet  ordre  de  travaux  qu'il  faut  rattacher  aussi  le  Mé- 
moire de  1894  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique, 
dans  lequel  M.  Poincaré  aborde  plusieurs  des  questions  les  plus 
difficiles  et  les  plus  importantes  de  la  Physique  mathématique.  Le 
problème  des  vibrations  d'une  membrane  tendue,  la  théorie  de 
l'élasticité,  la  ihéorie  du  mouvement  de  la  chaleur  de  Fourier  et 
beaucoup  d'autres  problèmes  de  la  Physique  mathématique  se 
ramènent  à  la  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 
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dans  laquelle  Ç  désigne  une  constante  et  f  une  fonction  donnée 
des  coordonnées.  M.  Poincaré  traite  en  particulier  le  problème 
aux  limites  suivant  :  Déterminer  une  solution  de  l'équation  pré- 
cédente, continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres 
j  l'intérieur  d'un  domaine  donné  et  satisfaisant  sur  la  surface  qui 
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limite  ce  domaine  à  la  condition 

où  b  désigne  une  constante  et  —  la  dérivée  de  v  suivant  la  nor- 
male. Par  l'application  originale  de  méthodes  qui  dérivent  en  partie 
de  M.  Schwarz  et  en  partie  de  M.  Neumann,  il  obtient  la  solution 
rigoureuse  du  problème  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas.  Signa- 
lons la  série  de  propositions  qui  se  rapportent  à  des  intégrales  de 

la  forme   /|('T*)"+"(t")'+"(t")    U^  et  qui  deviennent  entre 

ses  mains  un  instrument  puissant  de  recherche. 

C'est  également  à  ce  groupe  de  travaux  qu'il  convient  de  ratta- 
cher le  Mémoire  intitulé  :  La  méthode  de  Neumann  et  le  pro- 
blème de  Dirichlet.  On  connaît  la  méthode  par  laquelle  M.  C.  Neu- 
mann a  pu  obtenir  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  d'un 
certain  domaine  quand  on  connaît  les  valeurs  de  cette  fonction 
sur  la  surface  supposée  convexe  qui  limite  ce  domaine.  M.  Poin- 
caré  a  étendu  cette  méthode  au  cas  où  la  surface  limite  a,  en 
chaque  point,  un  plan  tangent  déterminé  et  deux  rayons  principaux 
de  courbure  déterminés,  sa  forme  n'étant  assujettie  à  aucune  autre 
condition.  Nous  noterons  ici  l'importance  particulière  que  prennent 
dans  ces  recherches  les  fonctions  nommées  fondamentales,  par 
M.  Poincaré.  A  chaque  surface  limite  correspond  une  suite  infinie 
de  telles  fonctions,  qui  se  transforment  précisément  dans  les  fonc- 
tions sphériques,  quand  la  surface-limite  devient  une  sphère. 
M.  Poincaré  montre  qu'une  fonction  arbitraire  peut  se  développer 
en  une  série  de  fonctions  fondamentales,  les  coefficients  du  déve- 
loppement se  déterminant  par  des  intégrales  multiples.  Si  ces 
fonctions  sont  connues  pour  une  surface  déterminée,  on  peut 
résoudre  sans  difficulté  le  problème  de  Dirichlet,  tant  pour  l'es- 
pace intérieur  à  cette  surface  que  pour  l'espace  extérieur. 

Il  faut  encore  citer  l'imposante  série  de  Traités  dont  M.  Poin- 
caré a  enrichi  la  littérature  mathématique.  Mention  particulière 
doit  être  faite  des  Œuvres  suivantes  :  Les  méthodes  nouvelles 
de  la  Mécanique  céleste  (3  vol.);  les  Leçons  de  Mécanique  ce- 
leste  (1905),  la  Théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  hert- 
ziennes, la  Science  et  l'hypothèse  (1902,  traduit  en  allemand),  et 
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aussi  dç  ses  Cours  :  Théorie  mathématique  de  la  lumière (iSfy, 
traduit  en  allemand),  Électricité  et  Optique  (1890,  traduit  en 
allemand),  Thermodynamique  (1890),  Leçons  sur  la  théorie  de 
? 'élasticité  (1890),  Théorie  des  tourbillons  (1891),  Les  oscilla- 
tions électriques  (1895),  Capillarité  (i8g5),  Théorie  analytique 
de  la  propagation  de  la  chaleur  (1896),  Calcul  des  probabi- 
lités (1896),  Cinématique  et  mécanismes  (1899),  Théorie  du  po- 
tentiel newtonien  (1899),  Figures  d'équilibre  d'une  masse 
fluide  (1902). 

Je  n'ai  pu,  dans  les  développements  précédents,  rappeler  rapi- 
dement qu'une  faible  partie  d'une  œuvre  qui  comprend  plus  de 
3oo  publications.  Je  crois  cependant  que  ces  développements  per- 
mettent de  reconnaître  quelle  place  prépondérante  tiennent  les 
œuvres  de  M.  Poincaré  dans  la  littérature  mathématique;  les 
recherches  qu'il  a  poursuivies  ont  fait  progresser  pour  ainsi  dire 
toutes  les  branches  de  la  Science,  les  idées  et  les  méthodes  nou- 
velles qu'il  a  introduites  ont  été  à  la  fois  fécondes  et  suggestives. 
Il  s'est  montré  le  digne  émule  de  ces  illustres  mathématiciens 
français  dans  les  rangs  desquels  les  noms  de  Laplace,  Galois, 
Cauchy,  Hermite  brillent  d'un  éclat  impérissable. 

Pour  terminer,  qu'il  me  soit  permis  de  rappeler  son  dernier 
Ouvrage  (Sur  la  valeur  de  la  Science,  1905)  dans  lequel  il  a  écrit 
en  quelque  sorte  la  profession  de  foi  des  hommes  de  science. 
J'emprunterai  à  ce  livre  si  intéressant  un  passage  dans  lequel  il 
met  en  parallèle  l'intuition  et  la  logique  en  Mathématiques.  Voici 
ce  qu'il  pense  des  logiciens  :  «  En  rejetant  le  secours  de  l'imagi- 
nation, qui,  nous  l'avons  vu,  n'est  pas  toujours  infaillible,  ils 
peuvent  avancer  sans  crainte  de  se  tromper.  Heureux  donc  ceux 
qui  peuvent  se  passer  de  cet  appui!  Nous  devons  les  admirer, 
mais  combien  ils  sont  rares!    » 

Un  de  ces  esprits  rares  et  admirables  est  M.  David  Hilbert,  le 
maître  de  l'Analyse  logique  en  Mathématique.  Doué  d'une  force 
exceptionnelle  de  combinaison  logique,  il  paraît  tirer  tout  de  lui- 
même  exclusivement  par  généralisation,  distinction  et  coordination 
des  notions  mathématiques,  de  telle  sorte  qu'il  n'est  guère  possible 
de  reconnaître  dans  ses  travaux  une  influence  quelconque  de  l'ex- 
périence ou  de  l'intuition. 

Pigneur  logique  et  netteté  de  la  démonstration  sont  à  ses  yeux 
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des  postulats  adéquats  et  équivalents,  et  il  est  persuadé  que  la 
déduction  logique  bien  employée  ne  doit  jamais  avoir  la  stérilisa- 
tion pour  conséquence,  mais  plutôt  amène  nécessairement  un 
développement  toujours  fructueux  des  idées  mathématiques.  Il 
choisit  de  préférence  pour  objet  de  ses  travaux  les  problèmes  les 
plus,  difficiles,  laissés  de  côté  depuis  longtemps,  dont  il  parvient 
avec  une  admirable  pénétration  à  saisir  le  point  essentiel,  de  telle 
manière  que  ses  recherches  non  seulement  résolvent  complètement 
le  problème,  mais  encore  déterminent  un  progrès  décisif  dans 
toute  la  discipline  à  laquelle  ce  problème  se  rattachait. 

De  ce  caractère  sont  déjà  ses  premières  publications  impor- 
tantes, dans  lesquelles  il  établit  le  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  invariants.  M.  Gordati  avait  déjà  démontré  ce  théo- 
rème pour  le  cas  d'un  système  de  formes  binaires,  mais  les  mé- 
thodes qu'il  avait  employées  se  trouvaient  insuffisantes  quand  les 
formes  fondamentales  renferment  plus  de  deux  variables  et  aussi 
quand  ces  formes  renferment  plusieurs  séries  de  deux  variables  qui 
sont  assujetties  à  des  transformations  linéaires  différentes.  Pour  se 
procurer  les  moyens  nécessaires  à  la  démonstration  longtemps 
cherchée  de  cet  important  théorème,  M.  Hilbert  a  constitué  une 
théorie  tout  à  fait  nouvelle  des  systèmes  de  modules  dans  laquelle 
il  établit  des  propositions  du  plus  grand  intérêt.  Un  théorème  pro- 
fond, qui  est  d'ailleurs  devenu  classique,  lui  fournit  le  point  de 
départ.  Il  s'énonce  comme  il  suit  : 

Si  l'on  a  une  suite  illimitée  de  formes  des  n  variables  xiy 
X*,  . . .,  xnj  à  savoir  ¥{y  F2,  . . .,  il  existe  toujours  un  nombre  m 
tel  que  toute  forme  de  cette  série  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

F  =  A, Fi-f-  A.jFj-f-. . .+-  A,„F„n 

où  A,,  A 2,  ... ,  Am  sont  des  formes  appropriées  des  mêmes  va- 
riables avec  des  coefficients  qui  appartiennent  au  même  do- 
maine de  rationalité  que  ceux  des  fonctions  F. 

Il  a  donné  à  ce  théorème  un  perfectionnement  arithmétique  en 
Tétendant  au  cas  où  les  coefficients  sont  assujettis  à  la  condition 
d'être  des  nombres  entiers.  Pour  la  théorie  des  modules,  ces  théo- 
rèmes entraînent  cette  conséquence  que  parmi  les  formes  d'un 
.système  de  modules  on  peut  toujours  en  choisir  un  nombre  fini 
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de  telle  manière  que  toute  autre  forme  du  système  puisse  être 
représentée  par  une  combinaison  linéaire  des  formes  choisies  En 
langage  géométrique,  cela  veut  dire,  par  exemple,  qu'étant  donnée 
une  courbe  algébrique  dans  l'espace,  il  est  toujours  possible  de 
déterminer  un  nombre  fini  de  surfaces  passant  par  la  courbe 

Ft  =  o,        F,  =  o,        . . . ,        F,n  =  o, 

de  telle  manière  que  toute  autre  surface  contenant  la  courbe  puisse 
être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

A|F1+A,F,  +  ...+  AmFm=o, 

où  A|,  A2,  . . . ,  A„<  désignent  des  formes  quaternaires. 

Dans  le  développement  de  ces  recherches,  M.  Hilbert  s'applique 
à  l'étude  de  certains  systèmes  d'équations  linéaires,  avec  lesquelles 
il  forme  ce  qu'il  appelle  des  systèmes  dérivés  et,  par  des  considé- 
rations extrêmement  profondes,  il  parvient  au  'résultat  capital 
suivant  : 

Etant  donné  à  résoudre  le  système  des  équations 

FnXt-1-FfjXj-t-...-t-  FfmXm  =  o        (/  =  i,2,  ...,/n), 

où  Fn ,  . . . ,  Ftm  désignent  des  formes  données  de  xs ,  #2,  . . . ,  xM9. 
la  détermination  des  relations  entre  ses  différentes  solutions  con- 
duit à  un  second  système  d'équations  de  même  forme  appelé 
système  dérivé.  Ce  système  dérivé  en  fournit  lui-même  un  autre 
et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  cette  manière,  on  arrive  toujours, 
après  n  opérations  au  plus,  à  un  système  dérivé  qui  n'a  plus  aucune 
solution.  La  suite  des  systèmes  dérivés  ainsi  obtenus  fournit  les 
notions  les  plus  précises  sur  la  structure  du  système  de  modules, 
c'est-à-dire  de  l'ensemble  des  fonctions  F^  . . . ,  Fm;  et  Ton  est  en 
situation  d'indiquer  le  nombre  des  conditions  distinctes  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  coefficients  d'une  forme  de  degré  R  pour  être 
congrue  à  zéro  d'après  le  système  des  modules  (F^  F2,  . . .,  Fm). 
M.  Hilbert  détermine  ce  nombre  ^(R)  par  la  formule  remarquable 

x(R)  =  xo+xi(^)+x«(î)+---^-Xrf(2)       (<*<*)* 

ou  '/j*  T.2'  •  •  •>  7/'  désignent  certains  entiers  propres  au  système 
de  modules  (F,,  F2,  . . . ,  F,„),  où  R  doit  être  pris  supérieur  à  une 
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certaine  limite,  les  symboles  (  K  j  désignant  les  coefficients  bino- 

miaux.  M.  Hilbert  nomme  cette  fonction  entière  ^(R)  la  fonction 
caractéristique  du  système  et  il  démontre  le  théorème,  très  impor- 
tant pour  toute  cette  théorie,  que  la  somme  des  fonctions  caracté- 
ristiques de  deux  systèmes  de  modules  est  égale  à  la  somme  des 
mêmes  fonctions  caractéristiques  pour  le  plus  grand  commun 
et  le  plus  petit  des  systèmes  de  modules  contenants  (4). 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  les  nombres  X0,  . ..,  X,/ 
sont  dans  les  relations  les  plus  étroites  avec  ceux  par  lesquels 
M.  Noether  a  caractérisé  le  genre  de  la  courbe  définie  par  le  sys- 
tème des  modules. 

A  l'aide  de  ces  théorèmes  et  de  l'emploi  de  l'opérateur  Û  déjà 
indiqué  en  substance  par  M.  Gordan  et  M.  Merlens,  M.  Hilbert 
parvient  à  démontrer  sous  sa  forme  la  plus  générale  le  théorème 
fondamental  de  la  théorie  des  invariants.  Il  le  formule  comme  il 
suit  : 

Un  système  de  formes  fondamentales  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables,  qui  sont  soumises  dyune  manière  indiquée 
42  l'avance  à  des  transformations  qui  sont  les  mêmes  ou  qui 
sont  différentes,  a  toujours  un  nombre  fini  d' invariants  entiers 
et  rationnels  par  lesquels  on  peut  exprimer  tout  autre  inva- 
riant entier  et  rationnel  en  fonction  entière  et  rationnelle. 

(')  Si  (F„  F3,  ...,  FM)  et  (Hp  H2,  ...,  Hk)  désignent  deux  systèmes  de  modules 
et  si  Ton  trouve  pour  l'équation 

F^jH-...-*-  FmXm  =  H, Y, -4-... 4-  HkYfc 
te  système  complet  de  solutions 

Y,=  HU,        Ya=H3l,        ...,         Yk=  Hfcl, 

-en  définissant  les  formes  K,  par  l'égalité 

i  =  m  j=h 

1=1  >=1 

I 

on  dit  que  les  formes  Kp  ...,  Kf  forment  le  plus  petit  système  de  modules  con- 
tenants, tandis  que  l'ensemble  (  F,,  ...,Fm,  H,,  ...,11,,)  constitue,  comme  on  sait, 
Je  plus  grand  système  de  modules  commun. 
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Ce  théorème  s'applique  aux  covariants,  aux  combinants  et  aux 
contre  variants,  parce  que  ces  formations  peuvent  être  ramenées  à 
celles  des  invariants. 

Si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  syzygie  irréductible  toute  rela- 
tion entre  les  invariants  du  système  des  formes  fondamentales 
dont  le  premier  membre  ne  peut  être  obtenu  par  des  combinaisons 
linéaires  de  syzygies  d'ordre  moindre,  on  peut  énoncer  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

Un  système  fini  d'invariants  possède  un  nombre  toujours 
fini  de  syzygies  irréductibles. 

Les  systèmes  de  syzygies  irréductibles  de  différentes  espèces 
forment  une  suite  de  systèmes  d'équations  dérivés  qui  finit  au 
plus  tard  avec  le  (m -f- i)ièmc  terme,  m  désignant  le  nombre 
des  invariants  du  système  complet. 

Après  que  M.  Hilbert  a  pu  démontrer  ainsi  l'existence  d'un  sys- 
tème complet  d'invariants,  un  problème  se  posait  naturellement, 
celui  de  la  détermination  de  ce  système  complet  à  l'aide  d'un 
nombre  fini  d'opérations  dont  la  suite  serait  indiquée  dès  le  début 
du  calcul.  M.  Hilbert  a  su  donner  à  cette  partie  de  la  recherche 
une  remarquable  direction  qui  éclaire  d'une  lumière  toute  nou- 
velle la  théorie  entière  des  invariants.  Cette  théorie  peut  en  effet 
être  subordonnée  à  celle  des  corps  de  fonctions  algébriques,  de 
sorte  qu'elle  apparaît  simplement  comme  une  application  remar- 
quable de  cette  théorie.  C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  nom* 
bres,  les  propriétés  du  corps  formé  avec  les  équations  de  la  division 
du  cercle,  qui  ont  servi  à  constituer  la  théorie  générale  des  corps 
algébriques,  ne  sont  plus  aujourd'hui  qu'un  cas  particulier  et  une 
application  de  cette  dernière  théorie.  M.  Hilbert. démontre  qu'à 
chaque  système  de  formes  fondamentales  correspond  toujours  un 
corps  algébrique  dont  les  fonctions  algébriques  entières  sont  pré- 
cisément les  invariants  entiers  et  rationnels  du  système  de  formes 
considéré.  C'est  le  corps  des  invariants.  Si  l'on  emploie  mainte- 
nant le  théorème  de  Kronecker  sur  le  système  fondamental  d'un 
corps,  il  apparaît  clairement  que  la  connaissance  du  corps  des 
invariants  n'exige  plus  pour  conduire  au  système  complet  des  in  va- 
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riants  que  la  solution  de  problèmes  élémentaires  de   la  théorie 
arithmétique  des  fonctions  algébriques. 

Dans  le  développement  de  la  recherche,  M.  Hilbert  démontre 
un  théorème  qui  se  rattache  dignement  au  beau  théorème  sur  les 
systèmes  de  modules  énoncé  plus  haut  et  que  je  signalerai  particu- 
lièrement à  cause  de  sa  simplicité  et  de  ses  nombreuses  applica- 
tions. On  l'énonce  comme  il  suit  : 

Soient  m  fonctions  entières  et  rationnelles  /i,  /21  •  •  •  1  /m  des 
n  variables  xt,  . . . ,  xn  et  soient  F,  F',  F^,  . . .  des  fonctions 
quelconques  rationnelles  et  homogènes  de  #«,  #2,  • . .  ,  xn  telles 
quelles  s'évanouissent  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des 
variables  xK%  . . . ,  xn  qui  annulent  simultanément  fK ,  . . . ,  fm. 
Il  est  toujours  possible  de  déterminer  un  entier  r  de  telle  ma- 
nière que  tout  produit  de  r  ou  de  plus  de  r  fonctions  de  la  suite 
F,  F',  F*,  . . .  puisse  se  représenter  sous  la  forme 

où  at1  m . . ,  a„,  désignent  des  fondions  entières  et  rationnelles 
convenablement  choisies  de  x^  . . . ,  xn. 

Ce  théorème  que  M.  Hilbert,  dans  un  travail  ultérieur,  a  ap- 
pliqué d'une  manière  très  habile  pour  obtenir  une  démonstration 
particulièrement  simple  d'une  proposition  de  M.  Dedekind  rela- 
tive aux  nombres  hypercomplexes,  forme  le  point  central  de  toute 
la  théorie  des  invariants.  La  théorie  subséquente  repose  sur  la 
détermination  des  formes  appelées  nulles,  c'est-à-dire  de  celles 
dont  les  coefficients  ont  de  telles  valeurs  numériques  que  tous 
leurs  invariants  soient  nuls.  Chacune  de  ces  formes  peut  toujours 
être  ramenée  par  une  substitution  unimodulaire  à  un  type  cano- 
nique, et  leur  détermination  se  trouve  par  suite  ramenée  à  celle  de 
ces  types  canoniques.  La  résolution  des  équations  qui  sont  néces- 
saires pour  cet  objet  se  fait  de  la  manière  la  plus  commode  à  l'aide 
de  constructions  graphiques.  Pour  déterminer  le  système  complet 
des  invariants,  M.  Hilbert  est  enfin  conduit  aux  opérations  sui- 
vantes : 

I.   On  détermine  un  système  S,  d'invariants  par  lesquels  tous 
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les  autres  invariants  des  formes  fondamentales  s'expriment  sous 
forme  de  fonctions  algébriques  et  entières. 

II.  On  forme  un  système  S2  d'invariants  par  lequel  les  autres 
invariants  puissent  s'exprimer  rationnellement. 

III.  On  calcule  un  système  complet  de  formes  algébriques 
entières  dans  le  corps  de  fonctions  déterminé  par  les  systèmes  S, 
et  S2.  Les  fonctions  de  ce  système  S3  sont  des  invariants  et  con- 
stituent, jointes  aux  invariants  S4,  le  système  complet  cherché. 

De  ces  trois  problèmes,  le  premier  est  le  plus  difGcile;  on  le 
résout  en  cherchant  tous  les  invariants  dont  l'évanouissement 
entraîne  nécessairement  l'évanouissement  de  tous  les  autres  inva- 
riants; pour  les  obtenir,  il  suffit  de  considérer  seulement  tous  les 
invariants  dont  le  poids  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite.  M.  Hil- 
bert  montre  d'ailleurs  qu'on  pourrait  aussi  résoudre  le  problème 
sans  connaître  le  système  S2. 

Les  travaux  de  M.  Hilbert  ont  ainsi  apporté  de  la  manière  la 
plus  complète  l'élucidation  longtemps  cherchée  à  toutes  les  ques- 
tions essentielles  de  la  théorie  des  invariants,  laissées  jusque-là 
sans  solution;  de  sorte  que,  grâce  à  ces  travaux,  cette  branche 
importante  de  l'Algèbre  peut  être  considérée,  au  moins  dans  sa 
partie  théorique,  comme  complètement  achevée. 

Je  passe  maintenant  aux  recherches  arithmétiques  de  M.  Hil- 
bert. Par  la  simplicité  de  ses  fondements,  l'exactitude  de  ses  con- 
cepts, la  netteté  méthodique  de  ses  déductions,  la  Théorie  des 
Nombres  a  été  toujours  considérée  comme  un  modèle  pour  les 
autres  disciplines  mathématiques;  mais  une  grande  puissance 
d'abstraction  est  indispensable  à  celui  qui  veut  la  dominer  ou  la 
développer.  Nous  ne  devons  donc  pas  nous  étonner  qu'elle  ait 
exercé  son  attraction  sur  un  penseur  abstrait  tel  que  M.  Hilbert  et 
qu'elle  l'ait  entraîné  dans  des  recherches  approfondies.  Je  rapporte 
ici  les  propres  paroles  de  M.  Hilbert  qui  rendent  sa  pensée  de  la 
manière  la  plus  claire  : 

«  La  théorie  des  corps  numériques  est  semblable  à  un  monu- 
ment d'une  beauté  et  d'une  harmonie  admirables;  comme  une  des 
parties  les  plus  richement  ornées  de  cet  édifice  m'apparaît  la  théorie 
des  corps  abéliens  et  des  corps  relativement  abéliens  que  nous  ont 
élevée  Kummer,  par  ses  travaux  sur  les  lois  supérieures  de  récipro- 
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cité,  et  Kronecker,  par  ses  recherches  sur  la  multiplication  complexe 
des  fonctions  elliptiques.  Les  vues  profondes  que  les  travaux  de 
ces  géomètres  nous  ont  ménagées  sur  cette  théorie  nous  montrent 
en  même  temps  que,  dans  cette  partie  de  la  Science,  une  foule  de 
trésors  précieux  demeurent  cachés,  destinés  à  servir  de  riche  ré- 
compense au  chercheur  qui,  connaissant  la  valeur  de  pareils  tré- 
sors, sait  cultiver  avec  amour  l'art  de  les  acquérir  (').  » 

Nous  avons  reproduit  ici  ces  belles  paroles  parce  que  M.  Hil- 
bert  lui-même  est  celui  auquel  il  a  été  donné  de  découvrir  les  plus 
précieux  et  les  plus  cachés  de  ces  trésors.  La  première  de  ses  re- 
cherches arithmétiques,  remontant  à  1896,  a  pour  litre  :  Ein  neuer 
Beweis  des  Kronecker'  schen  Fundamentalsatzes  iïber  Abelsche 
Zahlkôrper.  Dès  i853,  Kronecker  avait  signalé  ce  théorème  fon- 
damental que  les  racines  de  toutes  les  équations  abéliennes  peuvent 
s'exprimer  par  les  racines  de  l'unité,  dans  le  domaine  des  nombres 
rationnels.  Longtemps  ce  théorème  fondamental  demeura  sans 
démonstration  ;  et  ce  ne  fut  que  3o  ans  après  que  M.  Henri  Weber 
put  en  donner,  à  l'aide  de  considérations  transcendantes,  une  dé- 
monstration extrêmement  difficile. 

En  introduisant  une  série  dénotions  nouvelles  et  en  appliquant 
un  théorème  sur  le  discriminant  fondamental  d'un  corps  algébrique 
donné  par  M.  Minkowski,  M.  Hilbert  nous  a  donné  du  théorème 
de  Kronecker  une  démonstration  très  simple,  purement  arithmé- 
tique, qui  a  le  mérite  de  mettre  en  évidence  de  quelle  manière 
on  pourra  construire  tous  les  corps  abéliens  d'un  groupe  et  d'un 
discriminant  donné. 

Je  dois  maintenant  revenir  au  travail  que  j'ai  déjà  cité  :  Die 
Théorie  der  algebraischen  Zahlkôrper.  C'est  un  rapport  sur  le 
développement  historique  de  la  théorie  des  corps  de  nombres 
algébriques.  Par  la  clarté  de  l'ordonnance,  par  la  précision  des 
développements,  il  peut  être  regardé  comme  un  modèle  d'exposi- 
tion; par  la  foule  de  notions  et  de  méthodes  nouvelles  qu'il  intro- 
duit, il  doit  être  aussi  considéré  comme  un  progrès  essentiel  apporté 
à  la  théorie  des  corps  algébriques.  Corps  relatifs,  normes  relatives, 
discriminants  relatifs,  corps  de  ramification,  toutes  ces  conceptions 
.  «  — — ■  ■■ 

(')  Die  Théorie  der  algebraischen  Zahlkôrper,  Bericht  Ton  D.  Hilbert,  1897. 
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émanent  de  M.  Hilbert  et  il  les  y  développe  d'une  manière  systé- 
matique pour  la  première  fois.  Comme  particulièrement  féconde 
se  révèle  la  théorie  qu'il  expose  des  corps  numériques  de  Kuinmer 
et  l'introduction  de  la  notion  de  norme  résidu  de  ce  corps.  A 
l'aide  de  cette  notion  il  réussit  à  représenter  la  loi  générale  de 
réciprocité  pour  les  résidus  de  puissances  par  la  formule 

n(¥)- 

où  f^-1—)  désigne  une  certaine  racine  de  l'unité  et  où  le  produit 

doit  être  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  du  corps. 

Dans  son  Mémoire  :  Ueber  die  Théorie  der  relativ-quadra- 
tisclien  Zahikôrper,  il  a  développé  la  théorie  des  résidus  quadra- 
tiques en  supposant  que  le  corps  fondamental  k  soit  imaginaire  et 
appartienne  à  un  nombre  de  classe  impair.  Comme  le  résultat  le 
plus  important  de  ces  recherches,  nous  signalerons  la  loi  de  réci- 
procité dans  k  et  ce  théorème  d'après  lequel,  dans  un  corps  rela- 
tivement quadratique,  il  y  a  des  genres  correspondant  à  la  moitié 
de  tous  les  systèmes  imaginables  de  caractères  :  théorème  qui  peut 
être  regardé  en  quelque  sorte  comme  la  généralisation  du  théo- 
rème connu  de  Gauss. 

Dans  Timportant  Mémoire  :  Ueber  die  Théorie  der  relativ- 
Abelschen  Korper,  cette  proposition  est  étendue  à  un  corps  quel- 
conque k.  C'est  dans  ce  travail  qu'apparaît  pour  la  première  fois 
la  notion  de  corps  de  classe  qui  sert  de  base  essentielle  à  la 
recherche. 

C'est  le  corps  numérique  relativement  abélien  par  rapport  à  k 
de  discriminant  relatif  égal  à  i  qui  comprend  comme  corps  par- 
tiels tous  les  corps  non  ramifiés  par  rapport  à  k.  Déjà  en  t856, 
Kronecker  avait  été  conduit  à  cette  remarque  surprenante  qu'à 
tout  corps  imaginaire  quadratique  on  peut  associer  un  corps  nu- 
mérique de  discriminant  relatif  égal  à  i,  de  telle  sorte  qu'après 
l'adjonction  de  ce  corps  tous  les  idéaux  du  corps  fondamental  de- 
viennent de  véritables  entiers  algébriques.  11  assignait  à  la  théorie 
des  nombres  comme  la  recherche  la  plus  haute  et  la  plus  désirable 
l'élude  approfondie  de  la  nature  et  des  propriétés  de  ce  corps  nu- 
incrique  qu'il  faut  associer  au  corps  fondamental.  C'est  M.  Hil- 


MELANGES.  1*5 

bert  qui  a  fourni  les  moyens  nécessaires  pour  cette  étude  et  c'est 
grâce  à  ses  travaux  approfondis  qu'il  a  été  donné  en  1904  à  M.  Ph. 
Furtwângler  de  construire  effectivement  pour  un  corps  numérique 
donné  quelconque  le  corps  de  classe  qu'il  faut  lui  associer. 

Comme  un  modèle  et  comme  une  preuve  du  grand  talent  de 
M.  Hilbert  pour  la  simplification  des  démonstrations  difficiles, 
citons  encore  le  travail  plus  ancien  de  1894  :  Ueber  die  Zerlegung 
der  Idéale  eines  Zahlen  kôrpers  in  Primideale,  dans  lequel  il 
démontre  le  théorème  connu  de  M.  Dedekind  de  la  manière  la  plus 
lumineuse  et  la  plus  suggestive,  grâce  à  l'emploi  du  corps  numé- 
rique de  Galois. 

Citons  également  sa  démonstration  pour  la  transcendance  des 
nombres  e  et  it.  Il  y  débarrasse  l'essentiel  de  la  démonstration 
d'Hermite  et  de  Lindemann  de  toute  addition  inutile  et,  au  lieu 
d'établir  par  des  calculs  difficiles  qu'une  certaine  expression  doit 
être  différente  de  zéro,  il  /onde  toute  sa  démonstration  sur  la 
preuve  qu'un  certain  nombre  entier  ne  peut  être  congru  à  zéro 
quand  on  prend  pour  module  un  nombre  premier  convenablement 
choisi  et,  par  suite,  ne  peut  être  nul. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  ces  recherches  arithmétiques,  je 
signalerai  encore  un  important  Mémoire  :  Ueber  die  Ir  redit  c- 
tibilitât  ganzer  Functionen  mit  ganzahliger  Coejfficienten. 
M.  Hilbert  y  donne  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  F(:r,  j%  ...,  (v,  /,  r,  . ..,  q)  est  irréductible 
dans  un  certain  domaine  de  rationalité  défini  par  un  nombre 
algébrique,  il  est  toujours  possible,  et  d'une  infinité  de  ma- 
nières, de  remplacer  dans  cette  fonction  t,  /•,  ...,  q  par  des 
nombres  entiers  rationne/s,  de  telle  manière  que  la  fonction 
devenue  dépendante  des  seules  variables  #,.)',  5,  . . .,  <v  demeure 
irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité  donné. 

De  là  résulte  la  démonstration  d'un  théorème  qu'auparavant  on 
s'était  borné  à  soupçonner,  à  savoir  qu'il  existe  un  nombre  illimité 
d'équations  du  nièmt  degré,  dont  le  groupe  est  le  groupe  symé- 
trique, dans  le  domaine  des  nombres  rationnels.  Un  résultat  iden- 
tique a  lieu  pour  le  groupe  alterné. 

En  passant  maintenant  aux  recherches  géométriques  de  M.  Hil- 
bert, je  dois  rendre  compte  de  son   Ouvrage  Grundlagen  der 
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Géométrie,  paru  en  1 899  et  dont  une  deuxième  édition  a  été  pubV  'm-  ^° 
en  1905.  Cet  exposé  est  une  étude  critique  sur  les  principes  d^       'a 
Géométrie  pour  laquelle  il  constitue  un  système  simple  et  comp»K  «t 
d'axiomes,  déduisant  les  théorèmes  fondamentaux  les  plus  imp^>  v~ 
tants  (le  théorème  de  Desargues  et  un  cas  particulier  du  lhéorèm*~*e 
de  Pascal),  de  telle  manière  que  la  portée  des  déductions  à  liwr*c^r 
des  seuls  axiomes  apparaît  immédiatement.  Il  distribue  les  axioncm^^5 
en  cinq  groupes  et  démontre  qu'ils  n'impliquent  pas  contradiction  m 
en  construisant  des  variétés  arithmétiques  pour  lesquelles  ils  so>»^  * 
vérifiés.  Enfin,  les  constructions  géométriques  élémentaires  s&r*   * 
étudiées  et  développées  et,  en  prenant  pour  base  un  théorème  pro  "" 
fond  d'arithmétique,  ou  donne  les  conditions  nécessaires  et  suffi — "" 
santés  pour  qu'une  construction  donnée  puisse  s'effectuer  unique-^ 
ment  parle  tracé  de  lignes  droites  et  le  transport  de  segments. 

Dans  cet  ensemble,  il  faut  encore  signaler  l'importante  discus- 
sion sur  l'emploi  des  groupes  de  transformations  pour  établir  les 
bases  de  la  Géométrie.  Cette  étude,  par  la  généralité  plus  grande 
des  suppositions,  dépasse  les  recherches  correspondantes  de  Sophus 
Lie.  Ces  travaux,  dont  la  haute  signification  a  été  appréciée  de  la 
manière  la  plus  favorable  par  M.  Poincaré,  ont  aussi  provoqué  de 
nombreuses  recherches,  confirmant  ainsi  une  opinion  émise  à 
diverses  reprises  par  M.  Hilbert,  à  savoir  que  la  puissance  logique 
de  la  recherche  porte  toujours  en  soi  le  germe  d'un  fécond  déve- 
loppement ultérieur. 

Et  maintenant  je  dirai  quelques  mots  des  recherches  de  M.  Hil- 
bert relatives  à  la  théorie  des  fonctions.  Je  dois  d'abord  signaler 
la  démonstration  admirable  qu'il  a  donnée  pour  le  principe  de 
Dirichlet.  Ce  principe  fait  reposer,  comme  on  sait,  l'existence 
d'une  solution  d'un  certain  problème  aux  limites  de  la  théorie  du 
potentiel  sur  la  considération  d'une  intégrale  dont  le  minimum 
doit  fournir  la  solution  cherchée.  Par  suite  de  sa  simplicité,  d«» 
ses  applications  multiples  et  faciles  à  la  théorie  des  intégrales 
algébriques  aussi  bien  qu'aux  problèmes  de  la  Physique  mathé- 
matique, il  s'était  révélé  comme  un  des  instruments  les  plus  effi- 
caces de  la  recherche  mathématique.  Alors  apparut  la  critique  de 
Weierslrass  qui,  par  un  exemple  très  simplement  choisi,  mit  en 
évidence  l'insuffisance  des  considérations  de  Dirichlet.  La  faculté 
de  vivre  semblait  avoir  été  ainsi  retirée  au  principe  de  Dirichlet.  Ce 
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ouverte,  il  montre  qu'elle  conduit  à  une  simplification  extraordi- 
naire du  calcul  des  variations,  en  ce  sens  que,  pour  la  démonstra- 
tion de  l'existence  d'une  solution,  on  peut  éviter  le  calcul  de  la 
variation  seconde  et  une  partie  des  considérations  difficiles  qui  se 
rapportent  à  la  première  variation. 

Il  faut  pourtant  que  je  termine  ces  aperçus  malheureusement 
trop  fugitifs.  Ils  montrent  en  M.  Hilbert  un  mathématicien  de  la 
plus  rare  qualité,  qui  réunit  en  lui  la  rigueur  et  l'étendue  de 
l'esprit,  la  force  logique  et  un  grand  talent  d'invention,  la  recherche 
paisible  et  l'enthousiasme  ardent  pour  sa  science. 
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La  premier*;  édition  de  ce  savait I  el  beau  Traité  il'  Analys<- 
a  donné  lieu  déjà  à  des  comptes  rendus  dans  ce  Bulletin 
(années  1892  el  lool,  pour  les  Tomes  I  el  11).  Je  me  bornerai  ici 
à  indiquer  les  additions  qui  onl  été  laites  dans  la  seconde  édition 
et  qui,  principalement  dans  le  Tome  II,  introduisent  des  idées  nou- 
velles et  importantes. 
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Dans  le  Chapitre  1  (Intégrales  simples  el  multiples)  deux  Se. 
ont  été  ajoutées.  La  Section  III  se  rapporte  aux  fonctions 
grables,  d'après  Kiemann;  dans  l'exposition  de  celle  théorie, 
leur  suit  le  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues  où  M. 
bout  a  repris,  en  les  développant  et  en  leur  donnant  une  préi 
plus  grande,  les  idées  de  Kiemann.  Dans  la  Section  IV  se  Irin 
la  condition  pour  qu'une  courbe  x=f(l).  iy  =  ç(/)  soit 
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signalé  par  M.  IVano  :  il  est  possible  il 
et  »{/).  continues  de  /  =  o  à  t-i,  telles  que,  si  l'on  pose  .r  = 
^  =  01/1,  il  existe  une  valeur  de  /,  cuire  les  limites  indiqi 
pour  laquelle  le  point  x,  y  coïncide  avec  un  point  arbitraire 
choisi  dans  le  carré  de  côté  un  construit  sur  o.r  el  sur  «  r 
iudique,  d'après  M.  Ililberl,  la  construclion  géométrique  1 
ligne  brisée  dont  la  limite  est  nue  courbe  qui  remplit  entière 
l'aire  d'un  carré,  suivant  le  sens  qui  vient  d'être  précise. 
A  la  suite  du  Cbapilre  VI  (Sur  l'équation  de   Laplace  1,  ; 


m 


que  le  problème  de  IJirielili't  u  i 
Bull,  'tet  Science*  mnllicm.. 


I 


■  l  ."■  I . 


1.  XXX.  (M.ii 


r>o  PREMIÈRE  PARTIE. 

cas  dune  surface  convexe,  on  donne  des  indications  bibliogra- 
phiques détaillées  sur  la  méthode  de  M.  Poincaré  dite  méthode  de 
balayage  et  sur  l'extension  de  la  méthode  de  Neumann.  Un  peu 
plus  loin  (Chap.  VU,  Attraction  et  potentiel)  on  a  ajouté  la  défi- 
nition d'une  double  couche  telle  qu'elle  se  présente  à  propos  des 
feuillets  magnétiques  :  le  potentiel  de  cette  double  couche 
s'exprime  par  une  intégrale  double,  généralisation  de  l'intégrale 
de  Gauss,  étudiée  en  détail  dans  le  Chapitre  précédent. 

Dans  le  Chapitre  VIII  (Intégration  des  séries)  se  trouve  une 
étude  sur  les  séries  uniformément  convergentes  de  fonctions 
discontinues.  La  série  de  Riemann 

(jr)        [IX)  inr) 


/!*)  = 


/i3 


où  («r)  désigne  la  différence  entre  x  et  l'entier  le  plus  voisin  et  a  la 
valeur  zéro  quand  x  est  un  multiple  impair  de  £,  définit  une 
fonction  discontinue  une  infinité  de  fois  dans  tout  intervalle  :  les 
valeurs  de   x  pour  lesquelles  la   fonction    est   discontinue    sont 

«lonnées  par  x  =  -~~-  (p  et  m  premiers  entre  eux,  p  impair). 

Celte  même  fonction  /(x)  sert  d'exemple  pour  l'intégration 
dune  série  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  et  dont  les 
termes  sont  des  fonctions  intégrables,  mais  non  continues  dans  cet 

intervalle.  L'intégration  conduit  à  une  fonction  /    f{x)dx  qui  est 

*  o 

continue  et  n7admet  pas  de  dérivée  pour  les  valeurs  x  =  -£-  déjà 

considérées,  valeurs  qui  sont  en  nombre  infini  dans  tout  intervalle. 
A  la  lin  du  Chapitre  IX  «Séries  trigonomélriques1)  ont  été  ajou- 
tées deux  démonstrations  du  théorème  de  Weierslrass  :  Toute 
fonction  continue  peut  être  représentée  par  une  série  de  poly- 
nômes. La  démonstration  de  Weierslrass  esl  présentée  sous  la 
forme  suivante  :  on  emisage  la  série  Z, 

—  —  \  <i  i  eos  ^  —  hx  si  u  -  )  — ...  —  \  a  m  cos  m  3  ■+-  bm  sin  W5)+... 

•  •ù  les-  nm.  bm  >onl  les  coefficients  de  Fourier  qui  correspondent 
a  la  fonction  y»  c%»  supposée  continue  et  périodique  avec  la  pé- 
riode i~\  on  rend  la  >rrie  -  comergente  en  multipliant  le  ternie 
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général  par  e~~w'',  t  étant  une  constante  positive  :  la  série  auxi- 
liaire Y!  ainsi  obtenue  tend  vers  /(?)  cJuancl  *  tend  vers  zéro. 
Pour  le  voir,  on  remplace  ami  bm  par  leurs  valeurs,  ce  qui  donne 
immédiatement,  pour  la  somme  de  la  série  S',  la  forme 


u=±f    u/(+)<rç 


-où 


U  =  i  -+-  2^cos/i(©  —  b)e 


1 


71  =  1 


en  transformant  U  à  l'aide  d'une  identité  connue  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  on  est  ramené  en  définitive  à  chercher  ce 
.que  devient  l'intégrale 

■7=  /      *       "     [/(+)-/(T)]^i 

quand  /  tend  vers  zéro,  et  l'on  arrive  à  cette  conclusion  :  A  partir 
d'une  valeur  suffisamment  petite  de  £,  la  série  S'  diffère  de  /(cp ) 
aussi  peu  que  Ton  veut.  Mais  la  série  2'  regardée  comme  dépeu- 
dant  de  <p  est  uniformément  convergente;  on  peut  donc  trouver 
une  suite  limitée  de  Fourier  qui  diffère  de  /(»)  de  moins  de  as, 
g  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  veut.  Ce  résultat 
•obtenu,  un  raisonnement  qui  se  retrouve  dans  la  plupart  des  dé- 
monstrations du  théorème  de  Weierstrass  conduit  à  une  série  de 
polynômes  pouvant  représenter  la  fonction  f(o). 

Celte  démonstration  ne  suppose  pas  connue  la  théorie  de  la 
série  de  Fourier.  Si  l'on  admet  les  résultats  de  cetle  théorie  telle 
qu'elle  est  présentée  dans  ce  Livre,  on  arrive  bien  plus  rapidement, 
comme  on  le  montre  ici  d'après  Volterra,  à  la  représentation 
approchée  d'une  fonction  continue  et  périodique  par  une  suite 
limitée  de  Fourier. 
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Les  séries  de  polynômes  sont  étudiées  à  un  autre  point  de  vue 
•dans- des  paragraphes  ajoutés  au  Chapitre  V  du  Tome  II  (Etude 
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des  fonctions  d'une  variable  complexe).  On  y  suit  une  analyse  d 
M.  Runge  qui  a  établi  le  premier  qu'une  fonction  d'une  variabi 
complexe  #,  holomorphe  dans  une  aire  A,  limitée  par  un  contou 
simple,  peut  être  développée  en  une  série  de  polynômes  entier 
en  x,  convergente  dans  toute  aire  A'  intérieure  à  A.  On  donn< 
ensuite  la  démonstration  de  M.  Painlevé  relative  au  cas  où  1< 
contour  C  de  l'aire  A  est  convexe  et  tel  qu'en  chaque  point  M  01 
puisse  tracer  un  cercle  tangent  en  M  à  C  et  comprenant  tout  1< 
contour  C  à  son  intérieur,  puis  on  expose  les  travaux  de  M.  Mit  ta  g 
Lefller  sur  ce  sujet.  Considérant  une  série  entière  on  définit 
Vétoile  obtenue  en  faisant  le  prolongement  analytique  de  la  série 
le  long  de  chaque  rayon  du  cercle  de  convergence.  On  a,  dans 
l'étoile,  une  fonction  /(z)  qui  est  le  prolongement  de  la  série 
entière  :  cette  fonction  peut  être  développée  en  une  série  de  po- 
lynômes uniformément  convergente  dans  toute  aire  intérieure 
à  l'étoile. 

Ce  théorème  de  Mittag-Leffler  est  démontré  en  partant,  comme 
le  fait  M.  Borel,  de  la  formule 

J   V      '  '11TZ      I  X  Z 

X 

où  l'on  désigne  par  z  un  point  intérieur  à  l'étoile  et  par  C  u 
contour  intérieur  à  l'étoile  el  voisin  de  sa  frontière.  Mais,  d'apr 
une   formule  qui  sera  établie   à    propos  des  équations  diffère 
tielles,  on  a  ici 


1  — 
x 


_DPl(£)+...+  P.(f)H....1 


V,t(u)  désignant  un  polynôme  entier  en  u.  On  en  conclut 


"">-t££Pr-(z)*- 


11 

n  =  l 


et,  comme  le  second  membre  est  une  série  dont  les  termes  se 
polynômes  entiers  en  5,  le  théorème  de  Mittag-Leffler  est 
Enfin,  on  est  conduit  à  des  séries  de  polynômes  d'une 
différente  en  s'appuyant  sur  la  représentation  conforme  (CI 
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On  sait  qu'une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  ellipse  de 
foyers  c  et  —  c  peut  se  développer  sous  la  forme 

/(*)=^«/nP//i(-), 
m  =0 

Pm(^)  désignant  le  polynôme  d'ordre  m 

Pm(z)  =  (z  +  i/^i—c» )'"-+-  (s  -  /s*  — c»)m. 

D'une  manière  générale,  pour  une  fonction  f(z),  holomorphe 
à  l'intérieur  d'un  contour  C  régulièrement  analytique,  on  peut 
avoir  des  développements  en  série  de  polynômes,  ces  polynômes 
dépendant  uniquement  du  contour  C. 

Il  est  intéressant  de  rapprocher  des  développements  précédents 
une  partie  des  additions  qui  ont  été  faites  au  Chapitre  XI 
{Théorèmes  généraux  sur  les  équations  différentielles),  principa- 
lement dans  l'exposition  de  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz. 
Pour  appliquer  cette  méthode  à  l'équation 

on  suppose  que,  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaisant  aux  iné- 
galités 

I*  —  ^o|  <a,     \y  -/o|<  b, 

la  fonction  f(xyy)  est  continue  et  de  plus  qu'il  existe  un  nombre 
positif  A*  tel  que,  ^  et  y2  désignant  deux  valeurs  quelconques  de 
l'intervalle  (y0 —  b,  y0-\-  0),  on  a 

\A*,  yt)  —.A*,  y%)\<  k  \yi—yi  I- 

Ces  conditions,  dont  la  dernière  s'appelle  condition  de  Lip- 
schitzy  étant  supposées  vérifiées,  il  existe  une  intégrale  de  l'équa- 
tion donnée  prenant  pour  x  =  x0  la  valeur  y0  et  définie  pour 
toute  valeur  de  x  de  l'intervalle  (x0  —  A,  .r0-|-A),  A  désignant 
un  nombre  (ixe  tel  que,  si  M  est  la  valeur  absolue  maxima 
de  y(x,  y)  dans  le  domaine  considéré,  on  a,  à  la  fois, 

A  g  a,        AMI  b. 
Pour  obtenir  celte   intégrale,    on   considère    dans   l'intervalle 
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(xQ —  A,  x0-+-  A)  la  suite 

que  nous  supposerons  croissante,  puis  les  équations  aux  diffé- 
rences 


et  Ton  suppose  que,  x0  et  x  restant  fixes,  le  nombre  des  termes  de 
la  suite  augmente  indéfiniment  suivant  une  loi  quelconque,  de 
façon  que  chacun  des  intervalles  partiels  tende  vers  zéro. 

Ceci  rappelé,  voici,  d'une  façon  très  abrégée,  comment  M.  Pi- 
card expose  une  propriété  importante  de  la  méthode  de  Cauchy- 
Lipschitz,  propriété  qu'il  a  indiquée  dans  une  Note  des  Comptes 

rendus  (  5  j  u  i  n  1 899  ) . 

dr 
Soit  Y  une  intégrale  de  l'équation  ~-  =y(#,y)  prenant  pour 

x  =  x0  la  valeur  y0\  on  suppose  que,  x  croissant  à  partir  de  x0. 
Y  soit  continue  tant  que  x  ne  dépasse  pas  x0-+- h  et  que,  pour 
chacune  des  valeurs  x,  Y,  la  fonction  f  ne  cesse,  dans  un  petit 
domaine  autour  de  x,  Y,  de  remplir  les  conditions  de  Lipschitz. 
Dans  ces  hypothèses,  x  désignant  une  valeur  comprise  entre  xt> 
et  x0-{-  k'  (/*' <  /<),  la  méthode  de  Cauchy  est  valable  pour  tout 
l'intervalle  (j"0,  x).  Si  cet  intervalle  a  été  partagé  en  n  partie» 
égales,  les  équations  aux  différences  conduisent  à  une  expres- 
sion l}fi(x)  qui  converge  uniformément  vers  Y  dans  l'intervalle 
(jr0,  x{}-\-  /*'),  quand  n  augmente  indéfiniment.  L'intégrale  peut 
alors  être  considérée  comme  la  somme  d'une  série  uniformément 
convergente  dans  l'intervalle  (^*oj  #*o-f-  h')t  Ie  terme  général  de  la 
série  étant  \\t(x) —  !*//_«(.£). 

Tous   ces   résultats   s'étendent  à  un    système    d'équations.    On 
considère,  en  particulier,  le  système 

</./7       Y  v  • 

-    .    '    —  A/ (  jT\  ,   ^*j  t   ....   «3" »,  )  (^  l  - —  I  .?.....,   p  ). 

lit 

(^uand   les  X  sont  des  polynômes  entiers,   les   >éries  analogues- 
à  celle   qui   vient  d'être  définie   sont  convergentes  tant  que  les 
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intégrales  x  correspondant  aux  valeurs  initiales  x\,  x\,  . ..,  x°  sont 
des  fonctions  continues  de  t.  Il  est,  en  général,  difficile  de  recon- 
naître si  celte  condition  est  réalisée.  Mais  les  propositions  précé- 
dentes trouvent  leur  application  dans  les  cas  où  Ton  peut  prévoir 
que  les  conditions  de  continuité  sont  réalisées.  Des  exemples 
intéressants  sont  fournis  par  les  équations  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  puis  par  des  équations  de 
M.  Volterra  admettant  comme  intégrale  première 

x\  ■+■  x\  ■+■  •  •  •  "+"  xp  =  const., 

enfin,  par  les  équations  différentielles  du  problème  de  p  points  se 
repoussant  en  raison  inverse  de  la  [xlème  puissance  de  la  dis* 
tance  ("•>  i). 

La  méthode  de  Cauchy-Lipschilz  peut  s'étendre  aux  équations 
analytiques  et  aux  fonctions  de  variables  complexes.  Dans  le  cas 
particulier  où  les  équations  sont 

dx  ' 

-~  =  X/(JT,,  Xt,    ...,  Xp)  (t  =  I,   -2,    ..  .,/>) 

et  où  les  X  sont  des  polynômes  entiers,  en  joignant  le  poinl  t0  au 
point  t  et  partageant  l'intervalle  t0t  en  n  parties  égales  on  arri- 
vera à  représenter  les  intervalles  par  des  séries  dont  les  termes 
sont  des  polynômes  entiers  en  t  :  ces  séries  sont  convergentes  dans 
le  domaine  que  M.  Mittag-Lefiler  appelle  une  étoile.  On  pourra 
souvent  de  celle  manière  obtenir  des  développemenls  de  fonctions 

en    séries   de  polynômes.    Par   exemple,    la    fonction    y  =  

dv 
satisfait  à  l'équation  différentielle  -j-  =y-\  l'étoile  relative  à  cette 

fonction  est  le  plan  de  la  variable  x  affecté  d'une  coupure  (i ,  -|-oc> 
sur  l'axe  des  quantités  réelles.  La  série  correspondante  de  poly- 
nômes se  déduit  immédiatement  du  résultat  donné  sous  la  forme 
suivante  par  M.  Goursat  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
■  9o3)  :  soit 

V/,(x)  =  Q1Q,...Q/„ 

(x  \                                                                 i 
-  \  converge  uniformément  vers  dans  une  aire  limitée 
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par  un  contour  fermé  qui  n'a  aucun  point  commun  avec  la  c***1 
pure  ii,  —  x). 

M.  Picard  a  encore  simplifié  l'exposition  de  sa  méthode  *3>4 
approximations  successives;  il  donne  la  démonstration  de  M.  L»  •  f 
delof,  établissant  que  l'on  peut  avoir,  dans  certains  cas.  un  clia 
plus  «'tendu  comme  domaine  assuré  pour  l'intégrale,  et  signale 
cas  où  l'emploi  de  la  méthode  est  particulièrement  simple. 

Dans   le    Chapitre    I   <  Équation  de  La  place  dans    le   plant 
exemple  de  Weierslrass  est  expliqué  pour  montrer  la  nécessité 
compléter  le  raisonnement  par  lequel  Kiemann  établit  l'existen 
d'une  fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  données  sur 
contour. 

Au  commencement  du  Chapitre  Y  ■  Elude  directe  des  fonctio 
dune  variable  complexe  ».  on  insi>te  sur  les  hypothèses  nécessaire 
pour  établir  les  théorèmes  fondamentaux  et  l'on  reproduit  la  dé- 
monstralion    du    théorème    de    Candi  v    qui    a    été    donnée    pa 
M.  Goursat. 

Dans  le  Chapitre  YII  *  Nombre  des  racines  communes  à  plusieurs^* 
équations)  on  trouve  des  intégrales  de  Kronecker.  plus  générales 
que  celles  qui  avaient  été  données  dans  la  première  édition  et  l'on 
explique  en  détail  comment  elles  se  sont  présentées.  \  oiei  une 
indication  sur  le  résultat  principal  :  Kronecker  a  considéré  l'in- 
tégrale 


\l;-/  .'-..»•  S.JS-IT.--5  ;■..•■■  H*-!;-/.-*..!-.  -•]* 

étendue  au  \olume  limité  par  une  surface  S.  D  représentant  le 
jacobien  de  /",  3,  ô .  i  )naiid  on  fait  le  changement  de  \ariables 

n  z=z  f.jr,  v.  z  -,  b  —  ~   jr.  v.  z  .  e  =  i .  .r.  r.  -  •. 

l'intégrale  W  de\icnl.  au  siyne  près,  le  potentiel  d'une  mas>e  atti- 
rante île  densité  z  sur  un  point  ;.  t.  Zi  en  xii\ant  I  etïel  de  ce  chan- 
gement de  \ariahle>  sur  les  calculs  qui  conduisent  à  I  équation  de 
Poisson.  AY  = —  -Jtts,  on  est  conduit  à  calculer  l'expression 

les  points  Ti*Yt*  zt  étant  les  points  situés  à  l'intérieur  de  S  qui 
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touche  si  large  et  une  maîtrise  si  consommée.  Le  complément 
ajouta  est  un  aperçu  sur  la  théorie  de  Weierstrass.  On  explique 
comment  Weierstrass,  se  plaçant  à  un  point  de  vue  purement 
algébrique,  établit  qu'il  y  a  un  certain  minimum  au-dessous 
duquel  ne  peut  descendre  le  nombre  de  pôles  simples,  supposé 
arbitrairement  choisi,  d'une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y% 
y  étant  une  fonction  de  x  définie  par  l'équation  algébrique 
f(&*  y)  =  o.  Ce  nombre  diminué  d'une  unité,  que  Weierstrass 
appelle  rang  de  la  courbe  f(x,  y)  =  o  et  qu'il  désigne  par  la 
lettre  p,  n'est  autre  que  le  nombre  p  de  Riemann;  c'est  le  genre 
de  la   courbe. 

U ïi  élément  essentiel  de  la  théorie  de  Weierstrass  est  une  fonc- 
tiorc  rationnelle  de  x,  y,  x1 \  y*  qu'il  appelle  H{x,y;  xr,y')  : 
considérée  comme  fonction  de  (x,y),  elle  devient  infinie  du  pre- 
mier   ordre  aux  p  -h  i  points 

s*n**ule  au  point  (a0,  60)>  et  a  pour  résidu  —  i  au  point  (x',yf). 
E»U^  est  complètement  déterminée  par  les  conditions  énoncées  et 
^A  ^lerstrass  l'obtient  par  un  calcul  régulier,  établi  directement. 

D^**s  le  voisinage  du  pôle  simple  («a,  bp)  on  a  pour  cette  fonction 

o**  développement  de  la  forme 

x  —  aa      ** 
v  =  o 

Les  2p  intégrales 

J*U(x,y)adx,       fwi)(T,y)*dx         (*=!,* ?> 

forment  un  système  de  20  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce. 
M.  Picard  conclut  ici  :  «  On  se  trouve  ainsi  transporté,  par  une  voie 
tout  élémentaire,  au  cœur  de  la  théorie  des  intégrales  abéliennes.  » 

Le  dernier  Chapitre,  ajouté  tout  entier,  a  pour  litre  :  Quelques 
généralités  sur  les  courbes  gauches  algébriques. 

Soit  donnée  une  courbe  algébrique  /(£,  Tà)  =  o  de  genre  p; 
si  l'on  prend  trois  fonctions  x,y,  z  uniformes  sur  la  surface  cor- 
respondante de  Riemann,  et  ayant  seulement  des  pu  les  on  définit 
00e  courbe  algébrique  dans  l'espace.  Supposons  que  les  trois  fonc- 
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lions  a\  w  z  aient  m  pôles  simples  communs:  la  courbe  sera,  en 
général,  une  courbe  gauche  Je  degré  m. 

Le  cas  simple  est  celui  où  -x  — /»  2  5.  Dans  ce  cas.  le  nombre  h 
•  îes  points  «Ion blés  apparents,  nombre  égal  au  nombre  des  points 
doubles  de  /"=  •.«.  satisfait  à  l'inégalité 


JL.   —     »  -1    > 

À I  - 


Pour  chjKj::ç  de^ré  u  et  iiv-.zr  chique  nombre  A  on  a  une  famille 

d  e  c  o  -î  i  ï  -:  s  :  :  e  :  :  :ix  '.  :  e  i  -  *  c  ■  •  -.ï  *  :  a  n  ?.  e  s  .to  n  t  dé  p  eaden  t  !  es  co  u  rbes 
de  c-:*îe  t'i  ■*•  .  e>ï  i:1  ;  i  - 1:  :>ci".  i^1  h.  il  rst  ^jil  j  i  x.  Si  A  satis- 
x  i  •  :  ji  "*■••-;  ^-i  !  ■  :  -.-  ;  rec  -.  .:  -  *.e .  :  ■:■  '.:  :e  v-.  :j  rb<  iv  *  ne  de  de^ré  vt  a  vant 
.:    :1  T-i   ç>î     *    tersr -f •::■•-    -I  u^t*    cvMrL-e    gauche    de 


r      -  • -«  ■ 


v '.■  f\ .  ■  :  .     .    >'..■  r--   -■:<-■•_:•".  c  i"»ic-î  ■:o-*rfc«î  jrauche  par 
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BROGGI  (II.)-  —  Matematica  attlariale.  i  vol.  in- 12,  xv-3:j6  pages  de 
la  collection  des  Manuels  Hoepli.  Milan,  Ulrico  Hoepli,  1906. 


Qu'il  y  ait  assez  de  mathématiciens  au  monde  pour  qu'un  édi- 
teur ait  la  pensée  de  leur  préparer  des  manuels  analogues  à  ceux 
des  élèves  de  nos  lycées  et  que  ces  manuels  trouvent  un  public 
pour  les  accueillir  favorablement,  c'est  là  à  coup  sûr  un  signe  des 
temps.  Celui  de  ces  manuels  que  nous  avons  sous  les  yeux  et  qui 
vient  seulement  de  paraître  expose  les  principes  fondamentaux  du 
Calcul  des  probabilités  et  surtout  les  applications  de  ce  calcul  à  la 
théorie  des  tables  de  mortalité  et  aux  questions  mathématiques  qui 
intéressent  les  assurances  sur  la  vie. 

Les  problèmes  politiques  qui  sont  aujourd'hui  posés  dans  tous 
les  pays,  le  désir  très  légitime  qui  se  manifeste  partout  d'assurer 
au  travailleur  une  retraite  et  le  pain  de  ses  derniers  jours  ont  beau- 
coup accru  comme  on  sait  l'importance  et  l'intérêt  des  études  de 
ce  genre.  L'auteur  s'est  attaché  à  les  faire  connaître  le  mieux  et  le 
plus  simplement  possible.  Son  manuel  esl  divisé  en  quatre  Cha- 
pitres. 

Le  premier,  qui  a  pour  titre  :  I  fonda  menti  matematici  e  sta- 
tistici,  traite  rapidement  des  valeurs  probables,  du  théorème  de 
Bernoulli,  de  la  loi  des  grands  nombres,  de  la  méthode  des 
moindres  carrés,  etc.  U  se  termine  par  une  théorie  assez  déve- 
loppée de  la  mortalité  et  par  la  démonstration  de  quelques  for- 
mules de  mathématiques  financières. 

Le  Chapitre  II  est  intitulé  :  /  problemi  fondamentali  délia 
matematica  délie  assicurizioni salla  vita.  L'auteur  v  étudie  suc- 
cinctement  les  principales  formes  d'assurances  sur  la  vie,  les  rentes 
réversibles,  à  capital  réservé,  etc. 

Le  Chapitre  III  a  pour  titre  :  La  tecnica  délie  assicurazioni 
sulla  vita.  Il  traite  des  primes  des  réserves  et  des  profits. 

Le  Chapitre  IV  qui  termine  l'Ouvrage  est  intitulé  :  La  teoria 
dei  rischio. 
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On  voit  par  ce  rapide  exposé  que  l'Ouvrage  sera  consulté  avec 
profit  par  les  actuaires  et  les  techniciens  des  compagnies  d'assu- 
rances. G.  J. 


ABRAHAM  (  H.  »  ei  LANGEV1N  (  P.).  —  Les  quantités  élémentaires  d'élec- 
tricité :  ions,  électrons,  corpuscules.  Premier  et  second  fascicules. 
'i  vol.  in-8°,  xvi-1139  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1905.  . 


Bien  que  cette  publication  ne  touche  pas  directement  à  l'objet 
propre  de  notre  Recueil,  nous  sommes  convaincus  que  nos  lecteurs 
nous  sauront  gré  d'appeler  sur  elle  leur  attention.  Comme  le  disent 
très  justement  les  auteurs,  la  notion  de  structure  discontinue  des 
charges  électriques  domine  et  pénètre  la  plupart  des  découvertes 
récentes  en  Physique;  celte  forme  nouvelle  et,  il  faulajouter,'terri«* 
hlement  complexe  des  conceptions  atomistiques  sert  maintenant' 
de  guide  à  un  grand  nombre  d'expérimentateurs.   ■  •'  " •'•*.  -*' 

11  y  a  quelques  années,  nous  avions  affaire  à  un  de  nos  confrères 
qui  se  faisait  fort  de  nous  démontrer  par  des  arguments  mathé- 
matiques et  irréfragables  l'existence  de  l'éther.  Certains  seraient 
aujourd'hui  aussi  étonnés  si  l'on  contestait  en  leur  présence  l'exis- 
tence des  ions  et  des  électrons.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain* 
que  la  théorie  nouvelle  s'est  montrée  féconde.  C'est  là  le  point 
essentiel;  et  la  Société  française  de  Physique,  en  prenant  sous  son 
patronage  la  nouvelle  publication,  en  en  confiant  la  direction  à 
deux  jeunes  physiciens  d'un  mérite  éprouvé,  a  rendu  un  service 
qui  mérite  délie  signalé  et  célébré.  On  trouvera  dans 'les  deux 
Volumes  c] uc  nous  avons  sous  les  yeux  les  principaux  travaux  dans 
lesquels  s'est  constituée  la  nouvelle  théorie.  Pour  le  mettre  en 
évidence,  il  nous  suffira  d'emprunter  à  la  table  des  matières 
quelques  noms,  ceux  de  MM.  Becquerel,  Crookes,  Curie,  Des- 
landres,  Arrhénius,  Giesel,  Hertz,  Larmor,  Lôrehz,  Poincaré, 
llighi,  Kuilicrford,  Perrin,  Sngnac,  Stark,  Simon,  J.-J:  Thomson, 
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Townsend,  elc.  Et  nous  en  oublions  beaucoup,  et  non  des  moindres. 
L'impression,  nous  n'avons  pas  besoin  de  le  dire,  est  digne  de  la 
maison  Gauthier- Villars.  D.  J. 


OHWOLSON  (O.-D.),  Professeur  ordinaire  à  l'Université  impériale  de 
Saint-Pétersbourg.  —  Trmté  de  Physique,  Ouvrage  traduit  sur  les  édi- 
tions russe  et  allemande,  par£\  Davaur,  ingénieur  de  la  Marine.  Édition 
revue  et  considérablement  augmentée  par  l'auteur,  suivie  de  Notes  sur 
la  Physique  théorique,  par  E.  et  F.  Cosserat.  Tome  I,  premier  fasci- 
cule, xm-407  pages,  16  fr.  Tome  If,  premier  fascicule,  vn-202  pages,  6  fr. 
Paris,  Hcrmann,  1906. 


C'est  toujours  avec  faveur  qu'est  accueillie  une  bonne  traduc- 
tion. Ceux,  d'abord,  qui  n'ont  pas  une  connaissance  suffisante  des 
langues  étrangères  et  qui  soupçonnent,  non  sans  quelque  appa- 
rence de  raison,  d'ailleurs,  que  les  auteurs  d'un  même  pays  ne 
soient  un  peu  enclins  à  envisager  les  questions  sous  le  même 
point  de  vue,  et  plus  ou  moins  portés  à  ne  refléter,  dans  leurs 
écrits,  que  les  idées  les  uns  des  autres  ou  de  quelque  maître  com- 
mun, ont  le  désir  bien  naturel  de  se  donner  de  l'air,  et,  ne  pou- 
vant aller  aux  livres  étrangers,  se  réjouissent,  du  moins,  que 
ceux-ci  viennent  les  trouver  chez  eux.  Mais,  en  outre,  et  la  raison 
n'est  pas  moins  bonne,  il  faut  observer  que  les  Ouvrages  qui  ont 
Jes  honneurs  de  la  traduction  sont,  naturellement,  les  meilleurs, 
à  quelque  point  de  vue,  de  ceux  qui  paraissent  à  l'étranger;  qu'ils 
.ont  dû  faire  leurs  preuves  avant  que  l'attention,  fort  éveillée  et 
fort  entendue,  des  éditeurs  se  soit  lixée  sur  eux;  et  que,  ainsi, 
chacun  peut  être  d'avance  assuré  que  leur  lecture  est  «  comme  une 
conversation  avec  les  plus  honnêtes  gens  des  pays  étrangers,  qui 
je  a  ont  été  les  auteurs,  et  même  une  conversation  étudiée  en  la- 
quelle ils  ne  nous  découvrent  que  les  meilleures  de  leurs  pen- 
sées »,  et  de  celles  de  leurs  compatriotes. 

Le  Traité  de  Physique  de  M.  Chw oison  a  commencé  à  pa- 
raître, en  russe,  en  1897c  ^ks  l'ann<$e  i9°°>  le  premier  Volume  a 
<Mi  une  seconde  édition;  une  traduction  allemande  est  en  cours  de 
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publication  depuis  1902;  et  maintenant,  la  librairie  Hermann 
nous  en  oirre  une  autre,  en  langue  française,  faite  sur  les  éditions 
russe  et  allemande  par  un  de  nos  distingués  ingénieurs  de  la  Ma- 
rine, M.  E.  Davaux.  L'Ouvrage  complet  comprendra  quatre  Vo- 
lumes, le  premier  fascicule  de  chacun  des  deux  premiers  Volumes, 
soit  déjà  plus  de  Goo  pages,  a  paru,  et  Ton  peut,  dès  maintenant, 
se  rendre  compte  de  la  haute  valeur  de  l'œuvre  et  de  l'intérêt  qu'il 
y  avait  à  la  mieux  faire  connaître  en  France. 

Le  premier  fascicule  du  premier  Volume  renferme  les  trois  pre- 
mières Parties  de  l'Ouvrage  :  V Introduction  générale,  la  Méca- 
nique (ij  Cliap.)  et  les  Méthodes  et  instruments  de  mesure 
(9  Chap.);  et,  de  plus,  deux  Notes  :  Tune  de  MM.  E.  et  F.  Cos- 
seral,  Sur  la  dynamique  du  point  et  du  corps  invariable,  est 
placée  à  la  (in  de  la  Partie  consacrée  à  la  Mécanique;  l'autre,  de 
M.  E.  Davaux,  Sur  la  théorie  des  intégrateurs,  fait  suite  à  la 
troisième  Partie. 

On  ne  saurait  trop  louer  la  clarté  de  l'exposition,  la  belle  or- 
donnance  des   matières,    l'abondance   des   développements,  que 
quelques-uns   trouveront  peut-être  excessive,    mais  que  le   plus» 
^rand  nombre  estimera,   au    contraire,   nécessaire  et  reposante  9 
l'extrême  souci  du  détail,   la  richesse  des  indications  bibliogr» — 
phiques,  mises  sous  forme  de  tables  à  la   fin  de  chaque  Partie  - 
Mais  ce  qui  donne  à  l'Ouvrage  son  trait  le  plus  original,  c'est     B-^ 
caractère  philosophique,  et  qui   frappe  tout  d'abord,  dont  il   «^* 
profondément  empreint  :  on  sent  immédiatement  l'effort   vigjo*-*- 
reux,  et  couronné  de  succès,  fait  pour  débarrasser  enfin  l'en »^m  — 
guement  de  la  Physique  des  lisières  où  l'ont  entravé  si  longtet**  F*s 
ces  deux  bonnes  mères,  douces  et  vieillottes,  qui  ont  noms  T*"^- 
dition  et  Koutine,  pour  engager  résolument  et  allègrement  l'é*-***-" 
diant  dans  les  voies  nouvelles  si  pleines  de  promesses  d'avenir         _ 
de  succès,  pour  le  mettre  en  garde  contre  le  mirage  des  mots,  cjul 
ne  sont  point  les  choses,  contre  les  spéculations  dangereuses*    *^s 
idées  funestes,  telles  VActio  in  distans,  qui  ont  régné  si  longleÉ^P 
en  Physique,  qui  en  ont  retardé  le  développement  et  qui,  sÏÉf11 
trop  évident  de  la  faiblesse  de  l'esprit  humain,  semblent  toujo**1" 
se  survivre  ou  sur  le  point  de  renaître. 

C'est  ainsi  que  Ton  trouvera,  dans  la  partie  consacrée  à  la  M  «S*3* 
nique,   un   beau   Chapitre  sur  la   propagation  des  vibration»      P* 


.V. 


117  J" 


v  v-: 


COMPTKS  KBNDUS  ET  ANALYSES.  i.f> 

%ayonnement,  étude  purement  abstraite  des  phénomènes  d'inter- 
«érence,  diffraction,  réflexion,  réfraction,  etc.,  à  laquelle  il  suffira, 
plus  tard,  de  se  reporter,  pour  donner  l'idée  la  plus  nette  de  l'nnilé 
de  tous  les  phénomènes  vibratoires,  sonores  ou  calorifiques,  lumi- 
neux ou  électriques,  considérés  dans  les  diverses  branches  de  lu 
Physique. 

La  savante  Noie  Sur  la  dynamique  du  point  et  du  corps  in- 
variable, ajoutée  par  MM.  E.  et  F.  Cosseral  à  cetle  Partie,  et  dont 
on  regrettera  l'extrême  concision,   mériterait,   à  elle   seule,    une 
analyse  approfondie.   Elle  accuse  encore  plus  fortement,  s'il  est 
possible,    les    tendances    modernes    de   l'Ouvrage  :  ce  n'est  rien 
moins,  en  effet,  qu'une  tentative  remarquable  pour  lever  les  diffi- 
cultés, signalées  de  toutes  parts,  auxquelles  donne  lieu,  aujour- 
d'hui, l'application,  aux  phénomènes  naturels,  des  principes  de  la 
Mécanique    rationnelle.    Les   auteurs,    suivant   en   cela   les  idées 
émises  par  M.  Poîncaré  dans  sa  conférence  de  Saint-Louis,  ont 
voulu  parvenir  au  but  sans  abandonner  aucune  des  acquisitions 
mcicnnes  de  la  Mécanique,  mais,  simplement,  en  élaborant  une 
héorie    plus   compréhensive.    Il    est   impossible    de    donner,   en 
uelques   lignes,  une  idée  juste  de   tout  ce  que  renferment  ces 
uarante  pages.  Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  définir  Vac- 
on   d'un  point  en  mouvement  comme  une  fonction  de  la  position 
de    la  vitesse  du  point  invariante  pour  toute  transformation 
'finitésimale  du  groupe  des  déplacements  euclidiens;  des  termes 
léixies  qui  figurent  dans  la  variation  de  cette  action  se  déduisent 
Lors  les  notions  de  quantité  de  mouvement,  de  force  extérieure, 
e  travail,  iï  impulsion  et  ft énergie  cinétique.  Dès  lors,  la  masse 
maupertuisienne)  ou  le  coefficient  par  lequel  il  faut  multiplier 
e  vecleur  vitesse  pour  obtenir  la  quantité  de  mouvement,  dépend 
de  la  vitesse,  et  ainsi  s'introduisent  les  valeurs  critiques  de  cette 
vitesse»,  celles  pour  lesquelles  la  masse  ne  serait  pas  définie  ou  con- 
tinue ;    les  mouvements   particuliers  pour  lesquels  la  quantité  de 
Mouvement  est  constante  conduisent  à  la  notion  d'état  naturel  de 
mouvement  et  la  dynamique  ordinaire  du  point  matériel  apparaît, 
alors,  comme  la  dynamique  du  point  dans  l'état  de  mouvement  in- 
*miment  voisin  de  l'état  naturel  du  repos.  Ces  notions  fondamen- 
tales, qui  doivent  former  la  base  de  Notes  ultérieures,  sont  ensuite 
appiiqnées,  ici,  à  la  dynamique  du  corps  invariable. 

""•   des  Sciences  mathëm.,  1*  série,  t.  XXX.  (Mai  1906.)  10 
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Dans  son  intéressante  Note  Sur  la  théorie  des  intégrateurs , 
M.  Davaux  met  en  lumière  les  liens  qui  rattachent  la  théorie  de* 
appareils  d'Arnsler,  Lord  Kelvin,  Hele  Schaw,  etc.  aux  beaux  théo- 
rèmes géométriques  de  Holditch,  Lignine,  Darboux,  relatifs  au* 
éléments  métriques,  longueurs  d'arc,  aires,  volumes,  qui  dépen- 
dent du  mouvement  d'une  figure  invariable. 

La  fin  du  premier  Volume,  non  encore  parité,  et  cornpren»*1* 
quatre  autres  Parties  et  de  nouvelles  Notes,  doit  être  consacrée  a-°l 
propriétés  des  gaz  et  des  liquides;  à  la  théorie  des  solides:  cris*-* 
lisation.  élasticité,  frottement  et  percussion  ;  à  l'acoustique. 

Le  premier  fascicule  du   second   Volume   traite  de  VÉnerl^ 
rayonnant?  (5Ghap.)  :  émission  etabsorption  de  l'énergie  ra^~*-^n" 
nanle,  vitesse  de  propagation,  réflexion  et  réfraction.   Nous  y      ^e" 
trouvons  toutes  les  qualités  cl  tendances  que  nous  avons  signa  '  ^-\ 
plus  haut  :  l'auteur  y  considère  le  rayonnement  calorifique,  lu 
lieux  et  électrique  (ravons  de  Hertz")  comme  les  modalités  dive  ï-"  — 
«lune  seule  et  même  forme  de  l'énergie,  l'énergie  cinéliquer 
l'élher  en  vibration,  ces  modalités  ne  se  différenciant  les  unes 
autre-;,  au  point  de  vue  phvsique,  que  par  la  longueur  d'onde 
vibrations  qui  leur  correspondent.   La  fin  du  Volume  sera  coït 
me  à  la  dispersion  et  à  l'optique  ondulatoire. 

Le  tmi>ième  Volume  traitera  de  la  Chaleur  et  le  quatrième 
\  Klrctriritr. 

Nous  n'avons   pas   encore   parlé  des   qualités  de  la  traduction 
mai-*  il  nous  est  facile  de  les  résumer  en  une  seule  phrase  qui  e 
eu   même  temps,  le  meilleur  éloge  que  nous  puissions  adressi 
son  auteur,  M.  I)avaux  :   à  un  lecteur  non  prévenu,    il   serait   ii 
pM^ibl--  i|f  siKij.ronner  qu'il  se  trouve  en  présence  d'une  tradu 
t  n  m. 

\  qui  -a«lri"»>c  ce  Livre  !    \  quel  examen   prépare-t-il  ?  Que 
tion  rmitiemiiient  française  qui  ne  saurait   rester  >ans  réponse.  J 
<T<»i"  lu'-ii,  en  \t'-rité.  qu'il  m-  prépare  à  aucun  examen,  ou,  si  1  O 
\t-ui.  (in  il  f-l    propre  à  la  préparation  de  tous.  L'auteur  a  visible 
nu  nt  î^'inre  l«'  Hiiuri  t  !  t  -  s»*  cou  I  oruier  aux  e\igence>  tle   lel  mi  te 
pi  «  >_;i  a  n  une.    li  n'a  ^oului  t*"'  ■]  n«-  «I  en^ei^ner  la  Ph\  >iquc  en  >c  pla 
i  .,i,i  ,,n  t    lint  île  \uc  le  plu-   m-'di»rne.  et    il   a   lait   un   beau  et   ho 
l.i.ie  au  jii»'l  peu  trouveront   à   reprendre:    les  méthodes  mises  cil- 
ni:  \  ri-  -  >  1 1 1  touiiiur-»  iiu^i  •  bm«'iil;ure%  que  possible;  il  n'exige  du 


es 
a- 
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lecteur  que  la  connaissance  des  notions  expérimentales  les  plus 
*imp\&&    et    des    premiers    principes    du    Calcul    infinitésimal. 
A/.    Ghwolson    a    sacrifié   sans  regrets  visibles  les  inutilités,   les 
<dées    vieillies  et  caduques,  belles  et  fécondes  en  leur  temps,  tom- 
bées   niairitenant  dans  le  domaine  de  l'Histoire,  les  terminologies 
stira  ri  races  et  devenues  trompeuses,  pour  regarder  résolument  vers 
1  avéra  i  r»  et  orienter  l'enseignement  dans  les  voies  nouvelles;  il  dé- 
clara     «iodes terrien t   qu'il   a   voulu    simplement   que    «  l'étudiant 
trou  -ve     dans  son  Livre  ce  dont  il  a  besoin  et  ait  besoin  de  ce  qu'il 
y  trou  ve  >>.  Je  crois  qu'on  lui  accordera  davantage;  mais,  même  à 
s  en    tenir  là,  quel  auteur  désavouerait  un  tel  programme  ? 

H.   Padé. 


VAN    "VLECK  (E.-B.),  WHITE  (H.-S.),  WOODS  (F.-S.).  —  Lecture  on 

M  *>"■"■  M  KM  ATI  CS   DELIVERED   FROM  SEPTEMBER   1  TO    5,    I9o3,    BKFORE   MEMBERS 

or  "*~M  «  American  mathrmatical  Sociktï  in  connection  witii  tue  summer 
meet-i^q  HELD  AT  THE  Massachusetts  Instituts  of  Technology,  i  vol. 
*n"*^**>      xu-187  pages.  New-York,  Macmillan  et  C°,  i<)o3. 


*e*  l>  ?=*  les  deux  ou  trois  ans,  Y  American  mathematical  Society 
lient.     is  tl  Colloquium  qui  se  relie  à  rassemblée  régulière  de  l'été. 
On  s^    m^appelle  YEvanston  Colloquium  de  i8()3  et  les  douze  Lec- 
tures     <je  j\j#   Klein;   depuis  ont  eu  lieu  le  Bufjalo  Colloquium 
(ioç>C5  )  ^  Je  Cambridge  Colloquium  (1898),  VItliaca  Colloquium 
(io,o>  1  ^^  je  ftosion  Colloquium  (1903).  De  i8<)(>  à  1901,  MM.  M. 
Bôcl*«^  j   i>jer|>onl>  y.  Osgood,  G.  Webster,  O.  Boïza,  E.  Brown 
ont  t.ï»^j^^  d'une  façon  très  actuelle  et  élevée,  des  sujets  divers,  et 
j^Urs  lectures,  plus  ou  moins  amplifiées,  sont  sorlis  des  Mé- 
moi*»^s    ou   cjes  Ljvres  importants.   Le  Bulletin  a  rendu   compte 

r  cenr*i*ient  des   Lectures   on   t/ie   Calculus   of  variations,    de 

If  ^— ^  v  ' 

*-*•    Bolza,  qui  viennent  de  VIthaca  Colloquium.  Le  présent 

tirr»e  contient  les  Lectures  faites  au  Boston  Colloquium  par 

•     H.-S.  White,   S.    Woods   et   B.    van    Vleck.   On   trouvera 

essous  la  Table  des  matières,  qui  donnera  quelque  idée  à  ceux 
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qui  n'y  ont  pas  assisté  de  la  nature  et  de  l'importance  de  ces  L^(" 
tures.  On  voit  que  chaque  lecteur  a  choisi  un  sujet  de  prédi»cC* 
tion,  qu'il  connaît  à  fond,  et  sur  lequel  ont  roule  ses  travail!  pe 
sonnels. 


Wiiite  (Henry-S.).  —  Systèmes  linéaires  de  courues 
sur  les  surfaces  algébriques  (p.  i-3o). 

Les  transformations  de  Cremona  et  la  Géométrie  sur  une  cour 
Définition  des  surfaces  rationnelles.  Systèmes  linéaires  de  courl 
sur  une  surface  algébrique  quelconque.  Le  théorème  d'Enriqi 
et  les  deux  définitions  de  la  linéarité.  Courbes  planes  hypcrelli 
tiques;  lès  deux  espèces  de  systèmes  linéaires.  Surfaces  dont  1 
sections  planes  sont  hyperelliptiques;  théorème  de  (laslelniuv 
sur  leur  rationalité.  Différentielles  linéaires  exactes  (Picard) 
une  surface;  celles  de  première  espèce  existent  seulement  sur  de  ^^ 
surfaces  singulières.  Surfaces  quartiques  spéciales  de  Poincaré  e- 
de  lierry.  Surfaces  hyperelliptiques  du  sixième  ordre  (llumbert).-^ 


Woods  (Friederick-S.  ).  —  Les  formes  de  l'espace  non-euclidien 

(p.  3i-7i). 

Les  deux  premières  hypothèses.  Définitions.  La  troisième  hypo- 
thèse. L'élément  linéaire.  Géométrie  dans  une  portion  restreinte 
de  l'espace.  La  quatrième  et  la  cinquième  hypothèses.  Extension 
du  système  de  coordonnées.  L'espace  auxiliaire  X.  Formes  de  l'es- 
pace qui  permettent  le  libre  mouvement  d'un  corps  :  les  espaces 
de  courbure  nulle-,  les  espaces  de  courbure  négative  constante;  les 
espaces  de  courbure  positive  constante.  Formes  de  l'espace  qui 
ne  permettent  pas  le  libre  mouvement  d  un  corps  :  les  espaces  de 
courbure  nulle;  les  espaces  de  courbure  positive  constante;  la 
surface  de  Clilford  à  courbure  nulle;  les  espaces  de  courbure  né- 
gative constante. 
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I*.  vix  Vleck.  —  Choix  de  topiques  dans  la  théorie  des  séries 
divergentes  et  des  fractions  continues  (  p.  75-187). 


emière  Partie  :  séries  divergentes.  —  Introduction.  Conver- 
cc  asymptotique.  Application  des  intégrales  aux  séries  diver- 
ses. Sur  la  détermination  des  singularités  des  fonctions  définies 
cîes  séries  de  puissances.  Sur  les  séries  de  polynômes  et  de 
:  t.  ions  rationnelles. 


conde  Partie  :  fractions  continues  algébriques.  —  La  Table 
approximants  de  Padé  et  ses  applications.  La  généralisation 
fractions  continues.  Bibliographie.  J.  T. 


ARV.AUDE.VU  (A.).  —  Tables  des  intérêts  composés,  annuités  et  AMOR- 
TISSEMENTS POUR  DES  TAUX  VARIANT  DE  DIXIÈMES  EN  DIXIÈMES  ET  DES 
ÉS*0«)UES  VARIANT    DE    IOO  A   4°0   SUIVANT  LES  TAUX.    I    vol.  in-.|°  [iX,  (l5), 

r*S  pages].  Paris,  Gauthier- Villars,  1906. 


Un  mathématicien,  qui  ne  manque  pas  d'humour,  m'a  fait  jadis 
ol^rver  que  si,  conformément  à  une  proposition  de  M.  Klein, 
où  s*  mêlent  le  sérieux  et  la  fantaisie,  on  classait  les  sciences  appli- 
quées d'après  le  nombre  de  chiffres  que  l'on  y  garde,  ce  n'est 
point  l'Astronomie  qui  viendrait  en  tête,  mais  bien  les  sciences 
financières.  Les  Tables  que  publie  M.  Arnaudeau  viennent  à  l'ap- 
pui de  cette  remarque  plaisante,  puisque  les  nombres  qui  figurent 
Jans  Tune  de  ces  Tables  ont  jusqu'à  douze  chiffres.  C'est  assez 
<Jtre  la  précision  que  l'auteur  a  voulu  atteindre. 

La  Table  I  contient,  avec  dix  décimales,  la  valeur  de  ifr  placé 
à  intérêt  composé  après  un  certain  nombre  de  trimestres,  de  se- 
mestres ou  d'années.  Les  taux  varient  par  dixièmes;  pour  les  taux 
de  o,5  à  0,9,  le  temps  varie  de  1  à  4°°  par  trimestres;  pour  les 
taux  de  1  à  2,9,  il  varie  de  1  à  200  par  semestres;  enfin,  pour  les 
taux  de  3  à  6,4,  il  varie,  par  années,  de  1  à  100. 
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La  Table  II  contient,  avec  six  décimales,  la  valeur  de  ifr  placé  — 
à  intérêt  composé  après  un  certain  nombre  de  mois.  Le  taux  varie, 
par  dixièmes,  de  i  à  0.9. 

La  Table  III  fournit,  avec  sept  décimales,  la  valeur  actuelle  de 
ifr  payable  au  bout  de  1,  2,  ...,  100  années  :  les  taux  varient, — 
par  dixièmes,  de  2  à  6,4- 

La  Table  IV  fournit,  avec  six  décimales,  la  valeur  actuelle  d'un 
certain  nombre  d'annuités  de  ifr  payables  à  la  fin  de  chaque  tri — 
mestre,  semestre  ou  année,  à  savoir  jusqu'à  200  trimestres  poul- 
ies taux  de  o,5  à  0,9,  jusqu'à  100  semestres  pour  les  taux  de  1  à 
3,4,  jusqu'à  100  années  pour  les  taux  de  3,5  à  6,4- 

Enfin,  la  Table  V  donne,  avec  sept  décimales,  l'annuité  par  la- 
quelle on  peut  amortir  un  capital  de  ifr  au  bout  d'un  certaii 
nombre  de  trimestres,  semestres  ou  années.  Pour  les  taux  de  0,5 
à  0,9,  le  temps  varie,  par  trimestres,  de  1  à  4°°;  il  varie,  par  se- 
mestres, de  1  à  100  pour  les  taux  de  1  à  2,9,  et,  par  années,  de  1 
à  100  pour  les  taux  de  3  à  6,4- 

La  considération  des  taux  variant  par  dixièmes  rend  très  prati- 


cable Tinlerpolation  par  la  formule  de  Newton;  en  allant  jusque 
la  troisième  différence,  on  obtient  une  approximation  très  suffi- 
sante pour  les  taux  intermédiaires.  C'est  ce  que  M.  A.  Acliard  ^ 
clairement  expliqué  en  quelques  pages  placées  en  tète  du  Livre. 

Une  introduction  montre,  pour  quelques  cas  pratiques,  de  qu< 
usage  peuvent  être  les  Tables.  J.  T. 


DUIJEM  (P.).  —  Les  origines  de  la  Statique.  T.  I.  In-8",  iv-36o  pages- 

Paris,  Hcrmann,  190J. 


L'activité  de  M.  Duliem  est  admirable  :   ses  travaux  considêr 
râbles  sur  la  Physique  mathématique,  sur  la  Chimie  physique,  si« 
la   Mécanique,    sur    l'Hydrodynamique    lui    ont    laissé   le    lerap^ 
d'écrire  de  très  beaux  articles  philosophiques  :  son  Livre  récent  si» 
la  théorie  physique,  d'une   haute  portée  scientifique,   est   ur» 
œuvre  d'art,  par  la  vie  et  la  passion  qui  raniment.  Diverses  ra«*^" 
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3£^*~aphies,  d'importants  articles  publiés  par  les  Revues  ont  déjà 
OE^tré  l'intérêt  qu'il  apporte  à  l'histoire  des  découvertes,   à  la 
iccr«ssion  et  à    l'enchaînement  des   idées.  Voici,   cette  fois,   un 
'os    livre  d'histoire  scientifique,  qui  va  d'Arislote  à  Descartes;  el 
est  de  l'Histoire  proprement  dite,  l'œuvre  drun  érudit  qui  re- 
i>K*ie  aux  textes,  qui  compulse  et  compare  les  manuscrits,    qui 
s     date,  qui  examine  les  écritures,  reconnaît  la  main  des  copistes, 
'O  |=»ose  des  corrections  de   texte,   devine  ou   suppose  des    noms 
o  près,  qui,  sous  Charasto,  Karisto,  Baracto,  Heriston,  découvre 
i     CDharistion  qui  est  à  la  fois  l'inventeur  de  la  balance  romaine  et 
t>  si  lance  romaine  elle-même,  comme  Vernier  est  aussi  un  instru- 
ent  de  mesure,  qui  lait  naître  à  Ne  mi  Jordanus  nemorarius  ou 
5    X^emore;  c'est  aussi  l'œuvre  d'un  philosophe  qui  se  plaît  à  rc- 
on  ter  aux  origines,  à  suivre  la  filiation  et  la  transformation  des 
lé^s.  Sans  la  belle  sincérité  de  M.  Duhem,  qui  est  toujours  nue, 
s     cl  irais  aussi  que  c'est  l'œuvre  d'un    polémiste,    tant  on   sent, 
xial«*ré  tout,   déborder  chez  lui  la  joie  d'élever  ce  que  l'on  a  ra- 
baissé, d'établir  l'importance  de  la  doctrine  d'Arislote,  d'aperce- 
voir, dans   la    nuit  du    moyen  âge,    non    seulement   des    lueurs 
épiasses,  niais  des  flambeaux  (fui  ont  passé  de  main  en  main,  de 
rendre  justice  aux  inconnus  et  aux  anonymes,  de  montrer  ce  que 
les    plus  illustres  doivent  à  ces  inconnus,  de  s'attaquer  aussi  aux 
gloires  les  plus  éclatantes.  Mais  l'historien,  dans  son  impartialité, 
doU-il  être  si  froid  qu'il  ne  se  passionne  pas  pour  la  vérité? 

Quoi    qu'il    en    soit,    voici    la    conclusion    à    laquelle    arrive 
1*1  •  Duhem  : 

•  I-a  science  mécanique  et  physique  dont  s'enorgueillissent  à  bon  droit 
rs  temps  modernes,  découle,  par  une  suite  ininterrompue  de  perfectionne- 
ments à  peine  sensibles,  des  doctrines  professées  au  sein  des  écoles  du 
moyen  âge;  les  prétendues  révolutions  intellectuelles  n'ont  été,  le  plus 
couvent,  que  des  évolutions  lentes  et  longuement  préparées;  les  soi-disant 
renaissances  que  des  réactions  fréquemment  injustes  et  stériles;  le  respect 
de  la  tradition  est  une  condition  essentielle  du  progrès  scientifique.  • 

Citons,   d'après   M.  Duhem,  quelques  passages  détachés,  lirrs 
d'Aristote,  ou  attribués  à  lui  : 

«  Quelle  que  soit  la  puissance  qui  produit  le  mouvement,  ce  qui  est 
et  plus  léger  reçoit  d'une  même  puissance  plus  de  mouvement. 
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...  En  effet,  la  vitesse  du  corps  le  moins  lourd  sera  à  la  vitesse  du  cO*"P5  lc 
plus  lourd  comme  le  corps  le  plus  lourd  est  au  corps  le  moins  lourd  -    " 

«  Le  poids  qui  est  mû  est  au  poids  qui  meut  en  raison  inverse  de^    *>r^.. 
du  levier;  toujours,  en  effet,  un  poids  mouvra  d'autant  plus  aisément    ^^.v 
sera  plus  loin  du  point  d'appui.   La  cause  en  est  celle  que  nous  avons   **     % 
mentionnée  :  la  ligne  qui  s'écarte  davantage  du  centre  décrit  un  plus  ë*~*    r. 
cercle.  Donc,  en  employant  une  même  puissance,  le  moteur  décrira  un    / 
rours  d'autant  plus  grand  qu'il  est  plus  éloigné  du  point  d'appui.  » 


«  Si  un   mobile  se  meut  à  la  fois  de  deux  mouvements  tels  que  les  ^^ 4? 
paces  parcourus  en  même  temps  soient  dans  un  rapport  invariable,  le  n^^    #^ 
bile  se  meut  en  ligne  droite  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  <f^ 
a  pour  cotés  deux  lignes  dont  les  longueurs  sont  dans  ce  rapport.  » 

«  ...  En  sorte  qu'une  trajectoire  courbe  est  engendrée  lorsque  le  mobil 
est  animé  de  deux  mouvements  dont  le  rapport  ne  demeure  point  fixe  d'un 
instant  à  l'autre.  » 

Il  \  a  là,  incontestablement,  des  vues  scientifiques.  Mais  Aris- 
lotc  n'est  pas  géomètre  et  il  sait  mal  tirer  les  conséquences  de  ses 
principes.  Otiant  à  l'axiome  de  la  proportionnalité  de  la  force  à 
la  vitesse,  M.  Dulicin  en  poursuit  la  longue  histoire  et  en  montre 
l'influence  jusque  sur  Galilée.  «  Le  grand  géomètre,  dit-il,  conti- 
nuait à  relier  ses  déductions  à  l'ancienne  Dynamique,  à  celle  qu'A- 
ristole  avait  professée,  que  l'Kcolc  avait  commentée,  dont  Léonard 
de  Vinci,  puis  Cardan  avaient  tiré  lanl  d'importantes  consé- 
quences. Jamais  Galilée  n'a  essé  de  croire  à  l'axiome  péripatélî- 
cien  qui  proclamait  la  proportionnalité  entre  la  force  et  la  vitesse; 
l'opinion  qui  en  fait  le  créateur  de  la  Dynamique  moderne  est  une 
légende  con trouvée.  » 

l'n  Chapitre  très  intéressant  et  très  érudit  >ur  les  sources 
alexamlrines  de  la  Statique  du  mo\en  Age  conduit  M.  Duhcm  aux 
conclurions  suivantes  : 
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Quant     aux  Arabes,  ils  semblent  n'être  intervenus  que  pour  transmettre 
au*    Occidentaux  les  reliques  de  la  science  alexandrine.  » 

Nous  savons  peu  de  chose  de  Jordantis  de  Nemore,  qui  vécut 

sans  cloute  vers  le  xiue  siècle  et  dont  l'influence  sur  le  développe- 

meni    ultérieur  de  la  Statique  semble  avoir  été  considérable;  il 

Pa**aît  avoir  été  très  fécond  et  avoir  joui,  dès  le  xme  siècle,  d'une 

asse2  grande  réputation  pour  que  l'on  ait  mis  sous  son  nom  des 

,ravaux  qui   ne  lui  appartiennent  pas.  La  Bibliothèque  nationale 

possède   un  excellent  manuscrit   des   Elémcnta  Jordani  super 

^fnonstrationem  ponderis,  dont  M.  Duhem  montre  l'importance 

P°Ur  l'histoire  de  la  Statique  :  il  suggère  une  ingénieuse  hypothèse 

a  a|>rès  laquelle  Jordanus  aurait  écrit  ce  petit  Traité  pour  servir 

a  'Otroduction  au  De  canon io,  livre  grec  qui  ne  nous  est  connu 

^^    par  une  traduction  latine,  due  peut-être  à  Jordanus  lui-même 

el    «iont  l'objet  est  la  solution  du  problème  suivant:  Quel  poids 

*ai*l-il  suspendre  à  l'extrémité  du  petit  bras  d'un  fléau  de  romaine 

pour  corriger  l'excès  de  pesanteur  du  grand  bras  et  pour  pouvoir 

ra|sonner  sur  cet  instrument  comme  si  le  fléau  était  une  ligne  sans 

|w>ids  ? 

«  Ce  qui  fait  l'intérêt  principal  de  cette  Introduction,  ce  qui  la  distingue 
de  tous  les  écrits  précédemment  étudiés,  sauf  des  Mqyayixâ  ^sojjXTÎuLaxa,  ce 
qui  la  rapproche  jusqu'à  un  certain  point  de  ce  dernier  Ouvrage,  c'est  que 
U  décomposition  du  poids  suivant  diverses  directions  y  joue  un  rôle  es- 
sentiel. 

»  Jordanus  considère  un  mobile  assujettbà  descendre  suivant  un  chemin 
vertical  et  il  introduit  dans  ses  raisonnements,  comme  représentant  la 
*eo le  force  efficace,  la  composante  du  poids  selon  la  direction  de  la  trajec- 
toire; cette  composante,  il  la  nomme  la  pesanteur  relative  à  la  situation 
•lu  mobile,  gravitas  secundum  situm.  La  relation  quantitative  qui  unit 
«jette  gravité  relative  au  poids  proprement  dit,  Jordanus  ne  la  connaît 
point  :  il  énonce  seulement  une  règle  qualitative  :  Plus  la  trajectoire  est 
oblique,  plus  est  faible  la  gravitas  secundum  situm.  D'ailleurs,  pour 
comparer  l'obliquité  de  diverses  trajectoires,  il  faut  prendre  sur  ces  tra- 
jectoires des  chemins  de  même  longueur  et  évaluer  la  descente  verticale  à 
laquelle  ils  correspondent;  celui  qui  correspond  à  la  plus  petite  descente 
verticale  est  le  plus  oblique.  » 

Il  est  assez  curieux  de  voir  Jordanus,  dans  l'application  de  ce 
principe,  entrevoir  un  instant,  au  moins  comme  une  lueur  lr.  : 
fugitive,  la  méthode  infinitésimale.  Il  n'est  pas  moins  intéressant 
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de  trouver  dans  sa  démonstration  de  la  loi  de  l'équilibre  du  levier 
un  appel  implicite,  mais  incontestable,  au  principe  que  Descartes 
prendra  pour  fondement  de  la  Statique  et  qui,  grâce  à  Jean  Ber- 
noulli,  deviendra  le  principe  des  déplacements  virtuels  :  «  Ce  qui 
peut  élever  un  certain  poids  à  une  certaine  hauteur  peut  aussi 
élever  un  poids  A'  fois  plus  grand  à  une  hauteur  A*  fois  plus  pe- 
tite. » 

La    Bibliothèque     nationale     contient    dans    son    fonds    latin 
(n°  7378  A)  un  Recueil  de  pièces  disparates  qui  semblent  être  les 
unes  du  xme,  les  autres  du  xive  siècle,  et  dont  Tune,  qui  commence 
par  les  mots  Incipit  liber  Jordani  de  ponderibus,  se  compose, 
en  réalité,  de  trois  textes  distincts  :  le  premier  est  un  commen- 
taire,  dans  le  sens  péripatéticien,  des  recherches  de  Jordanus, 
commentaire  qui  semble  avoir  eu  plus  d'influence  qu'il  n'a  d'im- 
portance mathématique;   le  second,  au  contraire,  qui  a  été  édité 
en  i8G5  par  Curtius  Trojanus,  sur  un  manuscrit  légué  par  Tar- 
taglia,  est  une  œuvre  considérable  au  point  de  vue  scientifique  : 
M.  Du  hem  en  désigne  l'auteur  inconnu  sous  le  nom  de  Précur- 
seur de  Vinci.  M.  Duhem  analyse  soigneusement  cette  œuvre  et 
montre,  en  particulier,  comment  on  v  trouve  la  notion  de  moment, 
la  solution  correcte  du  problème  de  l'équilibre  pour  le  levier  coudé 
et  sur  le  plan  incliné. 

«  La  démonstration  (que  M.  Duliem  cite  tout  au  long)  est  calquée  sur 

celle  que  Jordanus  a  donnée  de  la  loi  d'équilibre  du  levier  :  elle  met  en 

jeu  le  même  postulat  implicite  :  Ce  qui  peut  élever  le  poids  P  à  la  hau- 

P 
teur  H  peut  aussi  élever  le  poids  -r  à  la  hauteur  X II.  Après  avoir  donné 

à  Jordanus  une  preuve  convaincante  de  la  loi  d'équilibre  du  levier  droit, 
ce  postulat  a  permis  au  Précurseur  de  Léonard  de  Vinci  de  résoudre  les 
deux  problèmes  du  levier  coudé  et  du  plan  incliné.  La  fécondité  de  ce 
principe  se  manifeste  donc  clairement  dès  le  xme  siècle;  jusqu'à  nos  jours, 
elle  ne  cessera  plus  de  produire  ses  conséquences.  Ce  principe  est  la  véri- 
table origine  de  la  méthode  des  variations  virtuelles  dont  l'ampleur  et  la 
puissance  font  l'admiration  des  physiciens  modernes.  Né  des  méditations 
de  Jordanus  et  du  Précurseur  de  Léonard  de  Vinci,  il  se  développera  en 
l'oeinre  de  Léonard,  de  Guido  L'baldo,  de  Galilée,  de  Roberval,  de  Des- 
cartes, de  Jean  Bernoulli,  pour  prendre  son  plein  épanouissement  dans  les 
écrits  de  Lagrange  et  de  F. -Williams  Gibbs.  » 

Le  Traité  des  poids  de  Biagio  Pc  laça  ni  ou  Biaise  de  Parme,  que 
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M,  Duhem  analyse  ensuite,  n'a  guère  d'intérêt  que  parce  qu'il  s'est 
trouvé  l'un  des  canaux  par  lesquels  la  Mécanique  du* moyen  âge  est 
parvenue  jusqu'à  Léonard  de  Vinci,  qui  a  réfuté  sur  des  points 
essentiels  les  erreurs  de  Jordanus  et  de  Biaise  de  Parme. 

Nous  voici  arrivés  à  la  Renaissance  :  à  Léonard  de  Vinci,  «  au 
grand  initiateur  de  la  pensée  moderne  »,  sur  lequel  il  revient  à 
deux  fois,  M.  Duhem  consacre  de  belles  et  nombreuses  pages. 
Comment  ne  pas  s'émouvoir  devant  la  fermentation  continuelle  de 
ce  grand  esprit,  telle  que  nous  la  montre  le  peu  qui  nous  reste  do 
lui,  devant  les  vues  profondes  et  perçantes,  les  éblouissemenls,  les 
obscurcissements,  les  hésitations,  les  retours  en  arrière,  les  bonds 
en  avant  que  nous  révèlent  ses  carnets  de  notes,  les  pages  déta- 
chées de  ses  manuscrits  ?  M.  Duhem  analyse  ses  recherches  sur  le 
levier,  les  poulies,  les  moufles,  le  plan  incliné,  reproduit  ses 
schémas  et  les  parties  les  plus  importantes  de  son  texte,  montre 
comment  il  utilise  de  mieux  en  mieux  la  notion  de  moment,  nous 
fait  soupçonner  qu'il  a  entrevu  le  théorème  de  la  composition  des 
moments;  mais  il  y  a  plus. 

«  Une  revision  des  notes  de  Léonard,  entreprise  postérieurement  à 
l'impression  de  notre  Chapitre  II,  a  appelé  notre  attention  sur  quelques 
feuillets  du  manuscrit  E  de  la  Bibliothèque  de  l'Institut  (  l);  l'inspection 
de-ces  feuillets  confirme  pleinement  l'hypothèse  que  nous  avions  émise: 
Léonard  a  connu  et  employé  ce  théorème  : 

»  Si  l'on  considère  deux  forces  concourantes  et  leur  résultante,  le  mo- 
ment de  la  résultante  par  rapport  à  un  point  pris  sur  l'une  des  deux 
composantes  est  égal  au  moment  de  Vautre  composante  par  rapport 
au  même  point, 

9  Dans  les  raisonnements  de  Léonard,  les  deux  composantes  sont  les  ten- 
sions de  deux  cordes,  tensions  dont  la  résultante  est  directement  opposée 
à  un  poids  que  supportent  les  deux  cordes. 

»  A  maintes  reprises,  le  grand  artiste  applique  le  théorème  que  nous  avon* 
énoncé  à  un  poids  N  suspendu  au  milieu  B  d'une  corde  dont  les  extrémi- 
tés A,  C  sont  sur  une  même  horizontale.  Du  point  A,  il  abaisse  une  per- 
pendiculaire AF  sur  la  corde  CB  ou  sur  son  prolongement  et  une  autre 
perpendiculaire  AD  sur  la  verticale  du  point  B.  Il  déclare  que  la  tension 
de  la  corde  CB  et  le  point  N  maintiendraient  en  équilibre  un  corps  rigide 


(')  Les  manuscrits  de  Léonard  de  Vinci,  publiés  par  CI».   Kavaisson-Mollicn, 
Manuscrits  E  de  la  Bibliothèque  de  l'Institut.  Paris,  i883. 
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début  :  si  rare  qu'elle  ait  été,  la  science  du  moyen  âge  n'a  poit^ 
d'après  lui,  été  une  lumière  inutile,  qui  s'est  éteinte  dans  la  nui£   ~ 
elle  a  guidé  et  éclairé  ceux  que  l'on  regarde  comme  les  créateurs 
de  la  science   moderne.  Je  n'ai  nullement  qualité  pour  discuter 
celte   thèse,  dont  l'intérêt  n'est  pas  contestable.  Naturellement, 
elle  n'excite  pas  M.  Duhem  à  exaller  ces  créateurs  :  dans  le  Cha- 
pitre consacré  à  Galilée,  et  dont  j'ai  déjà  cité  quelques  lignes,  nous 
voyons  celui-ci  plus  pénétré  de  la  doctrine  aristotilicienne  qu'on 
ne  se  le  figure  habituellement;  et  nous  pouvons  suivre,  grâce  à  de 
nombreuses  et  d'intéressantes  citations,  l'évolution  de  sa  pensée. 
L'une  de  ces  citations,  au  moins,  montre  chez  lui  une  tendance  à 
substituer  au  principe  erroné  d'Àristote,  concernant  les  vitesses, 
le  principe  vrai  des  déplacements  virtuels  :  le  progrès  est  à  coup 
sûr  capital,   bien  que  cette  tendance  ne  soit  pas   suffisamment 
nette,  et  qu'elle  ne  se  manifeste  que  «  d'une  manière  incidente, 
en  de  rares  occasions  »;  si  elle  s'était  manifestée  aussi  clairement 
chez  le  Précurseur.   M.  Duhem  n'en  aurait-il  pas  éprouvé  une 
satisfaction  plus  vive  ? 

La  plupart  des  écrits  dont  il  a  été  question  jusqu'ici  peuvent 
être  rattachés  à  l'influence  aristotélicienne.  Stcvin,  par  sa  façon  de 
raisonner,  par  ses  habitudes  de  logicien  méticuleux,  se  rapproche 
plutôt  d'Archimède.  M.  Duhqm  fait  ressortir  le  caractère  original 
de  la  solution  que  Slevin  a  donnée  du  problème  du  plan  incliné, 
au  moyen  de  son  collier  de  boules,  et  qui  est  fondée  sur  l'impos- 
sibilité du  mouvement  perpétuel.  C'est  d'ailleurs  cette  solution 
qui  a  conduit  Slevin  à  la  règle  du  parallélogramme.  M.  Duhem 
appuie  sur  ce  que  le  principe  de  l'impossibilité  du  mouvement 
perpétuel  ne  se  fonde  pas  sur  la  pure  logique,  et  qu'il  n'est  pas  par 
lui-même  un  postulai  évident. 

«.  Où  donc  Stcvin  a-t-il  puisé  cette  confiance  absolue  dans  l'axiome  de 
l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel,  sinon  dans  les  raisonnements  de 
Cardan,  raisonnements  que  Cardan  lui-même  a  empruntés  à  Léonard  de 
Vinci  ?  Sans  doule  Slevin  ne  mentionne  qu'un  seul  Ouvrage  de  Cardan, 
YOpus  novum  de  proportionibus;  mais  alors  qu'il  a  lu  attentivement  et 
critiqué  ce  dernier  Ouvrage,  comment  ignorerait-il  le  De  subtilitate,  dont 

la  vogue  a  été  si  grande  ?  » 

• 

Si  Slevin  a  formulé  la  régie  de  la  composition  des  forces,  sa 


COMPTAS  RENDUS  KT  ANALYSES.  159 

^onstralion  est  longue  et  embarrassée.  C'est  Roberval  qui,  le 
*  ^ttûer,  apporte  une  démonstration   claire.  Quant  à  Descaries, 
v^i  commejit  M.  Duhem  caractérise  son  œuvre  : 

«  La  grandeur  qui,  dans  la  Stalique  de  Descartes,  joue  le  rôle  essentiel, 
•c  produit  du  poids  d'un  corps  par  la  longueur  dont  ce  corps  s'est  abaissé, 
a  déjà  été  rencontrée  par  Stevin  et  par  Galilée;  mais  cette  rencontre  a 
été  fortuite  et  passagère;  ni  le  géomètre  belge,  ni  le  géomètre  italien  n'ont 
signalé  l'importance  de  cette  grandeur:  l'Ecole  de  Jordanus,   Roberval  et 
Heerigone  ont  fait  jouer  un  rôle  essentiel,  en  certaines  de  leurs  démons- 
trations,* au  produit  du  poids  par  son  abaissement  vertical,  sans  proclamer 
cependant  que  toute  la  Statique  pouvait  être  ramenée  à  la  comparaison 
de  pareils  produits;  Descartes,  le  premier,  a  vu  en  ce  produit  le  concept 
fondamental  de  la  Mécanique;  par  là,  il  est,  sinon  le  véritable,  du  moins 
Je  plus  influent  promoteur  de  la  notion  du  travail,  autour  de  laquelle  pi- 
vote toute  notre  Science  actuelle  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 

»  Ses  efforts  pour  préciser  cette  notion  de  travail  et  la  distinguer  de  la 
notion  que  Mersenne  et  Desargues  confondaient  avec  elle,  ont  contribué, 
pour  une  large  part,  à  définir  exactement  la  notion  de  force,  telle  que 
nous  l'entendons  aujourd'hui;  car  c'est  celle-ci  qui  hantait  l'esprit  de  ses 
contradicteurs. 

»  Descartes  a  saisi  et  marqué  nettement  le  caractère  infinitésimal  du  prin- 
cipe des  déplacements  virtuels;  il  a  affirmé,  ce  que  nul  n'avait  explicite- 
ment énoncé  avant  lui,  l'obligation  d'appliquer  toujours  ce  principe  à  un 
déplacement  infiniment  petit  issu  de  l'état  d'équilibre;  il  en  a  conclu 
l'équivalence  de  liaisons  qui  correspondent  à  un  même  chemin  virtuel  infi- 
nitésimal; par  là,  il  a  donné  à  ce  principe  sa  forme  définitive. 

>»  On  objectera  peut-être  que  la  Statique  dont  il  a  tracé  le  plan  manque  de 
généralité;  il  n'y  considère  d'autres  forces  que  des  poids.  Ce  défaut  de  gé- 
néralité n'est  qu'apparent;  pour  raisonner  sur  une  force  quelconque,  tous 
les  géomètres  du  xvti'  siècle,  Stevin,  Galilée,  Roberval,  la  remplacent  par 
un  fil  tendu  dans  la  direction  où  elle  doit  agir,  qui  passe  sur  une  poulie  et 
soutient  un  poids  égal  à  la  force  que  l'on  doit  exercer;  par  cet  artifice,  la 
Statique  du  poids  comprend  la  Statique  tout  entière.  En  fait,  au  moyen  de 
cet  artifice,  un  géomètre  pourra,  sans  le  moindre  effort,  tirer,  du  principe 
énoncé  par  Descartes,  le  principe  des  déplacements  virtuels  sous  la  forme 
même  que  Bernoulli  communiquera  en  1 717  à  Varignon;  il  est  infiniment 
probable  que  ce  procédé  est  celui-là  même  qui  suggérera  à  Bernoulli  sa 
découverte;  et  lorsque  Lagrange,  dans  sa  Mécanique  analytique,  le  pro- 
posera comme  un  moyen  propre  à  établir  le  principe  des  déplacements 
virtuels,  il  ne  fera,  sans  doute,  que  reprendre  la  méthode  de  l'inventeur. 
En  sorte  que  le  principe  formulé  par  Descartes  renferme  d'une  façon  im- 
plicite, mais  toute  prochaine,  l'axiome  duquel  nous  savons  aujourd'hui  dé- 
duire toutes  les  lois  de  la  Statique. 

*  La  Statique  de  Descartes  est  donc  le  fruit  mûr  qu'a  produit  une  longue 
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GIBBS  (J.  Wii.land).  —  Ei.ewkxt.irï  Pmxciplrs  in  5tatistic.il  Meciiamcs, 

TlEVELOl'ED  WITII    E8PKCUL    ItKFKHLNIX   TÙ    THE    HvTIO\4L    POINIIATIONS   OV 

Tmer»o»vsavu:s,  Yak  liiccntcnniul   l'ultlicaliuns.  New-York,  Se  ri  bue  r 
and  Sons;  Londoii,  Arnold;  njo*. 


Peul-ôlre  les  lecteurs  du  Itnlletin  ne  s'étonneront-ils  pas  trop 
de  l'époque  tardive  à  laquelle  ils  liront  le  compte  rendu  des  Elu- 
mcnlary  l'rinciplcs.  Non  seulement  (est-il  licsoiu  de  le  dire?)  eu 
livre  n'est  point  de  ceux  que  l'on  analyse  hâtivement;  mais,  d'autre 
part,  les  questions  qu'il  traite  ont  été  vivement  agitées  dans  ers 
derniers  temps;  les  idées  défendues  par  Gibbs  ont  fait  l'objet  de 
nombreuses  controverses;  les  raisonnements  par  lesquels  il  les  a 
appuyées  ont,  eux  aussi,  subi  la  critique.  11  nie  [tarait  intéressant 
d'étudier  son  œuvre  à  la  lumière  de  ces  controverses  et  en  discu- 
tant ces  critiques. 

Gibbs  craignait  que  sa  Mécanique  statistique  ne  semblât  trop 
physique  aux  mathématiciens,  trop  mathématique  aux  physiciens. 
Nous  ne  ferons  qu'énoncer  un  truisme  en  disant  que  ce  scrupule 
exprime  une  des  qualités  précieuses  de  l'Ouvrage.  La  nécessité 
d'associer,  de  la  manière  la  plus  intime  possible,  deux  branches 
de  la  Science  qui  s'étaient  trop  longtemps  perdues  do  vue,  n'est 
plus  à  démontrer,  et  il  faut  espérer  qu'elle  continuera  à  être  com- 
prise- 

En  fait,  les  physiciens  ont  déjà  apprécié  le  livre  de  Gibbs  et 
l'ont  utilisé.  On  ne  saurait  mettre  eu  doute  son  importance  au 
point  de  vue  des  mathématiciens.  Ceux-ci  connaissent  encore 
insuffisamment  les  théories  cinétiques,  où  il  semble  que  leur  ac- 
tivité pourrait  si  utilement  s'exercer.  Non  seulement  ils  ont  besoin 
d'y  être  initiés;  mais  il  ne  leur  est  pas  indifférent  d'y  être  intro- 
duits par  un  des  leurs,  d'y  trouver  un  guide  qui  d'abord  s'appelle 
(îibbs  Cl,  ensuite,  leur  parle  leur  propre  langue  :  un   sait  qu'à 

Hull.  (les  Scicncct  mtitltcm.,  j*  strie,  r.  \\V  (Juin  i<M>.)  n 
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cetle  fusion  des  différentes  branches  de  la  Science  dont  nous  r  si 
pelions  tout  à  l'heure  l'importance,  la  discordance  des  points     £Jé 
vue  auxquels  elles  se  placent  et  la  différence  des  éducations  qu'e?/^^ 
supposent  sont  un  obstacle  souvent  plus    sérieux   que  la  mulli" 
plicité  des  connaissances  qu'elles  embrassent. 

La  Mécanique  statistique  est,  en  somme,  une  question  pure- 
ment  mathématique.  Elle  n'est  autre  chose  que  l'application  du 
calcul  des  probabilités  à  la  mécanique,  que  la  dynamique  d'un 
grand  nombre  de  systèmes  régis  (dans  le  cas  le  plus  simple)  par 
les  mêmes  équations,  mais  avec  des  circonstances  initiales  diffé- 
rentes. Ce  qui  est  observable  et,  par  conséquent,  important,  c'est 
la  valeur  moyenne  de  telle  ou  telle  quantité,  fonction  de  l'état  du 
système.  A  cetle  recherche,  on  substitue,  avec  Maxwell,  celle  du 
nombre  de  systèmes  pour  lesquels  la  quantité  ainsi  envisagée  est 
(à   un   instant  donné  quelconque)   comprise  entre    des   limites 
données.  Ce  nombre  sera,  en  général,  très  grand,  si  grand  que, 
par  un   raisonnement  logiquement  absurde,   fécond  et  rarement 
trompeur  en  fait  (du  moins  lorsqu'on  n'entend  pas  le  poursuivre 
jusque  dans  ses  dernières  conséquences),  on  applique  la  loi  des 
grands  nombres,  même  lorsque  les  limites  dont  il  s'agit  sont  infi- 
niment rapprochées. 

Que  seront,  individuellement,  les  systèmes  S  auxquels  s'appli- 
queront ces  considérations?  Gibbs,  à  l'exemple  de  plusieurs  de 
ses  prédécesseurs,  fait  abstraction  de  toute  supposition  particulière 
à  leur  égard  :  il  part  des  équations  canoniques  d'Hamilton  sous 
leur  forme  la  plus  générale,  avec  les  coordonnées  de  position  qiy 
qij  -  •  •?  qn  et  les  moments  généralisés  pt,  y>2,  . . .,  pn  substitués 
aux  vitesses. 

11  y  a  là  autre  chose  qu'une  généralisation  toute  théorique.  D'une 
part,  on  ne  sait  encore  Irop  sous  quelle  forme  on  arrivera  à  se  re- 
présenter ces  éléments  matériels  ou  électriques,  dont  les  évolutions 
compliquées  seront  chargées  de  rendre  compte  des  propriétés  des 
corps  naturels. 

D'autre  part,  les  principes  de  la  mécanique,  eux-mêmes,  sont 
en  train  de  se  recodifier  :  voici  que  la  masse  n'est  plus  une  con- 
stante, mais  une  fonction  de  la  vitesse.  Une  seule  chose  semble 
devoir  subsister.  Les  nouvelles  équations  pourront,  comme  les 
anciennes,  être  déduites  du  calcul  des  variations;  la  nouvelle  mé- 
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canique  admettra,  elle  aussi,  un  principe  de  moindre  action,  que 
Ton  s'est  déjà  occupé  de  formuler  (*  ). 

Or  cela  suffit  pour  que  les  équations  canoniques  continuent  à 
être  valables. 

Gibbs  les  considère  d'une  manière  presque  exclusive  :  il  ne  fait 
jouer  qu'un  rôle  tout  épisodique  au  cas  particulier  où  il  s'agit  de 
points  matériels  isolés.  Par  là,  son  travail  gagne  singulièrement  en 
importance.  11  gagne  aussi  en  simplicité  :  j'entends  cette  vraie 
simplicité  qui  consiste  à  débarrasser  la  question  de  tous  les  élé- 
ments inutiles.  Je  ne  crois  pas  qu'une  autre  forme  d'exposition  soit 
aussi  propre  à  montrer  aux  mathématiciens  ce  qu'ils  ont  surtout 
intérêt  à  savoir  :  la  voie  qu'ils  doivent  suivre  pour  le  progrès  de 
cette  théorie  qui  est  de  leur  domaine  et  qui  s'est  fondée  sans  leur 
concours.  A  la  lecture  des  Elementary  principles,  cette  voie  se 
dégage  clairement  :  c'est  le  développement  des  principes  que  la 
théorie  générale  des  équations  différentielles  et  la  mécanique  ana- 
lytique doivent  à  M.  Poincaré. 

Tout  d'abord,  la  notion  tf  invariant  intégral,  qui,  dans  les 
Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  a  reçu  les  belles  ap- 
plications que  l'on  sait,  a  élé  mise  dès  l'abord  à  la  base  de  la  mé- 
canique statistique.  Les  trois  premiers  Chapitres  de  l'Ouvrage  qui 
nous  occupe  sont  un  commentaire  de  cette  double  proposition  : 

i°  L'unité  est  un  multiplicateur  des  équations  canoniques; 
i°  On  connaît  donc  un  invariant  intégral  de  ces  équations. 

Cet  invariant  intégral  est  le  volume  dans  la  terminologie  de 
M.  Poincaré.  Gibbs  lui  donne  le  nom  d'extension  en  phase.  Une 
phase  est  un  état  du  système  S,  caractérisé  par  sa  position  et  ses 
vitesses,  autrement  dit,  par  les  valeurs  de  qK,  q2>  . ..,  qn\  P\>  •  ••? 
p„  et  que  l'on  peut,  par  conséquent,  représenter  par  un  point  dans 
l'espace  E2/l,  à  a/i  dimensions.  11  arrivera  d'ailleurs,  en  général, 
que  ce  point  ne  pourra  pas  occuper  une  position  absolument  quel- 
conque dans  l'espace  E2/l,  mais  devra  se  trouver  dans  une  certaine 
région  limitée  R0  de  cet  espace.  L'extension  en  phase  est  relative 


(  •  )   Voir,  entre  autres,  deux  Notes  récentes  présentées  à  l'Académie  des  Sciences 
tj«-  Paris,  Tune  par  MM.  E.  cl  l'r.  Cosscrat,  l'antre  par  M.  Langevin. 
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à  une  portion  quelconque  R  de  R0  :  c'est  Pinlégrale 


/  /""•  /  dqx...dqadp\...dpm. 

%      »  •   R 


Si  Ton  donne  la  position  du  point  représentatif  au  temps  f,  on 
détermine  implicitement,  par  cela  même,  sa  position  à  un  autre 
instant  quelconque  /'.  Si  Ton  prend,  pour  le  premier  point,  suc- 
cessivement chacun  de  ceux  de  la  région  R,  le  second  point  dé- 
crira une  nouvelle  région  R'.  Celle-ci  a  même  extension  en  phase 
que  la  première  :  l'extension  en  phase  est  invariante  dans  le  temps 
^sur  une  même  série  de  trajectoires >. 

Mais  Gibbs  attire  l'attention  sur  une  autre  propriété  que  possède 
ce  mémo  svmbole  et  qui,  moins  remarquable  sans  doute  que  la 
première,  n'en  est  pas  moins  des  plus  importantes.  L'extension  en 
phase  est  aussi  invariante  par  rapport  au  système  de  coordonnées 
cmploxé.  Quel  que  soit  le  choix  des  </:»  du  moment  que  les  pi  sont 
choisis  en  conséquence,  les  extensions  en  phase  sont  conser\ées. 
On  peut  donc  parler  de  rcfïc-ns  -.!**  /!*:.•'! :■/ Ms* /m t'itf  équivalentes  (  *  ) 
de  l'espace  à  j  n  dimensions,  ce  qui  n'aurait  pas  de  sens  absolu 
suas  la  propriété  d'imarianec  dont  no:; s  jurions  ce  qui  n'aurait 
aucun  sens,  par  exemple»  si  les  équations  n 'étaient  pas  eano- 
n:q.;c>  \ 

On  peut  aller  plus  îo:n  li:;-:»s  op:e  sur  es  lositions  seules, 
ou  >ur  Ses  \itesscs  seules.  cc::::ve  v.  a  ;p"v  sur  ^ensemble  des 
lieux.  1.  reut  a:u>:  o.»tt:.:r  une  rj?:?~.>..  i  .■-.  •.  :;.-\fcw  et  une  ejrten- 
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région  donnée  R  de  l'espace  E2/z)  par  l'intégrale 

/    /•••   /   Ddql,..dqndpi...dpn, 

où  D est  une  fonction  des  q  et  des/?,  la  densité  en  phase.  La  con- 
naissance de  la  valeur  de  D  en  fonction  de  qt ,  . . .,  qn  ;  p% ,  . . .,  pn 
donne  la  distribution  absolue  des  systèmes  donnés  entre  leurs 
différentes  phases.  En  général,  la  distribution  relative,  propor- 
tionnelle, intervient  seule,  et  il  suffit  d'étudier,  N  étant  le  nombre 
total  des  systèmes  S,  le  quotient 

P  =  D/N 

ou  coefficient  de  probabilité,  la  probabilité  en  phase  étant  l'in- 
tégrale 

/  /  "  *  *  /  ^^qt-.  'dqndpi...dpn. 
Enfin,  la  quantité 

7)  =  l0gP 

est  Y  indice  de  probabilité. 

L'équilibre  moyen  d'un  ensemble  de  systèmes  S  tel  que  celui 
que  nous  considérons  (ou,  plus  généralement,  le  régime  permanent) 
correspond  à  un  équilibre  statistique,  caractérisé  par  ce  fait  que 
la  distribution  en  phase  est  indépendante  du  temps. 

Toutes  les  quantités  que  nous  avons  définies  plus  haut,  proba- 
bilité en  phase,  coefficient  de  probabilité,  indice  de  probabilité, 
qui  sont  invariantes  dans  le  temps  sur  chaque  trajectoire,  sont  des 
intégrales  des  équations  différentielles.  La  condition  d'équilibre 
statistique  est  que  ces  intégrales  ne  contiennent  pas  t. 

Gibbs  considère,  en  particulier,  la  distribution  dans  laquelle 
Tindice  de  probabilité  est  une  fonction,  et  même  une  fonction 
linéaire,  de  l'intégrale  la  plus  simple,  l'énergie  :  c'est  la  distri- 
bution canonique,  qu'il  introduit  ainsi  a  priori  (et  qui,  d'après 
ce  qui  précède,  reste  telle  dans  tout  système  de  coordonnées). 

La  probabilité  en  phase  est-elle,  en  réalité,  une  fonction  de 
l'énergie  seule?  C'est,  on  le  sait,  une  des  questions  qui  ont  été 
le  plus  fréquemment  discutées  dans  cette  théorie.  Gibbs  montre 
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t.omm<-t»l  ':lle  *e  pov*.  \ln  eiemple  4 impie  fait  voir  que,  au  moins 
'/  priori,  de*   intégrale*   autres  que  l'énergie  peuvent  jouer  le 
tfiffnf  rôle  t\  rA%\cr  le*  valeurs  de  la  probabilité  en  phase.  Il  soffil 
de  considérer  t\r.%  point*  matériels  placés,  soit  dans  nne  sphère 
dormit?,  soit  f  c'est  le  cas  considéré  par  Gibbs)  entre  deux  sphères 
limite*,  f  Je  dernier  résultat  s'obtient  pour  Gibbs,  en  faisant  inter- 
venir des  forces  centrales  attractives  ou  répulsives  suffisamment 
intenses;  on  peut  aussi  imaginer  que  ces  sphères  soient  des  parois 
solide*   le  long  desquelles  les  points  considérés  se  réfléchissent 
(élimliqucfucut).   l/hypollirsc  de  Gibbs  a  l'avantage  de  faire  in- 
tervenir des  vi  brillions  qui  offrent  une  certaine  analogie  avec     'a 
théorie  des  rudititions.  Mais,  dans  run  ou  l'autre  cas,  les  moments 
eiuéliqiie*  pur  rupport.  à  (rois  axes  rectangulaires  issus  du  centre 
«mil  couniiiiiN  pour  chaque  point  :  rien  n'empêchera  de  concevoir 
lu  prohiihilito  en  phase  comme  dépendant,  non  seulement  de  Fermer- 
pe,  mnix  encore  do  ces  trois  moments  ou  du  moins  (si  Ton  reul 
H;iii\o£uiilrr  l'itotropic  do  IVusomblo)  do  la  somme  de  leurs  carrés* 
Hicn  no  %\\\  mémo  que  los  choses  ne  se  passent  pas  de  façon  p  l*15 
lompliquce  encore.  Tout  ce  que  Ton  peut  dire  en  considérant  ?    c 
/v  ip>7.  \a  probabilité  en  phase,  comme  une  fonction  régulière     cst 
quelle  eonMiliie  une  intégrale  uniforme  des  équations  de  la    <3jfm 
nannqnc.  M.n\  1".-,  »;;'.• }•>;<{<  n\i  pas  ici  le  même  sens  que  dans    I^5 
ivi  heiN  hc*  *îc  M.  IVinc^iv,  pui>qu  il  no>"asil  plus  nècessaircni^*1' 
.li    <pïw  i;or.*  an,iNiji]r,rv.  Y\  c  *er.v.l  encore,  cependant,  de  na t.** ** 
'.  ^\  *ii%  .r.e\v  *îY.ec  m.  p.:.'  w  np.ai.ic  \.i  catégorie  des  expressions 

t  %  \   i  '  i  ■•  i  •    i   v    p,*  i;  ;      [ 

m 

\^*::,  -i  :■:;   n- ,\!,'  ..,   ,.-*.-     ;-. ,    :.   ,«.  .v  :.    : .ir>." . >. -p..  nmis  ne  po^*5*"" 

..■  ■•*.  i|î.  !.i^    j^pp;».  •*  ;-,w.  .    .v  ;  ■  ,-  ■■'■■:   ..  i.  ,n:  en  pont  juger  «**"" 

■  <    v-.  •       .v  ■•.-■i  *  .v       \     ■  p.  v  -.-;     ,-><  4-..;it  ;?uc  M.  roîncarc 

'.■''.■  x  ■  ^  ':       1  '  i. ji^c^  ce  lhéon"*in'« 


«•  v     «.  v  ,»t  ■«■    ■  .i  «.  .i       ii      .  .^„  m.-h;.    en   mènera 

*  ■  >•    -  *  •  i  •        ■        :  i  i  i  :  i 


l.  Ii 


•  ■ï»;    roiircsrntalifM 
*  vs         '  *     '    ■*     ■   i  -    «    ' n:<inacc  i  an$si 


^4      •'      ,     •iCCIIpi-r.   l*s 

t  s  .-r.<iuii  eu  phisc 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  167 

S*  1«  point  M  pouvait  s'approcher  de  M0  dans  toute  direction 
togent  e  à  la  multiplicité  e  =  const.  (e  désignant  l'énergie),  il  n'y 
tirait,  point  d'autre  intégrale  uniforme  possédant  des  dérivées  par- 
îeiles  cjue  l'intégrale  des  forces  vives.  Si  M  pouvait,  dans  le  cours 
lu  mouvement,  passer  infiniment  près  de  tout  point  de  cette 
même  multiplicité,  l'intégrale  des  forces  vives  serait  la  seule  inté- 
grale continue. 

*-^  *i'est  pas,  bien  entendu,  ce  qui  a  lieu  dans  l'exemple  choisi 
tout  4  l'heure.  Mais  n'en  est-il  pas  autrement  dans  des  problèmes 
moins  particuliers?  Celte  question,  de  pur  calcul  intégral,  reste 
sans  solution  mathématique.  Les  physiciens  sont  obligés  de  la  dis- 
îutei»  comme  bien  d'autres  (voire,  de  l'aborder  expérimentalement, 
insi  cjue  l'a  fait  Lord  Kelvin),  sans  attendre  notre  jugement  sûr, 
oai  s    j>ar  tr0p  tardif. 

^pi*és  avoir  indiqué  que  la  distribution  canonique  peut  ne  pas 
tre  la  seule  imaginable,  Gibbs  retourne  à  cette  distribution  cano- 
,(I**c,  pour  y  mettre  en  évidence  les  propriétés  que  possède  le 
oe*fioient  de  e  dans  l'expression  linéaire 


*•  =  — 


£ 


'{iii  représente  l'indice  de  probabilité  r^)  ou  plutôt  l'inverse  8  de 
Coefficient.  Ces  propriétés  sont  toutes  analogues  à  celles  de  la 
n*f*é rature  absolue.  Par  exemple,  la  quantité  8  se  comporte 
111 'île  la  température  dans  le  mélange  de  deux  ensembles,  et, 
%l°ut,  elle  donne  lieu,  lorsqu'on  la  multiplie  par  dt  et  qu'on 
***>  compte,  s'il  y  a  lieu,  des  forces  extérieures,  à  une  équation 
te  semblable  à  celle  que  donne  le  principe  de  Garnot.  Le  rôle 
*  entropie  (changée  de  signe)   est  alors  joué   par  la  valeur 
?enne  r\  de  l'indice  de  probabilité. 
est  seulement  à  ce  moment  que  sont  introduites  les  notions, 
tîonnées  tout  à  l'heure,  d'extension  en  configuration  et  d'ex- 
on  en   vitesse  et,  comme   conséquence,    l'élude  des  valeurs 
-nnes  (ainsi  que  des  anomalies  correspondantes)  qui  se  rap- 
nt  non  plus  seulement  à  l'énergie  totale,  mais  à  l'énergie  ci- 
jue  et  à  l'énergie  potentielle,  considérées  isolément. 
»  quantités  8,  —  tj,  que  nous  avons  vues  jouer  respective- 
dans  une  distribution  canonique,  le  rôle  de  la  température 
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et  celui  de  l'entropie,  sont-elles  seules  susceptibles  de  corres- 
pondre à  ces  deux  notions?  Et,  si  la  distribution  cesse  d*être  ca- 
nonique, sommes-nous  sûrs  que  l'entropie  sera  encore  (aux  signes 
près)  la  valeur  moyenne  de  l'indice  de  probabilité? 

La  réponse,  au  moins  sous  réserve  de  considérations  nouvelles, 
est  négative.  On  peut  former  d'autres  expressions  de  formes  diffé- 
rentes, coïncidant  d'ailleurs  avec  les  premières  dans  le  cas  de  la 
distribution  canonique  et  possédant,  elles  aussi,  les  deux  propriétés 
auxquelles  nous  avons  trouvé  plus  haut  une  analogie  thermody- 
namique. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  Gibbs  considère  toutes  les  phases 
pour  lesquelles  l'énergie  est  inférieure  à  une  certaine  quantité  c. 
L'extension  en  phase  V  de  l'ensemble  des  étals  ainsi  définis  est 
une  certaine  fonction  de  e,  dont  la  dérivée  est  désignée  par  c*. 

Il  est  clair  que  les  fonctions  V  et  4>  de  l'énergie  e  ont  une  im- 
portance toute  particulière.  Leur  introduction  dans  l'étude  d'un 
ensemble  canonique  revient  à  classer  les  systèmes  S  dont  il  se  com- 
pose d'après  leurs  énergies,  à  le  décomposer,  autrement  dit,  en 
parties  dont  chacune  contient  les  systèmes  pour  lesquels  cette 
énergie  est  comprise  entre  des  limites  données.  Si  ces  limites  sont 
suffisamment  rapprochées,  on  peut  regarder,  dans  l'intervalle 
qu'elles  déterminent,  l'énergie  comme  constante,  et  l'ou  a  la  dis- 
tribution que  Gibbs  appelle  microcanonique,  sorte  d'élément  de 
la  distribution  canonique. 

Ce  sont  des  combinaisons  diverses  des  fonctions  V  et  4>  qui, 
dans  le  cas  de  la  distribution  microcanonique,  puis  même  (par  la 
considération  de  leurs  valeurs  moyennes)  en  dehors  de  ce  cas» 

fournissent  des  quantités  subsliluables  à  <I>  et  à  —  r\. 

Il  reste  à  traiter  la  question  la  plus  importante  et  la  plus  dél 
cate  que  soulève  cette  étude  de  la  distribution  en  phase.  Que  d 
vient  cette  distribution  au  cours  du  mouvement,  lorsqu'on  p 
d'un  état  quelconque  :  tend-elle,  par  exemple,  à  se  rapprocher 
la   distribution    canonique  ou  d'une  distribution  présentant 
propriétés  analogues? 

C'est,  en  somme,  la  question  vitale  pour  les  théories  cinétique 


s» 


l.e   paradoxe  qui  s'y  rattache  ci  qui  semble,   au   premier  aboi  cJ, 
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ruiner  par  avance  toute  théorie  de  celte  nature  est,  en  effet,  le 
suivant.  Comment,  en  partant  d'équations  de  la  dynamique,  toutes 
réversibles,  parviendra- t-on  à  des  lois  irréversible*,  à  la  crois- 
sance de  l'entropie? 

Gibbs  se  demande  donc  (après  avoir  établi  une  série  de  pro- 
priétés de  minimum  qui  doivent  jouer  un  rôle  essentiel  dans  cette 
étude)  ce  que  devient  le  mouvement  lorsqu'on  le  considère  à  de 
longs  intervalles  de  temps.  Il  commence  par  indiquer,  à  cette  oc- 
casion, le  théorème  de  M.  Poincaré  sur  la  stabilité  à  la  Poisson 
aucjiael  nous  faisions  allusion  un  peu  plus  haut. 

contradiction  apparente  qu'il  s'agit  d'élucider  est  ensuite 
?c,  sous  une  forme  nouvelle  et  plus  frappante  encore  que  celle 
qui  a  été  rappelée  tout  à  l'heure.  Celte  entropie  qui  doit  être 
croissante,  les  calculs  précédents  conduisent,  comme  le  veut 
d  ailleurs  la  théorie  de  M.  Bollzmann,  à  la  rattacher  à  la  valeur 
ino3renne  de  l'indice  de  probabilité.  Or  nous  savons  que  cet  indice 
es*  oonstant  dans  le  temps.  Comment  sa  valeur  moyenne  pourra- 
l~^Hc5  varier  de  quelque  manière  que  ce  soit? 

*— ^  comparaison   employée    par   Gibbs  montre   avec  évidence 
0rr*  rnent  des  singularités  de  cette  nature  s'introduisent  nécessai- 
erri^nt  dans  l'application  des  considérations  statistiques  à  des 
'^s^èmcs  dont  les  différentes  parties  se  mélangent  entre  elles. 

^oit  un  vase  de  forme  cylindrique  (dont,  pour  simplifier,  on 

'  0|Jrra  considérer  exclusivement  une  section  droite),  cl  supposons 

vase  rempli  de  deux  liquides  A  et  B  de  telle  manière  qu'à  l'ori- 

**    ****   des  temps  ces  liquides  soient  distribués  par  secteurs  :  par 

.       ^^ïiplc,  deux  diamètres  perpendiculaires  seront  supposés  diviser 

_     ^^rcle  en  quatre  parties  dont  deux  opposées  contiendront  exclu- 

%  ^tnent  du  liquide  A  et  les  deui  autres  du  liquide  B. 

**Yiaginons  maintenant  que  les  différentes  couches  circulaires 

*  >   ***ttntriqucs  dont  est  composé  le  milieu  soient  animées  chacune 

^  ^  ^J_**  mouvement  de  rotation,  mais  avec  des  vitesses  angulaires 


ircnles.  Si  nous  suivons   dans  son  mouvement  une  portion 
^lconquc  du  liquide  A,  par  exemple,  son  volume  ne  changera 
^       *-%  et  sa  densité  restera  également  invariable.  La  connexion  de 
Volume  ne  sera  même  modifiée  à  aucun  moment. 


^  ...      ^— ependant,  une  portion  déterminée  quelconque  de  l'espace  in- 
«ir  au  vase,  si  petite  qu'elle  soit  et  qui,  ù  l'origine,  renfermait 


i7o  lMlKMIÊKli  l'AKTIE. 

exclusivement  du  liquide  A  ou  du  liquide  B,  renfermera,  pour  peu 
qu'on  suive  le  mouvement  pendant  un  temps  suffisamment  pro- 
longé, un  mélange  des  deux  fluides,  mélange  sensiblement  homo- 
gène ('  )  pour  t  suffisamment  grand.  En  particulier  la  densité,  tout 
invariante  qu'elle  soit,  ne  sera  plus  nulle  part  celle  de  A  ou  cette 
de  B,  mais  aura  pris  une  valeur  intermédiaire. 

Si  l'on  suit  le  mouvement  à  partir  de  l'origine,  on  verra  cet-1® 
densité  s'égaliser;  l'homogénéité  du  liquide  (et  il  est  clair  qu***1* 
pourrait,  de  bien  des  manières,  définir  un  nombre  qui  serve   *^e 
mesure  à  celle  homogénéilé)  ira  d'une  manière  générale  croï^- 
sanl. 

Le  parallélisme  esl,  on  le  voit,  complet  avec  le  phénomène  q 
est  en  question  pour  la  quantité  rn  et,  plus  loin,  Gibbs  sera  co 
duil  à  préciser  et  à  montrer,  comme  Boltzmann,  que  cette  quanti  •"' 
doit  être  décroissante. 

Seulement,  comme  l'a  remarqué  M.  Brillouin,  il  ne  faut  pas  ^^ 
hàlcr  de  se  féliciter  de  la  concordance  qui  existe  entre  les  résultat^ 
des  deux  auteurs.  Ils  ont,  en  réalité,  des  sens  différents,  et  l'o*1 
pourrait  même  être  tenlé  de  les  regarder  comme  presque  contra" 
dictoires. 

L'analyse  de  M.  Boltzmann  (2)  repose  essentiellement  sur  l'in- 
tervention des  chocs  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'elle  soit  valable  est  que  ces  chocs  se  produisent  en  grand 
nombre  :  il  en  résulte  même  qu'elle  peut  être  applicable  dans  un 
intervalle  de  temps  très  court,  si  le  nombre  des  molécules  esl  assez 
considérable  pour  cela. 

(jibbs  ne  considère  pas  les  chocs  :  nous  sommes  arrivé  au 
XIIe  Chapitre  de  son  Ouvrage  sans  qu'il  y  ait  fait  la  moindre 
allusion.  Ses  démonstrations  concernent  des  ensembles  composés 
de  systèmes  sans  action  les  uns  sur  les  autres,  ensembles  différents, 
par  conséquent,  de  ceux  de  Boltzmann.  Kllcs  font  intervenir,  au 
lieu  des  chocs,  des  phénomènes  de  mélange  analogues  à  ceux  aux- 
quels nous  avons  fait  allusion  tout  à  l'heure  pour  le  cas  des  li- 
quides. Ouel  que  soit  le  nombre  des  systèmes,  elles  ne  s'appliquent 
qu'à  un  intervalle  de  Icmps  /' — t  relativement  long,  assez  long 


(')  Ou,  ti ii  moins  dont  la  densité  n'est  fonction  que  de  la  distance  au  centre. 
(    )   Voir  Lirons  sur  la  théorie  dr*  f;az.  I.  I. 
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pour  que  deux  systèmes  S  très  voisins  au  temps  t  puissent  corres- 
pondre, au  temps  t7,  à  des  points  représentatifs  très  différents,  ou 
inversement. 

Malgré  cela,  nous  verrons  plus  loin  que  l'identité   des  deux 
conclusions  n'est  probablement  pas  fortuite,  qu'elle  est,  au  con- 
traire, dans  la  nature  des  choses.  Mais  ceci  nous  amène  à  un 
sujet  important,  aux  objections  qu'à  l'exemple  de  M.  Brillouin  (  *  ) 
beaucoup  de  physiciens  ont  opposées  à  ces  idées  de  Gibbs  et  de 
Bolizmann. 

Il    est  reproché  tout  d'abord  a  la  démonstration  de  M.  Boltz- 

nriann  de  ne  considérer  l'effet  des  chocs  que  sur  les  vitesses  et  de 

supposer  constamment  l'homogénéité  parfaite  en  ce  qui  regarde 

les     |>ositions,   alors  que  cette  homogénéité  (à  supposer  qu'elle 

existât  à  un  instant  quelconque)  serait  manifestement  détruite  aux 

instants  suivants  par  le  mouvement  lui-même.  On  introduirait 

****si  constamment  l'inorganisation  parfaite  (à  savoir,  l'homogé- 

itéilê)  à  un  point  de  vue,  et  c'est  ainsi  qu'au  bout  du  compte  cette 

inorganisation  paraîtrait  être  la  tendance  générale  du  mouvement, 

tendance  qui  n'existerait  nullement  en  réalité.  En  un  mot,  l'ana- 

wgîede  Bollzmann,  radicalement  fausse,  ne  serait  pas  une  réponse 

*U  contradiction  signalée  plus  haut. 

M.  Brillouin  écarte  à  plus  forte  raison  le  raisonnement  de  Gibbs, 
image  plus  grossièrement  approchée  de  la  réalité  que  celui  de 
Boltzmann  et  qui  même,  nous  l'avons  vu,  porte  sur  des  phéno- 
mènes essentiellement  différents. 

Je  serais,  pour  ma  part,  tenté  de  donner  raison  à  Gibbs  et  à 
Bollzmann  contre  mon  savant  ami  M.  Brillouin.  Je  vais  essayer  ici 
d'expliquer  pourquoi  et  de  faire  à  sa  critique  pénétrai] le  une  ré- 
ponse que  le  lecteur   ne  s'étonnera  sans  doute  pas  de  trouver 
longue. 

Remarquons  d'abord  que  la  question  est  double.  La  conclusion 
contestée  se  compose  de  deux  parties,  une  négative  et  une  positive. 
Elle  exprime  : 

1"  Que  l'objection  tirée  de  la  réversibilité  des  équations  du  pro- 


(■)  Notes  pour  la  traduction  française  des  Leçons  sur  la  théorie  des  gaz  de 
Boltzaann,  Paris,  Gaulhier-Villars,  ic)oi-i«jo5. 
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blèmc  n'est  pas  valable,  qu'elle  ne  prouve  pas  l'impossibilité  de 
lois  finales  irréversibles  ; 

2°  Qu'en  fait,  de  telles  lois  irréversibles  existent,  et  qu'une 
certaine  quantité  (dont  on  donne  l'expression)  va,  en  général,  en 
croissant. 

Or,  tant  qu'on  se  borne  à  affirmer  la  première  partie,  c'est-à- 
dire  à  prétendre  que  la  seconde  est  possible,  il  ne  paraît  guère  y 
avoir  de  doute.  Dans  ce  cas,  en  effet,  il  importe  peu  que  les  rai* 
sonnements  présentés  correspondent  à  la  réalité  physique;  il  suf6t 
qu'ils  portent  sur  des  phénomènes  logiquement  concevables.  Dès 
lors,  les  déductions  de  Gibbs  et  de  Boltzmann  ne  sont  pas,  à  ce 
point  de  vue,  atteintes  par  les  objections  précédentes.  On  peut,  au 
reste,  se  dispenser  d'examiner  longuement  la  question  en  recou- 
rant aux  exemples  les  plus  simples,  tels  que  celui  des  projectiles, 
la  pesanteur  étant  considérée  comme  un  champ  de  forces  constant 
en  grandeur  et  en  direction.  Là  encore,  les  équations  du  problème 
sont  réversibles  et,  cependant,  si  un  certain  nombre  de  tels  pro- 
jectiles sont  lancés  au  hasard,  qui  doutera  que,  d'une  manière 
globale,  ils  n'aillent  en  descendant? 

Soit  encore  un  système  sans  forces  accélératrices  dépendant  de 
deux  paramètres  /?,  0,  et  dont  la  force  vive  est  donnée  par 

cft\* 


.t-/w(3)"*Mï) 


Supposons  que  /(p),  mais  non  3>(p),  soit  très  grand  pour  p 
voisin  d'une  certaine  valeur  p0  et  très  petit  partout  ailleurs.  Alors 
toute  trajectoire  de  ce  système  restera,  sauf  pendant  des  inter- 
valles de  temps  très  petits  et  très  éloignés,  au  voisinage  de  la 
ligne  p  =  p0.  Dès  lors,  la  différence  |  p  —  p0  |  sera,  en  général,  dé- 
croissante pour  tout  intervalle  de  temps  non  très  petit,  si  elle 
n'est  pas  initialement  très  petite.  Il  est  clair  qu'un  tel  résultat 
n'est  irréversible  qu'en  apparence;  il  lient  évidemment  à  ce  que 
les  régions  du  plan  (p,  0)  non  1res  voisines  de  p  =  p0  doivent  être 
considérées  comme  très  petites  au  point  de  vue  du  problème  ac- 
tuel :  il  y  aurait,  autrement  dit,  lieu  de  définir  ici,  d'une  manière 
plus  ou  inoins  analogue  ù  celle  qui  a  été  mentionnée  plus  haut, 
des   régions  dynamiquement  équivalentes,   et   cette  définition 


COMPTES  KËNUUS  UT  ANALYSES.  i73 

sérail  1res  différente  de  la  définition  géométrique.  Nous  trouverons 
d'ailleurs  plus  loin  le  point  précis  par  lequel  pèche,  dans  des 
exemples  de  cette  espèce,  l'objection  générale. 

Employons  auparavant  une  autre  comparaison  plus  lointaine  en 
apparence,  beaucoup  plus  exacte,  cependant,  à  mon  avis.  Consi- 
dérons ce  qui  se  passe  lorsqu'on  bat  un  jeu  de  cartes.  C'est  ce  que 
Ton  faille  plus  généralement  par  une  série  de  coupes  successives, 
l'opération  élémentaire  consistant  à  diviser  le  jeu,  d'une  manière 
arbitraire,  en  trois  parties  et  à  intervertir  l'ordre  de  deux  consécu- 
tives d'entre  elles.  Il  est  clair  qu'une  telle  manière  de  procéder 
est  parfaitement  réversible.  Cependant,  il  est  non  moins  évident 
qu'elle  tend  à  une  certaine  régularisation  du  jeu.  Si,  par  exemple, 
une  fois  les  cartes  battues,  nous  trouvions  toutes  les  rouges  d'abord 
et  toutes  les  noires  ensuite,  nous  croirions  à  une  fraude.  On  peut 
mesurer  cette  régularisation  par  un  nombre.  Considérons,  pour 
fixer  les  idées,  le  nombre  V  de  cartes  rouges  suivies  d'une  noire. 
Il  est  aisé  de  calculer  la  valeur  moyenne  V0  et  V  pour  tous  les 
ordres  possibles  dans  lesquels  les  cartes  peuvent  être  rangées.  Si 
maintenant  on  part  d'un  jeu  donné  pour  lequel  V  a  une  valeur 
déterminée  V,  la  valeur  probable  de  ce  uombre  après  battage  se 
rapprochera  de  V0.  J'entends  par  là  que  si,  au  lieu  d'un  seul  jeu, 
nous  en  considérons  un  très  grand  nombre,  tous  identiques  entre 
eux  initialement,  mais  battus  de  toutes  les  façons  possibles  et  au  ha- 
sard, la  moyenne  des  valeurs  de  V  pour  ces  différents  jeux  sera 
comprise  entre  V  et  V0. 

Cette  opération  du  battage  est  tout  à  fait  comparable  aux  phéno- 
mènes qui  ont  lieu  pour  nos  systèmes  S,  même  lorsqu'on  reste  au 
point  de  vue  de  Gibbs.  La  position  P'  d'un  point  représentatif  au 
temps  tf  étant  une  fonction  pratiquement  discontinue  de  la  po- 
sition Pdu  même  point  au  temps  t,  lorsque  l'intervalle  t' —  t  est 
très  long  (c'est-à-dire  qu'un  changement  très  petit  de  P  produit 
un  changement  très  grand  de  P'),  tout  se  passe  comme  si,  P  étant 
donné,  P/  était  plus  ou  moins  indéterminé,  comme  si  la  donnée 
de  P  équivalait  au  lancé  d'une  roulette  dont  l'arrêt  marquerait  la 
position  de  P'.  Celte  roulette  fonctionnerait  aussi  parfaitement 
que  possible  si  l'indétermination  de  P'  était  absolue  (sauf  la  con- 
dition e  =  const.). 

C'est  l'hypothèse  dont  nous  avons  parlé  précédemment  et   sur 
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le  bien  fonde  de  laquelle  on  ne  peut  se  prononcer  avec  certitude. 
Maïs,  même  si  elle  était  inexacte,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
des  points  représentatifs  primitivement  rapprochés  les  ans  des 
autres  se  dispersent  avec  le  temps  et  que  notre  ensemble  de  sys- 
tèmes S  est  ainsi  battu. 

H  est  clair  également  que  les  chocs  agissent  dans  le  même  sens 
et  d'une  manière  beaucoup  plus  efficace  encore.  Xoas  voyons 
maintenant  comment  les  procédés  si  différents  de  Gibbs  et  de 
Boltzmann  peuvent  conduire  au  même  résultat.  C'est  ainsi  qoe  la 
valeur  moyenne  du  nombre  V  considéré  plus  haut  tendrait  encore 
vers  Y*  si  Ton  employait  pour  battre  les  cartes,  au  lien  du  procédé 
auquel  nous  avons  fait  allusion,  un  autre  quelconque  de  ceux  qoi 
sont  usités  dans  ce  but. 

Ceci  tient,  remarquons-le.  à  ce  que  ces  procédés,  si  différents 
qu'ils  puissent  être,  ne  favorisent  pas  une  permutation  plutôt 
qu'une  autre.  Il  fauJrait  donc  savoir  de  même,  dans  le  cas  de  dos 
systèmes  S.  quelles  sont  les  distributions  également  favorisées,  et 
leur  définition  dépendra  du  mode  de  battage.  Toutefois  Peieropie 
même  qui  précède  montre  que  cette  définition  pourra  être  lai 
même  pour  Jes  modes  de  ballade  très  différents. 

Passons  à  la  seconde  partie  de  la  thèse,  à  la  question  de  savoir 
si.  en  effet,  h  xaîeur  moyenne  de  l'indice  de  probabilité  chaDfçe 
Je  si^ne  est.  en  cènerj!.  croissante. 

Du  moment  que  M.  BoUzxiunn  est  obligé  d'attribuer  aux  fl*° 
Kcuies  d'autres   posit;ons  que  celle*  qu'elles  ont  en  réalité,  s^*11 
raisonnement  doit.  >i  s" ou  *eut  prendre  les  choses  à  la  lettre,  é^*rC 
considéré  comme  inexistant. 

Disons  t. -ut  de  su  île  que  Gibbs.  de  son  coté,  n'apporte  pas   €3 
démonstration  ric--"*urcu*e. 

Non  seulement  il  admet  l'absence  de  chocs,  mais  (si  j'ai  b"^ 
compris  son  raisonnement     il  ne  tient  pas  suffisamment  coflif* 
du  phenonnne  même  Je  mélange  sur  lequel  il  se  base.  Ce  pbé***^- 
mène  a.  en  effet.  jour  résultat,  me  scmble-t-il.  de  rendre  l'app 
cation  de   la    îo.    oc  s  grands  nombres  aux  extensions  en  pb^5^ 
nfiniment  petites     fondement  premier  de  toute  celte  anal*"^^ 
linon  douteuse  d:i  moins  |,!'.;s  délicate  que  la  brè%e  rédaction 
Gibbs  no  ie  comporterait.  l-j«  coîïv!u>ion  même  serait  de  nati»*"^ 
faire  mettre  en  *î   s:le  la  !'^-.:"m:u   di-  la  démonstration,  en  v*^* 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  175 

du  principe  qui  veut  trop  prouver  ne  prouve  rien.  Elle  n'admet, 
en  effet,  d'autres  cas  d'exception  que  ceux  011  il  n'y  a  pas  mélange, 
où  les  équations  différentielles  données  définissent  des  trajectoires 
toutes  stables  au  sens  de  M.  Liapounoff  :  l'inégalité  qui  exprime 
le  tliéorème  serait  alors  remplacée  par  une  égalité.  Or  il  y  a  lieu, 
*n  l'espèce,  de  prévoir  des  cas  d'exception  beaucoup  plus  étendus, 
correspondant  non  à  des  formes  particulières  des  équations  diffé- 
rentielles, mais  à  certaines  distributions  initiales  des  systèmes  S, 
et,  pour  lesquels  l'inégalité  serait  renversée. 

Mais,  si  nous  ne  nous  autorisons  pas  des  raisonnements  de  Gibbs 
ct  de  Boltzmann  pour  énoncer  une  affirmation  rigoureuse,  quelles 
présomptions  ces  raisonnements  créent-ils?  S'ils  sont  défectueux, 
dans  quel  sens  pèchent-ils? 

Devons-nous,  par  exemple,  croire  avec  M.  Brillouin  qu'en  in- 
troduisant l'homogénéité,  on  introduit  du  même  coup  l'inorgani- 
&*t.ion?  Je  ne  le  pense  pas.  Le  sens  du  mot  inorganisé  deman- 
derait à  être  défini;  mais,  en  tout  cas,  la  distribution  la  plus  inor- 
&<***i$ée  possible  n'est  pas   plus  la   distribution  homogène  que 
n  points  pris  au  hasard  sur  une  circonférence  n'ont  de  chance  pour 
e*«*e   les  sommets  d'un  polygone  régulier.   Pour  revenir  à  notre 
Co**i  parai  son  de  tout  à  l'heure,  un  jeu  de  cartes,  une  fois  battu, 
°u   les  rouges  seraient  toutes  réunies,  ainsi  que  les  noires,  serait 
SUspecl;  mais  un  jeu  où  il  y  aurait  alternance  parfaitement  régu- 
e**e  entre  les  unes  et  les  autres  ne  le  serait  pas  moins.  Si  (ce  qui 
e*t  certain)  une  distribution  homogène  des  systèmes  S  dans  l'es- 
Pa^eà  n  dimensions  à  un  instant  t  est  remplacée  aux  instants  sui- 
Va,*ts  par  une  distribution  non  homogène,  celle-ci  est,  selon  toute 
Vr^ïaemblancc,  beaucoup  plus  inorganisée  que  la  première.  Non 
Se**lemcnt,  si  erreur  il  y  a,  c'est  dans  le  sens  de  l'organisation, 
^•is  on  pouvait  être  presque  sûr,  a  priori,  qu'il  en  serait  ainsi. 
v-nie  erreur  de  celle  espèce  a,  en  effet,  toujours  pour  origine  le 
"^*ir  de  simplifier  le  raisonnement.  Or  simplifier,  en  Mathéma- 
llSue,  c'est  débrouiller  un  peu  le  chaos  des  hypothèses  possibles  : 
Cr*   tin  mot,  c'est  organiser. 

Vouant  à  une  définition  satisfaisante  de  l'inorganisation,  elle  est 
evidemmcnt  difficile  à  donner.  Je  proposerai,  faute  de  mieux, 
luneou  l'autre  des  deux  suivantes. 
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On  peut  d'abord  (')  considérer  comme  type  de  distribution 
inorganisée  l'ensemble  de  toutes  les  distributions  possibles  des 
systèmes  S.  Une  distribution  déterminée  D  serait  alors  dite  inor- 
ganisée si  elle  ne  se  distinguait  en  rien,  au  point  de  vue  de    /*i 
question  étudiée,  de  la  distribution  totale  dont  nous  venons    d* 
parler.  On  pourrait  donc,  dans  le  raisonnement,  substituer  cet  fc-e 
dernière  à  la  distribution  considérée  (par  exemple,  prendre,  pour 
valeur  d'une  quantité  qui  dépend  de  la  distribution  D,  sa  vale«-*r 
moyenne  dans  toutes  les  distributions  possibles),  et  c'est  la  po 
sibilité   de  cette  substitution  qui  exprimerait  le  caractère  ino 
ganisé  de  D. 

Dans  cette  conception,  une  distribution  pourrait  (conform 
ment  à  la  nature  des  choses)  être  considérée  comme  inorganisé* 
relativement  à  telle  question  et  comme  organisée  relativement  * 
telle  autre.  Cela  peut  être  le  cas,  par  exemple,  pour  la  dislribulï  o  ■» 
homogène  (en  position)  des  systèmes  S  :  il  est  possible  que  For^*' 
uisation  ainsi  introduite  soit  sans  influence  dans  la  question  cgin 
nous  occupe. 

On  peut  aussi  admettre  simplement  que  les  distributions  or± 
nisérs  sont  îles  distributions  exceptionnelles,  au  sens  adopté 
M.  Poincaré  à  propos  de  son  théorème  sur  la  stabilité  à  la  PoissO*1- 
1/hvpolhèsc,  faite  au  cours  du  raisonnement,  que  le  mouvenu***1* 
est  inorganisé,  reviendrait  alors  à  dire,  sans  plus  préciser,  que  »c 
théorème  est  \  rai .  sauf  pour  certaines  distributions  exceptionnel!  «?s  - 

I/nne  ou  l'autre  îles  deux  définitions  précédentes  suppose, d'à*1  '~ 
leurs,  la  eon naissance  de  ce  que  Ton  doit  appeler  distribution^ 
rçiitt'mcnt  />rol>al>lcs.   Toutefois,  on  sait  que  la  notion  de  dist*"1^ 
butions  exceptionnelles  est,  en  somme,  indépendante  de  la  co*1 
\  cm  ion  adoptée  à  cet  égard. 

Mais  la  notion   de  mouvement  inorganisé  absolument  parla" 
n'est   pa<   la   seule  qu'il  convienne  d'introduire.   Il  y  a  lieu  <*    ^ 
joindre,  suivant  un  procédé  classique  en  calcul  des  probabilité" "  * 
celle  de  mouvement  inorgan:M-  parmi  ceux  qui  satisfont  àdesc*-*^1^ 
ihtions  donne*  >. 

L\id.qMalv:ï.    \   i\i    <  :1e!.    ies  vieux  d- imitions  donnée*  toi»  *- 
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/"heure  ne  souffre  évidemment  aucune  difficulté.  Si  j'insiste  sur 
cette  extension,  c'est  qu'elle  permet,  à  mon  sens,  de  mettre  en 
évidence  le  véritable  vice  de  l'objection  que  je  m'étais  proposé  de 
discuter. 

Celle-ci  repose,  en  effet,  sur  ce  fait  que  tout  mouvement  qui  a 
existé  du  temps  t  au  temps  postérieur  t*  peut  être  renversé,  le 
temps  t!  étant  considéré  comme  antérieur  à  t  et  que,  inorganisé 
s  le  premier  cas,  il  le  sera  également  dans  le  second. 
*est  ce  dernier  point  qui  ne  me  paraît  pas  exact. 
Reprenons  le  cas  des  projectiles  pesants,  en  supposant  donnée, 
pour  fixer  les  idées,  la  constante  des  forces  vives.  Considérons 
une  série  de  ces  projectiles  lancés  au  hasard  à  une  même  hauteur  A 
et  dont,  par  conséquent,*  les  mouvements  ne  seront  pas  exception- 
nels, au  moins  à  ce  moment-là.  Tous  passeront  ensuite  à  la  hau- 
teur A',  celle-ci  étant  supposée  inférieure,  et  inférieure  d'une 
quantité  très  grande,  à  A.  Mais,  dans  cette  nouvelle  situation  de 
\  nos  projectiles,  leurs  mouvements  seront  devenus  exceptionnels  : 
ils  seront  tous  sensiblement  verticaux  et  descendants. 

L'explication  du  paradoxe  est  immédiate  :  au  premier  instant, 
nos  mobiles  ne  sont  pas  exceptionnels  parmi  ceux  qui  sont,  à  cet 
'ostant-là,  à  la  hauteur  z  =  A;  au  second  instant,  ils  sont  excep- 
tionnels  parmi  ceux  qui  (toujours  avec  la  vitesse  correspondant 
a  la  valeur  donnée  de  la  constante  des  forces  vives)  sont  à  la  hau- 
teur h'  :  question  toute  différente  de  la  première. 

Autrement  dit,  le  fait,  pour  un  mouvement,  d'être  organisé  ou 
inorg^nis£  dépend  de  ce  que  l'on  suppose  préalablement  connu  à 
son  sujet. 

Si  donc  H  est  une  certaine  fonction  de  la  distribution  des  sys- 
tème»   s^  |a  propriété  suivante  : 

Lcm.  quantité  H  eft  croissante  si  la  distribution  est  inorga- 
nisée 

es    Sllsoeptible  d'un  énoncé  du  genre  de  celui-ci,  où  je  ne  vois 
P   s  d^   prise  pour  l'objection  de  réversibilité  : 


H|  et  H2<  Ht  deux  valeurs  de  H,  T  un  intervalle  de 
J*^    convenablement  choisi. 

,s  *4*nons  par  Mt  les  mouvements  pour  lesquels,  pendant 

*    cfc«  Sciences  ma  thé  m.,  a*  série,  t.  XXX.  (Juin  190O.)  12 
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V intervalle  T,  la  quantité  H  prend  au  moins  une  fois  la  va- 
leur H|t  par  M2  les  mouvements  pour  lesquels  {au  cours  du 
même  intervalle  de  temps)  H  prend  au  moins  une  fois  la  va- 
leur H2  ;  par  M8  ceux  qui  satisfont  à  l'une  et  à  l'autre  des  deux 
conditions  précédentes;  autrement  dit,  qui  sont  à  la  fois  des 
mouvements  M,  et  des  mouvements  M2. 

Les  M3  sont  exceptionnels  parmi  les  M|,  mais  non  parmi 
les  M2. 

Je  ne  cloute  guère,  pour  ma  part,  de  l'existence  d'un  pareil 
énoncé  après  les  déductions  de  Gibbs  et  de  Boltzmann,  et,  si  leur 
conclusion  était  erronée,  Terreur  ne  me  paraîtrait  pouvoir  porter 
que  sur  l'expression  de  la  quantité  H. 

Je  me  suis  laissé  entraîner  à  commenter  longuement  cette  partie 
si  essentielle  de  l'œuvre  de  Gibbs,  et  je  craindrais  d'abuser  de 
l'attention  du  lecteur  en  insistant  sur  les  trois  derniers  Chapitres. 

Nous  avons,  au  reste,  déjà  parlé  du  sujet  (le  plus  important 
peut-être  après  celui  qui  vient  de  nous  occuper)  auquel  se  rap- 
portent les  Chapitres  XIII  et  XIV  :  les  définitions  de  la  tempéra- 
ture et  de  l'entropie,  dans  l'hypothèse  cinétique  :  définitions  qui 
sont  examinées  (toujours,  il  est  vrai,  en  admettant  la  distribution 
canonique  ou  microcanonique)  à  la  lumière  des  principales  pro- 
priétés des  deux  notions  à  définir. 

Le  dernier  Chapitre  de  l'Ouvrage  mériterait  une  attention  spé- 
ciale. Gibbs  y  considère  des  ensembles  (grands  ensembles)  dont 
les  systèmes  constituants  sont  eux-mêmes  des  ensembles  {petits 
ensembles)  de  molécules.  Le  nombre  de  ces  molécules  varie, 
«d'ailleurs,  d'un  petit  ensemble  a  un  autre,  comme  leurs  positions 
et  leurs  vitesses,  et,  d'au  Ire  part,  on  admet  l'échange  des  parti- 
cules entre  les  différents  petits  ensembles.  C'est  dans  les  phéno- 
mènes de  diffusion,  particulièrement  dans  ceux  qui  ont  lieu  au 
contact  des  membranes  semi-perméables,  que  Gibbs  fait  intervenir 
cette  nouvelle  catégorie  d'ensembles,  laquelle  présente,  on  le  voit, 
un  caractère  nouveau  et  important  au  point  de  vue  théorique, 
puisque  les  différents  systèmes  partiels  cessent  d'être  entièrement 
indépendants. 

Telle  est,  dans  ses  grandes  lignes,  la  dernière  œuvre  de  Gibbs. 
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Il  ne  pourrait  en  exister  de  plus  actuelle  et  de  plus  importante,  en 
dépit  de  la  modestie  de  son  titre.  Cette  modestie  n'est,  d'ailleurs, 
pas  de  pure  forme  :  elle  correspond  bien  à  la  pensée  arrêtée  de 
Fauteur.  Gibbs,  nous  l'avons  vu,  n'a  pas  abordé  la  théorie  des 
chocs  :  il  a  voulu,  sauf  en  son  dernier  Chapitre,  se  borner  au 
cas  le  plus  simple,  celui  ou  le  mouvement  d'un  des  systèmes 
n'est  pas  troublé  par  la  présence  des  autres.  Son  but  n'a  pas 
été,  en  un  mot,  de  remplacer  des  ouvrages  comme  les  Leçons 
sur  la  théorie  des  gaz  de  Boltzmann,  mais  de  leur  servir  de  base, 
ainsi  qu'aux  autres  études  qu'on  pourra  entreprendre  sur  le  même 
sujet.  C'est  en  ce  sens  surtout,  peut-être,  qu'il  a  fait  œuvre  de 
mathématicien;  cette  sorte  de  besogne  préparatoire  est,  il  faut 
nous  l'avouer,  la  seule  qui  nous  incombe  le  plus  souvent.  Encore 
si  nous  pouvions  la  mener  assez  vite  pour  fournir  aux  besoins  des 
sciences  de  la  nature;  mais  rien  que  dans  les  Principes  élémen- 
taires de  Mécanique  statistique y  combien  de  questions  avons-nous 
rencontrées  auxquelles  notre  théorie  des  équations  différentielles 
est  actuellement  incapable  de  répondre  !  Cependant,  pour  effacé 
qu'il  soit,  ce  rôle  n'en  est  pas  moins  essentiel.  Les  successeurs  de 
Boltzmann  ne  pourront  se  dispenser  d'utiliser  l'Ouvrage  de  Gibbs  : 
lui  seul,  en  maintes  circonstances,  peut  leur  assurer  l'instrument 
commode  (et,  avant  tout,  l'instrument  sûr)  dont  ils  ont  besoin. 

Jacques  Hadamard. 

(Extrait  du  Bulletin  of  the  American  mathematical  Society, 

2e  série,  t.  XII.) 


TANNERY  (J.).  —  Leçons  d'Algèbre  et  d'Analyse  a  l'usage  des  élèves 
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Le  programme  que  développent  ces  Leçons  comprend  les  équa- 
tions du  premier  degré  et  les  déterminants,  les  fonctions  ration- 
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nclles  d'une  variable  complexe,  les  séries,  les  dérivées  d'une  fonc- 
tion de  variable  réelle,  les  fonctions  symétriques  et  l'éliminatio^n, 
des  notions  de  Calcul  Intégral  —  en  somme,  les  commencement  ts 
de  l'Analyse  et  les  parties  de  l'Algèbre  les  plus  indispensables  dst  vis 
les  applications.   Il   ne  s'agit  pas,    d'ailleurs,  d'un  enseignement. 
d'Université  spécialement  dirigé  pour  former  des  mathématiciens,  s. 

Le  nouveau  Livre  de  M.  Tannery  est  à  la  fois  plus  accessible      <t 
plus  pratique  que  son  Ouvrage,  partout  connu  maintenant,  J~^%- 
trod action  à  la  théorie   des  fonctions.  On  peut  indiquer,      ^n 
gros,  le  caractère  de  ce  Livre  par  les  traits  que  voici  :  précis ï^do 
et  rigueur  dans  l'exposé  des  idées  fondamentales,  abondance       et 
netteté  parfaite  des  explications,  préoccupation  de  préparer  -u  M2e 
application  correcte  et  sûre  des  règles,  et  d'exercer  à  la  pratiq  mje 
des  calculs  numériques.   Des  passages  imprimés  en  petits  car-a  al- 
tères relient  aux  parties  plus  élevées  de  la  Science  ce  livre  d'I ini- 
tiation et  peuvent  orienter  les  meilleurs  esprits.   4oo   exercice  «s> 
sont  proposés  à  la  (in  des  Chapitres  auxquels  ils  se  rapportées  t. 
Je  donnerai  seulement  quelques  exemples  pour  éclairer  un  p^*-"1 
les  indications  précédentes. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  aux  nombres  irrationnel  s  • 
M.  Tannery  part  d'une  séparation  des  nombres  rationnels  en  de»-"*** 
classes,  d'une  coupure,  comme  on  dit  maintenant;  il  précise 
définitions  et  explique  les  sens  des  opérations  faites  sur  les  sym- 
boles qui  représentent  des  nombres  définis  à  l'aide  de  coupure 
L'introduction  des  exposants  fractionnaires  ou  irrationnels  co 
duit  déjà  à  une  généralisation  d'après  laquelle  les  deux  classes  a 

considérer  ne  sont  plus  formées  seulement  de  nombres  rationne  "  ^  " 
Mais  M.  Tannery  s'inicrdit  la  théorie  des  ensembles  et  même       *^ 
définition  de  la  limite  supérieure  d'un  ensemble,  notion  pouria   ^"* 
commode  pour  abréger  et  rendre  intuitives  bien  des   démons 
lions. 

Dans  le  Chapitre  sur  les  séries,  il  choisit  les  démonstrations  I 
plus  élémentaires,  ne  cite  qu'en  passant  la  condition  de  conv^1 
gence  de  Cauchy;  mais  il  démontre  rigoureusement  le  théorème 
Un  nombre  qui  va  constamment  en  croissant  et  qui  reste  inférie 
à  un  nombre  (ixe  lend  vers  une  limite. 

Il  traite,  avec  détails  et  en  donnant  des  exemples,  la  questio*"*- 
Cilculer  avec  une  approximation  donnée   la  somme  d'une    sâr  * 
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dont   on  sail  calculer  les  termes  avec  telle  approximation  qu'on 
veui.    À  propos  des  séries  de  fonctions,  il  ne  traite  pas,  en  général, 
des    s«5ries  uniformément  convergentes;  mais  il  signale  le  cas  où 
les    termes  de  la  série  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  restent, 
dans  un  certain  intervalle,  inférieurs  en  valeur  absolue  aux  termes, 
tous   positifs  et  fixes,  d'une  série  convergente.  Cela  lui  permet  de 
trouver  directement  la  dérivée  d'une  série  entière  et  de  bien  mar- 
quer'   l'analogie   entre  les  propriétés  des  séries  entières  et  celles 
"es  polynômes  entiers. 

-V  propos  de  l'intégrale  définie,  comment  introduire  la  notion 
**  ^ire?Dôs  le  début,  Fauteur  a  montré  que  l'aire  d'une  courbe 
0r***iée  peut  être  définie  comme  un  nombre  plus  grand  que  Taire 
°    t-out  polygone  intérieur,  plus  petit  que  l'aire  de  tout  polygone 
^^-^rieur,  si  l'on  a  établi  que,  parmi  les  polygones  intérieurs  à  la 
~       1^Tbe  et  les  polygones  extérieurs,  il  y  en  a  dont  les  aires  difterenl 
i  „  *^si  peu  que  l'on  veut.    Il  lui  est  facile,  après  cela,  de  définir 
^**1red,un  trapèze  curviligne  et  de  démontrer  l'existence  d'une 
^^  île  pour  la  somme  qui  conduit  à  une  intégrale  définie.  Le  para- 
phe consacré  à  l'évaluation  approchée  d'une  intégrale  définie 
*)lrcra  bien   jusqu'où   l'auteur  veut  pousser  les  calculs  numé- 
%  1  *ies  et  la  discussion  de  l'approximation. 

partie  algébrique  de  ces  Leçons  contient,  soit  dans  le  texte, 
dans  les  additions  en  petits  caractères,   des  éclaircissements 
1  ***    bien  des  points  délicats  et  des  indications  suggestives. 

es  nombres  complexes   ont  été  introduits,  dans  le    premier 
■  urne,  avec  les  explications  nécessaires  et  en  faisant  intervenir 
notion   de  résidu    d'un    polynôme   entier  en  /  par  rapport  au 

^•^Xhilei'H-i. 

-=%  propos  des  fonctions  symétriques  Fauteur  distingue  soigiicu- 

"  °  •"fcient  les  fonctions  symétriques  de  n  variables  et  les  fonctions 

?"  *nélriques  des  racines  d'une  équation  de  degré  n.  Il  montre  que 

^  Calcul  de  ces  dernières  se  ramène  à  celui  des  précédentes.  (Dans 


V 


^     cas  d'une  fonction  rationnelle  la  démonstration  suppose  écarté 

Ul*    cas  singulier;  mais,  si  l'on  veut  éviter  cette  restriction,  il  suffit 

**e  reprendre  le  raisonnement  fait  pour  une  fonction  entière.) 

*-*  problème  :  Examiner  les  cas  particuliers  et  définir  les  solu- 

ll°n$  multiples  dans  la   recherche  des  points   communs   à  deux 

^^irbes  algébriques  sort  du  cadre  de  ces  Lrron.s.  Ou  verra  pour- 
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tant  une  façon  méthodique  et  précise  de  trailer  ce  qui  se  rapporte 
aux  points  à  l'infini  communs  aux  deux  courbes,  et,  pour  les  solu- 
tions multiples,  l'introduction  de  l'équation  tangentielle  de  l'en- 
semble des  points  communs. 

Les  Leçons  de  M.  Tannery  ne  font  double  emploi  avec  aucun 
des  Traités  en  usage  sur  les  commencements  de  l'Algèbre  et  de 
l'Analyse;  elles  peuvent  rendre  de  grands  services  à  tous  ceux 
qui  étudient  ces  commencements,  et  apporter  une  aide  1res  pré- 
cieuse à  ceux  qui  sont  chargés  de  les  enseigner. 

E.  Lacour. 


NIELS  NIELSEN.  —  Handblcii  der  Théorie  der  Gammapunktiox. 

i   vol.  in-8°,  x-3'ifi  pa^es.  Leipzig,  Tcubner,  1906. 


L'étude  des  fonctions  particulières  est  une  partie  essentielle  de 
la  formation  mathématique.  M.  Niels  Nielsen,  qui  a  publié  naguère 
un  excellent  manuel  des  fonctions  cylindriques,  rend  aujourd'hui 
un  nouveau  et  éminent  service  en  publiant  un  livre  semblable  sur 
la  fonction  T.  Il  me  paraît  conçu  dans  un  excellent  esprit  :  d'une 
pari,  l'élude  des  propriétés  est  poussée  aussi  loin  que  possible  et 
Tauleur  s'est  attaché  soigneusement  à  la  forme  des  démonstrations, 
afin  d'en  faire  ressortir  la  beauté  et  l'élégance;  d'autre  part,  il  a  su 
mettre  en  lumière  les  idées  générales  et  leur  application  aux  faits 
particuliers  qu'il  avait  en  vue.  Les  deux  points  sont  importants  : 
les  plus  grands  mathématiciens  du  siècle  dernier,  ceux  mêmes  qui 
ont  le  plus  contribué  à  la  formation  de  la  théorie  des  fonctions, 
Gaiiss,  Cauchy,  Weierslrass,  Ucrniile,  se  sont  occupés  avec  pré- 
dilection de  la  fonction  F,  et  Ton  se  plaît  chez  ceux  qui,  comme 
M.  Niels  Nielsen  lui-même,  M.  Jenscn  ou  M.  Lerch  s'adonnent 
encore  à  ce  culte  spécial,  à  retrouver  ce  sens  esthétique  qui,  avec 
des  formes  très  diverses,  était  si  profond  chez  les  maîtres  dont  je 
viens  de  rappeler  les  noms.  D'un  autre  côté,  la  théorie  des  fonc- 
tions est  maintenant  assez  avancée  pour  établir  le  lien  entre  des 
faits  qui  se  présentaient  sous  des  aspects  très  différents,  cl  l'étude 
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des  faîls  particuliers  doit,  chez  celui  qui  s'adonne  aux  mathéma- 
tiques, être  un  moyen  de  mieux  connaître  les  propositions  géné- 
rales; au  reste,  l'histoire  de  la  fonction  Y  est  liée  à  l'histoire  de 
quelques-unes  de  ces  propositions;  par  exemple  à  la  décomposi- 
tion d'une  fonction  entière  en  facteurs  primaires.  D'un  autre  côté, 
l'important  théorème  négatif  que  l'on  doit  à  M.  Holder  assigne  à 
cette  fonction  une  place  spéciale. 

Le  livre  de  M.  Nicls  Nielsen  rendra  donc  de  grands  services  aux 
étudiants;  nul  doute  qu'il  ne  contribue  aussi  à  l'accroissement  de 
la  théorie  qui  s'y  trouve  exposée  :  une  des  raisons  qui  éloignent 
évidemment  les  chercheurs  d'une  fonction  telle  que  la  fonction  T, 
c'est  qu'ils  savent  que  cette  fonction  a  déjà  été  très  fouillée;  c'est 
qu'il  est  difficile  de  consulter  tous  les  Mémoires  qui  la  concernent, 
et  même  d'en  connaître  les  titres;  c'est  un  travail  de  savoir  ce  qui 
a  été  fait  et  ce  qui  reste  à  faire;  ce  travail,  grâce  à  M.  JNiels 
ISielsen,  est  maintenant  rendu  facile  et  l'on  ne  manquera  pas  de  le 
trouver  instructif. 

L'auteur  à  eu  la  sagesse  de  se  borner  à  la  fonction  T  et  aux  fonc- 
tions qui  lui  sont  liées  immédiatement;  il  a  écarté  les  généralisa- 
lions  et  les  analogies  qui  risquaient  de  le  mener  trop  loin  et 
jusqu'à  des  régions  où  l'on  ne  sait  plus  où  s'arrêter. 

Son  livre  est  divisé  en  trois  parties. 

La  première  est  la  théorie  analytique  de  la  fonction  T(x)  cl  des 
fonctions 

S  =  Q 


.w-2 


—r-  ^-rz>       Qa(*)  =  r(*)  — p„(*), 


S\       X  -\-  s 

5  =  0 


On  y  trouvera  les  divers  développements  en  série  et  en  produits 
infinis  relatifs  à  ces  diverses  fonctions,  et  les  propositions  qui  s'y 
rattachent.  Le  point  de  départ  est  la  définition  de  la  fonction  r(**0> 
d'après  Weierstrass,  à  savoir  d'une  fonction  qui  vérifie  l'équation 
fonctionnelle 

F(jr-hi)  =  xV(jc) 
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et  qui  satisfait  à  la  condition 

..        F(a?-*-/t) 

lim    -r—^ -; — -=i. 

Trois  Chapitres  sur  les  facultés  et  les  séries  de  facultés  l  par 

exemple,  ?(*)=  £  g^,^.^,)  ^i)  fo»l  P^voir  le  rôle 

que  jouent  ces  séries  dans  la  théorie  de  la  fonction  T(x);  c'est  à 
elles  que  sera  consacrée  la  troisième  et  dernière  Partie  du  livre. 
Cette  première  Partie  se  termine  par  l'étude  du  théorème  de 
M.  Holdcr. 

La  seconde  se  rapporte  aux  intégrales  définies  et  aux  propriétés 
qui  s'y  rattachent  directement.  Elle  s'ouvre  par  un  Chapitre  très 
intéressant  sur  les  intégrales  du  type 


i 


t 

<?(t)t*-i  dt, 


où  Ton  suppose  que  la  fonction  o(t)t*~*  soit  intégrable  dans  tout 
intervalle  (a-,  i)  dont  la  borne  inférieure  est  un  nombre  positif 
aussi  petit  qu'on  le  veut,  et  qu'il  existe  un  nombre  positif  8  tel 
que,  sous  la  condition  a  ^8,  on  ait 


f   <?(t)t*-i<it 


suivant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive  ou  négative;  e  est  un 
nombre  positif  aussi  petit  que  l'on  veut. 

Une  telle  intégrale  définit  une  fonction  analytique  de  oc  dans 
tout  le  demi-plan  qui  s'étend  à  droite  de  Taxe  des  coordonnées. 
L'ensemble  de  ces  fonctions  constitue  un  groupe  pour  les  opéra- 
tions d'addition  et  de  multiplication;  il  en  est  encore  ainsi  pour  la 
dérivation,  mais  non  pour  l'intégration.  On  prévoit  comment  les 
propriétés  établies  dans  ce  Chapitre  vont  dominer  la  théorie  des 
intégrales  culériennes  et  permettront  d'en  établir  bien  des  points 
avec  autant  de  facilité  que  de  rigueur.  Des  intégrales  de  la  mém^ 
forme,  mais  avec  d'autres  conditions  imposées  à  la  fonction  o(t^ 
interviendront   encore    dans  la   troisième    Partie,   consacrée  a^v^ 
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séries  de  la  forme 


s  —  • 


Q,_v        ^  *!«. 


(*>=2* 


(a? -M). .  .(a?-HS) 

J=0 


On  y  trouvera,  outre  la  théorie  générale  des  séries  de  cette  sorte, 
les  développements  formels   donnés    par  Stirling  et  procédant 

suivant  les  puissances  de  — >  et  la  démonstration   du   caractère 

Su 

asymptotique  de  ces  développements.  L'application  aux  fonctions 
Qa(ar),  T(a:),  W(x)  —  W(x  -+-  y),  ...  conduit  à  de  très  belles 
formules. 

Le  livre  de  M.  Niels  Nielsen  se  termine  par  une  liste  des  prin- 
cipaux travaux  relatifs  à  son  objet;  l'auteur  parle  modestement 
des  recherches  bibliographiques,  certainement  très  considérables, 
auxquelles  il  a  dû  se  livrer  :  il  a  d'ailleurs  été  plus  large  dans  sa 
Literaturvcrzcichnis  que  dans  son  Traité,  et  il  y  a  tenu  compte 
de  travaux  qui  dépassaient  son  objet  propre.  J.  T. 


HANCOCK  (H.).  —  Lectures  of  the  calculus  of  variations,  i  vol.  in-4°; 

xvi-292  pages.  Cincinnati,  Post  Office,  1904. 


Le  livre  que  publie  M.  Harris  Hancock,  où  se  trouve  exposée  la 
doctrine  de  Weierstrass  sur  le  calcul  des  variations,  est  composé 
avec  beaucoup  d'art;  l'auteur  a  mis  en  pleine  lumière  les  étapes  de 
cette  longue  route  au  bout  de  laquelle,  d'exclusions  en  exclusions, 
°n  parvient  à  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'exis- 
tence d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  et  a  su  répandre  le  même 
'utérêt  sur  les  diverses  parties  du  chemin.  Il  procède  du  particu- 
ijer  au  général,  et  prend  le  plus  grand  soin  de  montrer,  sur  des 
e*emples  simples,  la  nature  du  problème,  les  difficultés  qu'on 
p*ûcootre,  et  de  reprendre   ces    mêmes   problèmes,  après  avoir 
xpos^  ies  méthodes  générales  pour  montrer  comment  elles  s'y 
Pplicjuent.  Il  est  presque  inutile  de  dire  que  M.  Hancock  spécifie 


a 
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avec  le  plus  grand  soin  les  hypothèses  el  les  restrictions  qu'il  fait 
sur  les  fondions  qu'il  considère,  el  qu'il  insiste,  comme  il  faut., 
sur  la  nécessité  de  ces  restrictions  pour  les  conclusions  :  sans  un  « 
parfaite  précision  dans  les  énoncés,  l'exposition  de  la  doctrine  de 
Weierslrass  n'aurait  aucune  valeur.  Cette  exposition  est  reodta  4 
aussi  élémentaire  qu'il  est  possible;  grâce  à  la  façon  dont  M.  Harm 
cock  a  su  ménager  la  pente  el  éclairer  tous  les  détails,  on  s'étoon 
de  la  facilité  avec  laquelle  on  la  suit.  Les  divers  progrès  réalis>- 
dans  la  doctrine  par  La  grange,  Legendre,  Jacobi  sont  exposés 
manière  à  conduire  naturellement  au  résultat  final. 

L'Ouvrage,  qui  se  rapporte  essentiellement  aux  fonctions  de  de 
variables  et  au  cas  où  ne  figurent  que  les  dérivées  premières,  ^=si 
divisé  en  deux  Parties.  La  première  (p.  i-ioq)  comprend  douze 
Chapitres. 

Le  premier,  qui  peut  être  regardé  comme  une  introduction, 
contient  l'énoncé  de  six  problèmes  types  :  les  quatre  premiers  sont 
relatifs  à  la  surface  minima  de  révolution,  à  la  brachistochrone, 
aux  lignes  géodésiques,  à  la  surface  de  révolution  de  moindre 
résistance;  les  deux  autres  appartiennent  à  la  catégorie  des  pro- 
blèmes de  maxima  et  de  minima  relatifs.  Dans  les  onze  Chapitres 
suivants  les  limites  de  l'intégrale  seront  supposées  fixes. 

Les  Chapitres  II- V  sont  consacrés  à  l'étude  de  la  variation  pre- 
mière, qui  conduit  à  l'équation  différentielle  classique.  La  nature 
des  solutions  de  celle-ci  est  étudiée  dans  les  Chapitres  VI  et  VU. 
On  passe  à  la  variation  seconde  dans  le  Chapitre  suivant,  où  l'on 
montre  que  le  signe  de  cette  variation  dépend  d'une  certaine  fonc- 
tion F,  qui,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  doit  garder  an 
signe  constant  et  ne  pas  s'annuler  dans  l'intervalle  d'intégration. 
Dans  les  chapitres  IX,  X,  XI  s'introduit  la  notion  et  se  poursuit 
l'étude  des  points  conjugués  que  l'intervalle  d'intégration  ne  doit 
pas  dépasser  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum.  On  est  ainsi 
parvenu  à  trois  conditions  nécessaires.  Dans  le  Chapitre  XII  enfin, 
on   arrive   à    la  condition    suffisante   de   Weierslrass,   qui   a  été 
soigneusement  préparée  par  les  considérations  du  Chapitre  précé- 
dent. Ce  même  Chapitre  XII,  outre  l'application  aux  quatre  pro- 
blèmes du  début,  et  un  résumé  très  clair  de  l'ensemble  des  résul- 
tats  obtenus,   donne   quelques   indications  sur   l'extension  el  la 
généralisation  de  ces  résultats. 
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X*a  seconde  Partie  (p.  210-292)  se  rapporte  aux  maxima  et 
mini  nia  relatifs;  elle  est  divisée  en  six  Chapitres.  Le  premier 
est  consacré  à  la  position  de  la  question  et  à  l'établissement  des 
conditions  nécessaires.  Les  deux  suivants  traitent  du  problème 
des  isopérimètres,  le  Chapitre  XVI  de  la  recherche  de  la  courbe 
de  longueur  donnée  joignant  deux  points  donnés  et  telle  que  le 
centre  de  gravité  soit  le  plus  bas  possible;  les  deux  derniers  enfin 
traitent  des  conditions  suffisantes. 

il  semble  que  l'éditeur  ait  eu  conscience  du  goût  de  M.  Ilarris 
™***icock  pour  la  clarté;  la  netteté  du  texte  ordinaire,  des  formules 
e*  des  figures  donne  l'impression  d'un  luxe  sévère  et  simple,  qui 
convient  au  sujet.  J.  T. 


"*lJIR  (Th.).  —  The  tiieory  of  déterminants  in  tue  historical  order  of 
Development.  Part  I  :  Gêner vl  déterminants  lp  to  1 8 #  1 .  Part  II  : 
Spécial  déterminants  dp  to  1841.  Seconde  édition.  1  vol.  in-8°, 
11-491  pages.  London,  Macmillan,  1906. 


M.  Muir  a  consacré  une  bonne  partie  de  sa  vie  scientifique  à  la 
théorie  et  à  l'histoire  des  déterminants  :  on  sait  avec  quel  soin  et 
quelle  conscience  il  a  dressé  la  liste  des  publications  mathéma- 
tiques qui  se  rapportent  à  ce  sujet. 

Le  travail  historique  dont  nous  annonçons  la  seconde  édition  a 
tout  ce  qu'il  faut  pour  faire  autorité;  on  est  rassuré  en  le  parcou- 
rant et  l'on  sent  bien  que  l'auteur  n'a  rien  dû  négliger  qui  ait 
quelque  importance  :  la  façon  dont  les  travaux  sont  classés  et  ana- 
lysés, les  citations  importantes  extraites  de  ces  travaux,  donnent 
une  idée  complète  des  contributions  essentielles  apportées  à  la 
théorie  par  les  di  fièrent  s  auteurs;  la  filiation  des  idées  en  ressort. 
J'ajoute  qu'un   système  de  notations   fort  commode   permet   en 
quelque  sorte  de  refaire,  avec  le  livre  de  M.  Muir,  l'histoire  d'un 
théorème,  de  ses  démonstrations,  de  son  développement  et  de  ses 
généralisations.  Des  Tableaux  très  clairs  font  ressortir  l'impor- 
tance de  la  part  contributive  des  divers  auteurs. 
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On  regrette  sans  doute  que  celte  intéressante  histoire  s'arrête 
en  1841;  mais,  d'une  part,  à  ce  moment  la  théorie  est  faite,  au 
moins  dans  ce  qu'elle  a  d'élémentaire  et  de  fondamental.  D'un 
autre  côté,  il  est  sage  de  s'arrêter  dans  une  histoire  à  un  moment 
où  le  recul  est  suffisant  pour  qu'on  puisse  discerner,  en  toute  sécu- 
rité, les  résultats  vraiment  essentiels,  et  ceux  qui  ne  sont  que  des 
détails  plus  ou  moins  importants.  Enfin,  après  soixante  ans,  les 
auteurs  des  découvertes  sont  entrés  dans  l'histoire  et  l'on  peut  en 
parler  librement  :  si  Ton  trouve  parfois  dans  le  livre  de  M.  Mmr 
quelques  noms  dont  ceux  qui  les  portaient  sont  morts  récemment? 
c'est  que  la  vieillesse  de  ceux-là  a  été  aussi  longue  que  glorieuse. 

L'histoire  des  déterminants  commence  vraiment  à  Cramer,  a 
celui  qui  a  su  observer,  d'une  façon  précise,  la  loi  de  formation 
du  dénominateur  commun  des  expressions  des  inconnues  d  oD 
svstème  d'équations.  La  lettre  célèbre  de  Leibnitz  au  marquis  de 
l'Hospital.  qui  n'a  été  publiée  qu'en  i863.  augmente,  s'il  est  pos- 
sible, la  gloire  du  grand  penseur;   elle  est  caractéristique  pour 

• 

l'histoire  de  ses  idées  et  de  sa  recherche  passionnée  de  notations 
qui  \îennent  en  aide  au  raisonnement:  elle  n'a  évidemment  pas  eu 
d'influence  sur  le  développement  de  la  Science.  M.  Muir  partage 
les  quatre-*  in^l-dix  années  qui  >ui\enl  la  publication  de  1  Intro- 
ïtu  k  !  ; .  •  'i  :  i  t'-.z'i  '.  :r  1  s  -."  .  :  >*  /:  -T 1  :  "  *  •/  a  r ;-  s  •.  1  lz  t:  F*  ri*j  ues  1  1  •  jo^  en 
une  suite  de  j  «.rodes  .issez  Lien  caractérisées,  où  Ion  suit  avec  un 
ç ra n d  intérêt  les  d  l- c  .%  y  vertes  de  Re  1 0  <.; t .  Y i r. dermon de .  LaplacCt 
LtUra  :t  ^  e .  G .1  *.:>>.  I*  :  ::  e  : .  O  ::  c  :^  .  J  i  c  L^ .  L*  i  r.  i  "  t  >e  d  es  Ira  vaux  «e 
t"v'<  t** j*** -«■•  •»,  "■-■?»■  »»i '■:-»■    »••»•.««•*     m  •    --^   -—»r-  jj  •-,  j.-,*  iiin*  le  li^'e 

-  i. 

.  *  .•    \l       \I     - ï'^       j   ■  " -•  •-     :    \."    ■     :    •**  v    ■  %p**"  *  -*^   ■"  ■■■    t"-"*  !*"."•  "X  \  CT  tOU* 
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SUR  LES  SÉRIES  DE  FONCTIONS  ANALYTIQUES  ; 

Par  M.  P.  MONTEL. 

Les  sommes  de  séries  convergentes  de  fonctions  analytiques 
de  z  ont  des  propriétés  bien  différentes  suivant  que  le  module  de 
la  somme  S„(s)  des  n  premiers  termes  de  la  série  reste  ou  ne 
reste  pas  inférieur  à  un  nombre  fixe,  le  même  pour  toutes  les 
valeurs  de  n. 

Dans  le  premier  cas,  la  somme  de  la  série  est  toujours  une 
fonction  analytique  et,  on  peut,  en  remplaçant  par  leur  somme, 
des  groupes  de  termes  consécutifs,  obtenir  une  nouvelle  série  qui 
converge  uniformément  vers  la  même  fonction  (*). 

Lorsque  les  modules  des  sommes  Sri(z)  ne  sont  plus  bornés 
dans  leur  ensemble,  les  fonctions  représentées  par  de  telles  séries 
0Dt  une  grande  généralité,  mais,  dans  chaque  domaine,  il  s'en 
touve  un  autre  où  la  somme  est  analytique. 

*  our  que  la  somme  de  la  série  représente  la  même  fonction 
lua*ytique  dans  tout  le  domaine,  il  est  nécessaire  que  celle  somme 
*°ll  continue  et  que,  par  conséquent,  la  convergence  soit  quasi- 
umforme  au  sens  de  M.  Arzelà  (2),  mais  cette  condition  n'est  pas 
toiusanle  en  général  :  je  vais  montrer,  par  un  exemple,  qu'une 
*£rie  de  polynômes  en  z  peut  représenter  une  fonction  continue 
*on  analytique. 

(')  On  peut  d'ailleurs  substituer  à  la  condition  que  le  module  de  S„(~)  soit 
Wné,  d'autres  conditions  analogues;  par  exemple,  on  peut  supposer  que  le  mo- 
(fu/e  de  SJt(z)  —  a  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe,  a  étant  une  constante  arbi- 
raîre;  voir  pour  cette  question  :  Sur  les  suites  de  fonctions  analytiques 
Comptes  rendus,  t.  CXXXVIH). 

(')  Je  saisis  l'occasion  de  rectifier  une  indication  inexacte  que  j'ai  donnée  t.  XXIV 
1  Bulletin,  p.  337,  1.  i5.  La  généralisation  dont  il  est  parlé  à  cet  endroit  a  été 
[pmaniquée  par  M.  Arzelà  lui-même  en  i88t>  à  la  lieale  Accademia  délie  Scienze 
l  Istituto  di  Bologna.  J.  T. 
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Soit  le  carré  OÀBC  dont  deux  côtés  de  longueur  égale  à  l'unité 
sont  sur  Cix  et  Oy  et  une  suite  dénombrablc  d'intervalles 


partout  denses  sur  le  segment  ()A  et  n'ayant,  deux  à  deux,  aucun 
point  commun  :  l'ensemble  des  points  qui  ne  sont  pas  à  l'intérieur 
de  ces  intervalles  est  un  ensemble  parfait  E.  On  peut,  d'une  infi- 
nité de  manières,  construire  une  fonction  <s(x)  continue  pour 
o^jfSi,  constante  dans  chaque  intervalle  «  sans  être  constante 
sur  tout  le  segment  O  A.  Par  exemple,  si  la  mesure  de  l'ensemble  E 
n'est  pas  nulle,  on  pourra  prendre 


T(*)~i 


c  de  EU), 


en  désignant  par  E(x)  l'ensemble  des  points  de  E  situés  sur  le 
segment  (0,:r). 

Construisons  sur  les  n  intervalles 


comme  bases,  les  «  rectangles  U(,  Ua, 

Fig.  .. 


,  U„  de  côtés  parallèles 


B \-v  y ITT1 1e 

.!  ■    ■ 

L  ■ 

:  l'   : 


aux  axes  cl  de  hauteur  égale  à  l'unité.  Il  y  a  sur  la  figure  deux 
rectangles  U,,  U;  que  je  suppose  voisins. 

Menons  dans  l'intérieur  de  chaque  rectangle  U  des  parallèles 
à  O^  à  des  distances  -  des  côtés,  nous  définissons  ainsi  des  rec- 
tangles U'  qui  sont  couverts  de  hachures.  Menons  encore,  toujours 
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à  l'intérieur  de  U,  des  parallèles  à  Oy  à  la  dislance  ■ —  des  côtés 

et  considérons  les  rectangles  V,  empiétant  sur  deux  rectangles  U 
voisins  et  dont  les  côtés  parallèles  à  Oy  sont  ces  dernières  paral- 
lèles :  appelons  ?(«//),  la  valeur  constante  de  o(x)  dans  l'inter- 
valle Ui  et  <f(V),  une  valeur  de  <p (x)  choisie  parmi  celles  que  prend 
cette  fonction  sur  la  base  du  rectangle  V  qui  repose  sur  Ox. 
Il  existe  un  polynôme  Pn(z)  qui,  dans  chaque  rectangle  U|-,  est 

égal  à  cp(tfi)  à  -  près  et  dans  chaque  rectangle  V  est  égal  à  © (V) 

à  -  près.  Les  polynômes 

P,(*),    P,(*) Pn(*),     ..., 

ainsi  définis,  ont  pour  limite  une  fonction  f(z),  égale  à  <p(x)  en 
tous  les  points  du  carré  dont  l'abscisse  est  x:  en  effet,  si  le  pointa; 
est  à  l'intérieur  d'un  intervalle  u,  pour  n  assez  grand,  il  sera  dans 

un  rectangle  U'  et  P.u(x)  différera  de  <f(x)  de  moins  de  -•  Si  le 

point  x  appartient  à  l'ensemble  E,  on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  le  rectangle  V  qui  contient  z  enpiète  sur  deux  inter- 
valles m/,  wy,  aussi  voisins  que  Ton  veut  du  point  x  et  que,  par 
conséquent,   ?(V)  diffère  de    <f{x)  d'aussi    peu  que  l'on   veut. 

Comme  P/i(s)  diffère  de  <p(V)  de  moins  de  ->  on  voit  qu'il  a  pour 

limite  o(x). 

Prenons  maintenant  la  série  de  polynômes 

Qi(*).    Qi(0,    -••.    Q»(*). 

dans  laquelle 

Q!(5)=P|(5),         Qi(*)=Pt«-P|<*),         ....        QnW=PnW"Pn-lW, 

la  somme  de  cette  série  étant  la  fonction  continue  /(s),  'a  con- 
vergence est  quasi  uniforme. 

La  démonstration  précédente  peut  être  facilement  modifiée  de 
manière  que  la  fonction  /(z),  au  lieu  d'être  constante  dans 
chaque  rectangle  U,  soit  égale  dans  ce  domaine  à  une  fonction 
analytique  non  constante. 

M.  Pompeiu,  dans  une  Note  parue  récemment  au  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  a  énoncé  ce  théorème  que,  pour  qu'une 
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série  quasi  uniformément  convergente  de  fondions  liolomorplies 
représente  une  fonction  liolomorplie,  il  faul  et  il  suffit  qu'elle  soit 
intégrahle  terme  à  terme  :  cette  condition  est  bien  suffisante,  mais 
elle  n'est  pas  nécessaire.  Considérons,  en  effet,  la  fonction 

-j(z)  =  >.n*ze-n'=' 

(lui  tend  vers  o  avec  -  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  carré 

a  une  partie  réelle  po>ili\c,  en  particulier  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  z,  et  traçons  trois  rectangles  de  cotés  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées  et  limités  aux  droites  j?  =  ±/i.  Le  rec- 
tangle I  est  en  outre  limité  aux  droites  j'  =  ±:  — >  le  rectangle  II 

aux  droites  y  =  -  i  y  =  /*,  le  rectangle  111  aux  droites  v  = 1 

y  =  — /'.  Il  existe  un  polynôme  \yn(z)  q»i>  dans  le  rectangle], 
diffère  de  z>(z)  de  moins  de  —  en  module,  et   dont  le  module  ne 

dépasse  pas  -  >  dans  les  rectangles  11  et  111.  La  série 

QiU\    Qz(s),    ...,    Q„(5),    .... 

formée  comme  plus  haut,  a  pour  somme  o  dans  tout  le  plan  : 
celle  série  n'est  pas  intégralité  terme  à  terme.  On  a,  en  effet,  sur 

le  segment  (o,  i)  de  Taxe  des  quantités  réelles 


f 


•ziz)ilz  =  î  —  e~ni 


et  l'intégrale    /     V,t[z)c/z,  qui  diffère  de  la  précédente   de  moins 
de  - -9  a  pour  limite  i  lorsque  n  croit  indéfiniment. 
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VIVANTI  (G.).  —  Theodir  mn  rindknth;kn  AsAMmsraiBK 
Umarbeitung  anlcr  Mîtwirkung  des  Verfa«crs  rfoutech.  lie 
von  A.  Gutsmer.  i  vol.  in-K",  VI-ÎI9  pages.  Leipzig,  Teubni 


Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  psi  ri  or  de  la  Teorirt  délie 
funzioni analitiche  de  M.  G.  Vivanli  :  c'est  l'un  de  ces  excellents 
manuels  que  publie  la  maison  Hoepli,  où  les  auteurs  se  sont  atta- 
chés à  résumer,  aussi  complètement  que  possible  et  sous  une  forme 
très  condensée,  les  points  essentiels  de  diverses  théories.  Parmi 
ces  manuels,  les  uns  ne  contiennent  guère  que  les  résultats,  dis- 
posés d'ailleurs  dans  un  ordre  méthodique,  qui,  avec  quelques 
brèves  indications,  permet  souvent  au  lecteur  instruit  de  recon- 
struire les  démonstrations;  dans  d'autres,  comme  dans  la  Teoria 
dette  funzioni  analitiche,  ces  démonstrations  lignrcnt;  le  manuel 
est  un  véritable  traité.  Toutefois,  dans  l'édition  italienne,  certains 
sujets  avaient  dû  être  écourlés  ;  d'autre  part,  depuis  l'épnquc([o,m) 
où  a  clé  publiée  la  Teoria,  des  progrès  importants  ont  été  réalisés. 
M.  Vivant!  désirait  naturellement  reprendre,  développer  et  com- 
pléter son  œuvre. 

De  son  coté,  M.  A.  Gtitemcr  avait,  depuis  longtemps,  l'intention 
de  publier  un  livre  analogue  à  celui  de  M.  Vivanli  :  il  a  jugé  pré- 
férable de  consacrer  ses  soins  à  une  édition  allemande  de  ce  der- 
nier livre  :  cette  édition  n'est  nullement  une  traduction,  c'est  un 
livre  nouveau  :  l'auteur  a  retouché  et  même  refait  plusieurs  para- 
graphes des  deux  premières  Parties  :  la  troisième,  qui  constitue 
un  exposé  systématique  des  découvertes  récentes  dans  la  théorie 
des  fonctions  entières,  est  entièrement  neuve.  Sun  manuscrit  a 
d'abord  été  traduit  par  M.  R.  kncse.like;  il  a  élé  étudié  et  discuté 
,  par  MM.  (intimer,  SchiirnHies  ri  I».  Slackel  et  mudifiri  en  consé- 
quence par  M.  Vivanli;  ce  dernier  se  plaît,  dans  sa  préface,  à 
reconnaître  les  services  qui  lui  ont  élé  rendus.  I..i  liante  qualité 
Bull,  dei  Sciencet  mut  Item,,  f  lûi-ii;,  1    \\\    (Juillet  lyu'i.)  i3 
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de  l'œuvre  primitive,  la  science  de  l'auteur  et  de  ceux  qui  <>■» 
revu  son  travail,  l'entente  qui  s'est  ainsi  établie  entre  les  quai 
savants,  sont  de  sûrs  garants  de  la  valeur  du  présent  livre,  des 
vices  qu'il  rendra  et  du  succès  qu'il  ne  peut  manquer  de  ren- 
contrer. 

On  remarquera,  en  particulier,  le  soin  qui  a  été  donné  au  voca- 
bulaire. 

Dans  les  parties  de  la  Science  qui  sont  encore  en  formation  •»  " 
est  inévitable  que  les  différents  chercheurs  donnent  parfois  deâ 
noms  différents  à  un  même  objet  ou  le  même  nom  à  des  objets  dif- 
férents, parfois  très  voisins;  on  s'est  efforcé  ici  de  fixer  le  vocal* w- 
lairc,  en  prenant  grand  soin  d'indiquer  les  divers  mots  dont,  s€ 
sont  servis  les  inventeurs,  et  le  sens  précis  qu'ils  leur  ont  attril>**^' 

Par  exemple,  pour  une  fonction  entière 


A  =  ao  h  jpk 


f{x)  =  eifMx'"  JJ  (i  -  ~)  e  *=»  M, 


décomposée  en  facteurs  premiers,  le  plus  petit  nombre  entier 

h  =  « 

non  négatif  pour  lequel  la  série  ^Vl  —         converge  est  le  geni 


en 


de  la  fonction  pour  MM.  Laguerrc,  Poincaré,  Borel,  sa  hauteur 
pour  MM.  V.  Schaper  et  Pringsheim  :  M.  Vivanti  adopte  le  mo* 
rang;  il  désigne  sous  le  nom  de  fonctions  de  première  classe  les  ^ 
fonctions  entières  qui  ont  un  rang  (fini);  les  autres  sont  de  seconde 
classe.    Pour  une  fonction  de  rang  /?,  on  peut,  dans  la  formule 
précédente,  supposer  tous  les  r^  égaux  à  p\  lorsque  le  facleur  ef^ 
fait  défaut,  la  fonction  est  dite  simple  :  une  telle  fonction  est  dite 
Jonction  primitive  par  M.  Pringsheim,  canonique  par  M.  Lin- 
delof.  Pour  M.  Vivanti,  la  hauteur  d'une  fonction  entière,  dans 
laquelle  on  suppose  que  g(-r)  soit  un  polynôme,  est  le  plus  grand 
des  deux  nombres  />,   q  où  p  est  le  rang  de  la  fonction  et  q  le 
degré  du  polynôme  g(z)',  la  même  fonction  est  dite  normale  si 
Ton  a  p  <  q.  Le  nombre  À  qui  forme  la  coupure  entre  les  nombres  p 


h- 

IP 


pour  lesquels  la  série  ^   —      diverge  et  ceux  pour  lesquels  elle 


/i-O 


converge  est  désigné  par   M.    Vivanti    sous    le    nom    A' indice   X 


l 
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(^-index)  de  la   fonction  f(x)  :  c'est  Tordre  réel  de  M.  Borel, 
l'exposant  de  convergence  de  M.  Schaper,  l'exposant  limite  de 

A=ao 

M.  Pringsheim.  \S  indice  [x  de  là  fonction  entière  f{x)  =    m^ 

est,  pour  M.  Vivanti,  un  nombre  tel  que  des  deux  inégalités,  où  e 
est  un  nombre  positif  arbitraire, 

i  i 

la  première  soit  vérifiée  pour  tous  les  nombres  h  qui  dépassent  un 
nombre  déterminé  (dépendant  de  e),  tandis  que  la  seconde  inéga- 
lité est  vérifiée  pour  certains  nombres  A,  d'ailleurs  aussi  grands 
qu'on  le  veut  :  l'indice  p  est  Vordrede  la  fonction  pour  M.  Schaper. 
L1 f ordre  apparent  pour  M.  Borel,  V ordre  pour  M.  Pringsheim, 
V indice  v  pour  MM.  Vivanti  et  Gutzmer  est  un  nombre  v  tel  que 
des  deux  inégalités 

M(p)  <  e?*-**,        M(p)  >  ePv-*, 

où  M(p)  est  la  plus  grande  valeur  de  |7(a?)|  pour  \x\  =  p,  et  où  e 
est  un  nombre  positif  arbitraire,  la  première  soit  toujours  vérifiée 
pour  les  valeurs  de  p  plus  grandes  qu'un  nombre  donné,  tandis 
que  la  seconde  est  vérifiée  pour  certaines  valeurs  de  p,  d'ailleurs 
aussi  grandes  qu'on  le  veut.  Le  nombre  v  est  d'ailleurs  l'inverse 
du  nombre  fx. 

Ces  exemples,  que  l'on  pourrait  multiplier,  montrent  que  la  ter- 
minologie est  loin  d'être  fixée  encore.  On  voit  que  M.  Vivanti, 
lorsqu'il  v  a  divergence  entre  les  différents  auteurs,  adopte  habi- 
tuellement un  terme  qui  n'est  employé  par  aucun  d'eux.  Il  ne 
contentera  personne;  mais,  en  mécontentant  également  tout  le 
monde,  il  peut  espérer  rallier  tous  les  suffrages.  C'est  le  procédé 
recommandé  par  les  partisans  de  V Espéranto  :  souhaitons  que  ce 
procédé  réussisse.  Si  même  il  n'en  était  pas  ainsi,  MM.  Vivanti  et 
Gutzmer  n'en  auraient  pas  moins  rendu  grand  service,  en  rappro- 
chant, comme  ils  ont  fait,  les  dénominations  employées  par  les 
divers  auteurs. 

Du  reste,  la  bibliographie  a  été  aussi  particulièrement  soignée. 
Les  auteurs  ont  placé  à  la  fin  de  leur  Théorie  une  Literatur- 
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verzeichnis  qui  ne  contient  pas  moins  de  672  titres  d'ouvrages 
Mémoires  ou  Notes  avec  leurs  dates.  Dans  le  cours  du  livre,  au: 
différents  chapitres  ou  paragraphes,  on  trouve  en  note  les  nom 
des  auteurs  qui  ont  traité  du  sujet  avec  les  numéros  correspon 
dants  de  la  Literaturverzeichnis  ;  un  Sachregister  et  un  Namcn 
register,  qui  renvoient  aux  pages  du  livre,  permettent  en  outre  de 
retrouver  aisément  le  passage  que  Ton  veut  consulter,  l'endroit  où 
un  auteur  est  cité.  Ces  diverses  Tables  contribuent  à  faire  de  cette 
Théorie  cler  eindentigen  Funktionen  un  instrument  de  travail 
commode  et  pratique. 

Il  est  assurément  inutile  d'insister  sur  la  rigueur  et  sur  le  carac- 
tère essentiellement  arithmétique  des  démonstrations  d'un  livre 
qui  est  consacré  au  développement  de  la  théorie  de  Weierstrass. 
Je  me  contenterai  d'indiquer  brièvement  l'ordre  et  la  nature  des 
sujets  traités. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trois  Parties  :  la  première  (p.  i-5o^ 
résume  les  éléments  de  la  théorie  des  ensembles,  y  compris  le 
nombres  transfinis  :  ces  éléments  sont  présentés  avec  une  gran«3 
précision  logique.  La  deuxième  Partie  (51-227)  est  intitula 
Théorie  générale  des  fonctions  analytiques.  On  remarqueaK" 
dans  la  partie  élémentaire  de  cette  théorie,  l'usage  que  l'auto 
fait  de  la  valeur  moyenne,  par  exemple  pour  démontrer  le  lh^ 
rème  de  Weierstrass  sur  les  séries  uniformément  convergentes 

h=l 

où  les  fonctions  fh (x)  sont  des  séries  entières  convergentes  à  I 
térieur  d'une  couronne  limitée  par  deux  cercles  concentrique 
pousse  le  scrupule  jusqu'à  écarter  toute  intervention  explicite 
propositions  du  calcul  différentiel  et  intégral.  Après  avoir  ei 
le  concept  général  de  fonction  analytique  et  après  avoir  me 
en  particulier,  la  différence  entre  ce  concept  et  celui  d'une 
lion  définie  par  une  expression  arithmétique,  c'est-à-dire  p 
série  dont  les  termes  sont  des  fractions  rationnelles  en  xy  if 
les  fonctions  analytiques  uniformes  d'après  leurs  singular 
s'arréle  ensuite  sur  les  fonctions  entières  afin  d'établir  leur 
position  en  facteurs  primaires  et  les  propositions  qui  se  raj 
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à  leurs  racines  ou  à  celles  de  leurs  dérivées,  propositions  dont 
quelques-unes  seront  complétées  duns  la  troisième  Partie.  Il  éta- 
blît   enfin    les   expressions   des    fonctions   uniformes   qui   corres- 
pondent à  des  singularités  de   plus  en   plus   compliquées,    pour 
aboutir  aux  expressions  générales   que    Ton   doit  à    M.    Miltag- 
Leffler. 

La  troisième  Partie  (p.  228-4(33)  contient  les  Compléments  ù  la 
théorie  des  fonctions  analytiques.  C'est,  comme  on  Ta  déjà  dit, 
une  Partie  entièrement  neuve,  où  se  trouvent  réunies  et  mises  en 
ordre  les  recherches  récentes  sur  le  sujet,  en  particulier  sur  les 
fonctions  entières. 

•fVprès  avoir  développé  les  importantes  propositions  relatives  à 
ces    indices  a,  jjl,  v,  dont  il  a  été  question  plus  haut,  M.  Vivanti 
,ra|t.e  du  théorème  de  M.  Picard  et  de  ses  généralisations;  il  repro- 
duit >  on  la  simplifiant  sur  quelques  points,  la  belle  démonstration 
qiio    l'on  doit  a  M.  Borel.  Il  traite  successivement  de  diverses  géné- 
ri*li salions  des  fonctions  entières,  des  fonctions  à  espaces  lacu- 
nai  r*^s<  des  séries  divergentes,  des  questions  que  soulève  le  concept 
*'e    prolongement  analytique,  des  divers  modes  de  représentation 
d   **o«  fonction  analytique  par  une  expression  arithmétique,  au 
ser*s   qui  a  été  spécifié  plus  haut.  Un  paragraphe  intitulé  :   Rela- 
"*>**,«  entre  les  singularités  de  deux  fonctions  analytiques, 
r*^ia  tne  diverses  propositions  qui  permettent,  dans  certains  cas,  de 
"Reluire  les  singularités  d'une  fonction  donnée  par  un  de  ses  élé- 
nrt^cfcts  des    singularités   d'une    ou    de    plusieurs  autres  fonctions 
données  de  la    même    façon.   Il   prépare   l'important    paragraphe 
tinal,  qui  constitue  un  exposé  systématique  des  plus  simples  et  des 
plus  importants  résultats  obtenus  sur  celte  question  :  Une  fonc- 
tion analytique  étant  donnée  par  un  de  ses  éléments,  reconnaître 
*es  singularités.  J.  T. 
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CZUBER  (E.  ».  —  YoRLEsrNGEN  iber  Differextiàl-  rxo  Integbal-Rbch- 
xr>c.  Erster  Band.  zweite.  sorgfaltig  durchgesehene  Auflage.  i  vol. 
in-S".  xiv-56o  page*,  nS  figure*.  Leipzig.  Teubner,  1906. 


Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  de  ces 
Leçons,  dont  la  clarté  et  la  simplicité  légitiment  le  succès.  En 
dehors  des  améliorations  de  détail  qu'un  auteur  soigneux  trouve 
toujours  l'occasion  de  réaliser  quand  il  revoit  au  bout  de  quelques 
années  un  livre  qu'il  a  écrit.  M.  Gzuber  signale  comme  additions  à 
la  présente  édition  les  paragraphes  qui  concernent  les  fonctions 
hyperboliques  et  la  délinilion  des  (onctions  analytiques. 

J.  T. 


THOMAE  1 1. 1.  —  GfttNDMSs  eineb  analitischen  Geometbie  de*  Ebexe. 
1  vol.  in-8%  \-i8t  page*.  8  figures.  Leipzig,  Teuboer,  1906. 


Ct*  petit  H\re.  qui  n'a  pas  que  le  mérite  de  la  brièveté,  peut 
servir  de  manuel  aux  étudiants  qui  commencent  l'étude  de  la  Géo- 
métrie analytique.  Il  contient,  avec  des  exemples  traités  d'une 
façon  détaillée,  la  géométrie  de  la  ligne  droite  et  des  faisceaux  de 
droite  i  correspondance  homographique,  etc.),  la  théorie  analy- 
tique de  la  ligne  droite,  du  cercle  et  des  coniques.  On  v  remar- 
quera le  soin  avec  lequel  sont  traitées  les  questions  qui  comportent 
une  construction  géométrique  :  l'auteur  estime  a\ec  raison,  je  crois, 
qu'on  néglige  trop  sou\ent  ce  genre  de  questions  dans  renseigne- 
ment élémentaire  de  la  géométrie  analytique,  et  qu'il  convient 
d'habituer  les  étudiants  à  tirer  parti  des  formules  pour  ellectuer 
les  constructions  géométriques  correspondantes.  Je  crois  devoir 
encore  signaler,  au  point  de  vue  pédagogique,  l'habitude  qu'a 
adoptée  M.  Thomae  pour  les  classifications  et  qui  étonne  au  pre- 
mier abord  :  il  met  toujours  en  axant  !e  cas  le  plus  exceptionnel 
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et  procède,  dans  la  classification,  par  ordre  de  généralité  crois- 
sante ;  si,  par  exemple,  il  veut  classer  les  coniques  d'après  la  nature 
du  centre,  il  mettra  en  avant  le  cas  où  le  centre  est  doublement 
indéterminé  et  où,  par  conséquent,  la  conique  se  réduit  à  la  droite 
de  l'infini,  comptée  deux  fois. 

L'a u leur  a  sans  doute  adopté  ce  système  en  constatant  la  façon 
dont  les  étudiants  négligent  les  cas  exceptionnels.  J.  T. 


SIMON  (M.).  —  Methodik  der  ei.emkntaren  Arithmetik  in  Verbindung 
mit  algebraischer  Analysis.  i  vol.  in-8",  106  pages,  9  figures.  Leipzig, 
Teubner,  1906. 


On  lira  avec  intérêt  ce  pelit  livre  :  c'est  l'œuvre  d'un  homme 
qui  a  pratiqué,  observé  et  qui  a  profondément  réfléchi  sur  les  pro- 
blèmes relatifs  à  l'enseignement.  11  résume  un  cours  que  l'auteur 
a  fait  en  1904  et  où  il  a  repris,  d'un  point  de  vue  philosophique, 
Pensemble  des  sujets,  concernant  l'Arithmétique  et  l'Algèbre,  que 
l'on  traite  au  gymnase,  en  insistant  sur  les  idées  essentielles  et  sur 
les  méthodes,  eu  donnant  aussi  quelques  renseignements  histo- 
riques importants.  Il  ne  pourra  manquer  d'intéresser  les  jeunes 
gens  qui  ont  reçu  l'enseignement  mathématique  du  gymnase,  qui 
••u  ont  profité,  et  qui  sentent  le  besoin  de  le  dominer;  il  sera  utile 
ausM  à  ceux  qui  donnent  cet  enseignement,  ou  qui  se  préparent  à  le 
donner  et  qui  pourront  profiter  de  l'expérience,  de  la  science  et 
des  réflexions  de  M.  Max  Simon.  Malgré  la  différence  des  pro- 
grammes et  des  habitudes,  les  mêmes  problèmes  pédagogiques  se 
posent  dans  tous  les  pays  :  tous  ceux  qui  donnent  l'enseignement 
mathématique  dans  les  établissements  secondaires  peuvent  donc 
tirer  parti  de  cette  Methodik,  d'autant  que  l'auteur  entre  dans  le 
vif  des  questions;  il  ne  craint  pas,  par  exemple,  d'indiquer  sur 
certains  sujets  le  nombre  de  leçons  qu'il  juge  bon  de  leur  consa- 
crer. 

M.  Simon  n'est  pas  de  ceux  qui  se  laissent  entraîner  parle  mou- 
vement des  ingénieurs.  Il  lient  pour  la  logique  et  la  rigueur.  Si 


& 
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légitime  que  soit  une  tendance,  ceux  qui  ont  de  bonnes  raison^ 
lui  opposer  rendent,  en  donnant  ces  raisons,  un  service  qu'il      ■ 
faut  pas  mépriser;  ils  forcent  à  réfléchir,  à  s'arrêter  au  besoin  9 
ne   pas  suivre  les  exagérations  d'une  mode,   ils  empêchent  cA^  _ 
excès  que,  dans  le  cas  actuel,  pourraient  craindre  ceux  mêmes  CJ  ■■ 
ne  regardent  pas  l'utilité  pratique  d'une  Science  comme  une  mm  clJ"" 
vaise  marque  de  sa  valeur.  Non,  de  l'enseignement  scientifique-»      * 
ne  faut  pas  bannir  la  Science,  c'est-à-dire  les  idées,  les  lois,  \&**x 
coordination,  pour  se  réduire  à  une  pure  technique. 

Tous  les  mathématiciens  seront  d'accord  avec  M.  Simon  sur     *  ^ 
nécessité  de  faire  bien  comprendre  aux  enfants  le  sens  des  opér^-"-" 
tions  fondamentales  et  leurs  propriétés  essentielles  :  sans  cette  bas 
solide,  il  n'y  a  point  d'enseignement  mathématique  et  les  indica 
tions  que  donne  l'auteur  à  ce  sujet  sont  excellentes;  ils  tomberonÊ-"*"' 
aussi  d'accord  avec  lui  sur  le  rôle  central  de  l'idée  de  fonction) 
qu'il    faut   éveiller  et  éclaircir   dès   l'enseignement   élémentaire. 
Mais  est-il  nécessaire  de  diriger  cet  enseignement  en  vue  de  la 
théorie  des  fonctions  de  Weierstrass? 

M.  Simon  dira  peut-être  que  ce  n'est  pas  son   but  unique  et 
qu'un  enseignement  rigoureux  et  logique  vaut  par  lui-même,  par 
la  façon  dont  il  contribue  a  une  bonne  formation  de  l'esprit.  Cela 
est  incontestable,  si  l'on  ne  tient  compte  que  de  ceux  qui  s'assi- 
milent cet  enseignement;  ceux-là,  sous  un  maître  moins  habile, 
seraient  peut-être  en  petit  nombre  et  l'on  est  en  droit  de  penser, 
qu'à  ceux-là  mêmes,  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  montrer  que 
les  démonstrations  sont  logiquement  parfaites,  qu'elles  sont  finies 
et  qu'il  n'y  manque  rien  :  on  peut,  sans  les  satisfaire  entièrement, 
éveiller  leurs  désirs  logiques  et  s'efforcer  de  développer  chez  eux 
cette  curiosité  des  faits  et  cet  esprit  d'intuition  qui  ne  sont  pas 
moins  essentiels  que  le  sens  de  la   logique.  Au  gré  de  celui-ci  ou 
de  celui-là,   les    meilleurs  maîtres  pencheront  toujours  trop  d'un 
côté  ou  de  l'autre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  ne  manquera  pas  d'être  frappé  par  l'éléva- 
tion du  programme  que  développe  M.  Simon.  Il  comprend  la 
notion  de  nombre  dans  sa  généralité,  y  compris  les  nombres  irra- 
tionnels et  les  nombres  complexes,  la  notion  de  limite,  la  résolu- 
tion des  équations  jusqu'au  quatrième  degré,  la  définition  des 
transcendantes  élémentaires.  La  notion  de  nombre  irrationnel  est 
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prôseotée  d'une  façon  1res  claire,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de 
M  -  ^léray  et  de  M.  G.  Cantor.  On  remarquera  aussi  le  caractère 
lojçïcjue  de  ce  programme,  qui  donne  l'impression  dune  Science 
close,  non  d'un  développement  indéfini.  Ce  caractère  est  encore 
accentué  par  les  deux  pages  où  M.  Simon  parle  de  l'impossibilité 
de  ircSsoudre  algébriquement  en  général  une  équation  du  cinquième 
('eSr^i  en  sorte  que,  pour  le  lecteur,  l'Algèbre,  ou  au  moins  la 
partie  élémentaire  de  l'Algèbre,  se  termine  bien  au  quatrième 
degré. 

C^u'il  me  soit  permis,  à  propos  de  l'équation  du  cinquième 
Jegré,  de  signaler  l'inconvénient  des  renseignements  historiques, 
•néme  exacts  et  donnés  par  un  savant  très  soucieux  de  dire  la 
v^r,it,é.  M.  Simon  s'exprime  ainsi  : 

«  La  preuve  (pie  l'équation  du  cinquième  degré  n'est  pas,  en 
K  «Prierai,  résoluble  algébriquement,  . . .,  repose  sur  ce  théorème  de 
■^  «*o  necker  : 


*>  Une  équation  du  cinquième  degré,  qui  est  irréductible  et 
**  "^T^briquement  résoluble,  a,  ou  bien  cinq  racines  réelfes,  ou 
t**^**.  une,  jamais  trois  racines  réelles  et  deux  imaginaires. 

Je  renvoie,   pour  la   démonstration,   à   V Encyclopédie  des 
thématiques  élémentaires  de  M.  II.  Weber.  » 

■«  théorème  de  Kronecker  est  Tort  intéressant  en  lui-même  et 
^st  certain,  comme  le  montre   M.  Simon,   qu'on    peut  former 
1&*^inenl  des  équations  du  cinquième  degré,  à  coefficients  entiers. 


audibles  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu  d'Eisenslein,  qui 

11  *•     Irois  racines  réelles  et  deux  imaginaires,  qui  ne  sont  donc  pas 

^^lubles  algébriquement.  Mais  le  lecteur  qui  ne  sait  que  ce  qu'on 

Ul     *lit  et  à  qui  Ton  n'a  dit  que  la  vérité,  ne  sera-t-il  pas  persuadé 

i11^  c'est  Kronecker  qui  a  démontré  l'impossibilité  de  la  résolution 

S  ^brique  des  équations,  au  delà  du  quatrième  degré?  Le  nom 

"^-bel  n'a  pas  été  prononcé.  Il  est  vrai  qu'on  a  évoqué  quelques- 

■**&  <Je  ces  mathématiciens  du  inojen  âge,  inconnus  hier,  auxquels 

&**udilion  moderne  a  rendu  une  tardive  justice. 

1-4  citation  même  que  je  viens  de  faire  m'oblige  à  revenir  sur 

^s  réserves  antérieures;  vraiment,  elles  tombent  bien  à  faux  pour 

°^*U  auxquels  s'adresse  M.  Max  Simon  ;  ne  faut-il  pas,  s'ils  veulent 
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lire,  à  la  fin  du  premier  volume  de  l'excellente  encyclopédie  de 
MM.  Weber  et  Wellstein,  la  démonstration  du  théorème  de  Kro- 
necker,  qu'ils  aient  auparavant  acquis  des  idées  précises  sur  les 
nombres  irrationnels  et  les  nombres  complexes?  Tout  dépend  du 
but  que  Ton  assigne  à  l'enseignement  secondaire.  J.  T. 


Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées,  publiée 
sous  les  auspices  des  Académies  des  sciences  de  Goltingue,  de  Leipzig, 
de  Munich  et  de  Vienne  avec  la  collaboration  de  nombreux,  savants.  Édi- 
tion française  rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande,  sous  la 
direction  de  Jules  Molk.  Tome  I  (quatrième  Volume).  Calcul  des  proba- 
bilités. Théorie  des  krrkirs.  Applications  diverses.  Rédigé  dans  l'édi- 
tion allemande  sous  la  direction  de  François  Meyer.  Fascicule  I.  In-8°, 
160  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  Leipzig,  Teubner,  1906. 


Le  premier  fascicule  du  quatrième  Volume  du  Tome  premier  de 
l'édition  française  de  V Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques 
vient  de  paraître  :  il  peut  donner  une  idée  très  nette  de  ce  que 
sera  celte  édition  française,  du  soin  avec  lequel  elle  est  rédigée  et 
dirigée.  Tout  le  monde  est  d'accord  sur  le  mérite  de  l'édition  alle- 
mande; mais  il  n'est  point  d'œuvre  de  ce  genre  qui  ne  puisse  être 
améliorée  el,  ici,  les  ailleurs  des  articles  originaux  se  sont  prêtés, 
avec  une  extrême  bonne  volonté,  à  la  recherche  du  mieux. 

Les  nouveaux  articles  sont  dus  à  la  collaboration  des  anciens 
auteurs  et  des  savants  français  qui  ont  exposé  le  sujet  traité  par 
leurs  devanciers.  Les  additions  dues  spécialement  aux  collabora- 
teurs français  sont,  d'ailleurs,  aisées  à  distinguer,  puisqu'elles 
sont  entre  astérisques.  On  reconnaîtra,  en  feuilletant  le  présent 
fascicule,  qu'elles  sont  considérables.  On  trouve,  d'ailleurs,  ici  el 
là,  des  indications  fournies  par  des  savants  étrangers,  qui  ont 
apporté  leur  quote-part  à  celle  grande  œuvre  internationale;  ces 
indications  figurent,  selon  les  cas,  soit  dans  le  texte  même  de 
Y  Encyclopédie,  soit  dans  la  Tribune  qui  sera  jointe  à  chaque 
fascicule. 

Celle   Tribune,    où    «    toute  rectification   et   addition  se  rap- 
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portant  à  l'édition  française,  adressée  à  J.  Molk,  8,  rue  d'Al- 
liance, à  Nancy,  sera  insérée,  s'il  y  a  lieu,  avec  mention  du  nom  de 
son  auteur,  »  n'a  lise  une  excellente  idée.  D'abord,  malgré  tous 
les  soins  qu'on  y  donne,  une  œuvre  comme  V Encyclopédie  com- 
porte quelques  incorrections  matérielles  (bien  peu  nombreuses) 
qu'il  convient  de  signaler.  Il  est  très  difficile  de  ne  pas  y  laisser 
aussi  quelques  inexactitudes,  quelques  oublis  ;  tout  cela,  grâce  à 
la  tribune  ouverte,  peut  être  réparé.  Je  me  permets  d'ajouter  que 
celte  invention  libérale  comporte  quelque  malice;  grâce  à  elle, 
l'éditeur  a  le  droit  de  se  regarder  comme  entièrement  couvert,  el 
de  regarder  comme  peu  justifiées  les  critiques,  qu'il  ne  demande 
qu'à  accueillir,  et  qu'on  ne  lui  aurait  pas  directement  adressées. 
Parmi  les  savants  qui  ont  apporté  les  plus  importantes  rectifica- 
tions bibliographiques,  il  convient  de  citer,  en  première  ligne, 
M.  G.  Enestrôm,  dont  l'érudition  est  si  sûre  et  si  étendue,  et  dont 
la  curiosité  est  si  éveillée.  On  sait,  d'ailleurs,  avec  quelle  ampleur 
la  partie  bibliographique  et  historique  (* )  est  traitée  dans  V En- 
cyclopédie. Les  auteurs  onl  exposé  les  idées  mathématiques  dans 
l'ordre  qui  semble  aujourd'hui  le  plus  naturel,  mais  ils  ont  pris 
grand  soin  de  signaler,  toutes  les  fois  qu'ils  Pont  pu,  la  filiation 
historique,  en  sorte  que  V Encyclopédie  se  trouvera  être  une 
véritable  histoire  scientifique,  une  histoire  d'où  se  trouvera  exclu 
tout  ce  qui  n'intéresse  pas  la  Science  elle-même.  Je  reconnais, 
d'ailleurs,  qu'elle  ne  pourra  se  substituer  à  un  exposé  historique 
proprement  dit,  parce  que  l'état  de  la  Science,  au  moment  où  se 
sont  faites  les  découvertes,  ne  pourra  pas  ressortir,  et  qu'il  est 
nécessaire  de  connaître  cet  état  pour  se  rendre  compte  de  l'im- 
portance des  découvertes  et  de  la  façon  dont  elles  se  sont  pro- 
duites. 

Le  présent  fascicule  comprend  un  article  sur  le  calcul  des  pro- 
babilités et  un  article  sur  le  calcul  des  différences  et  sur  l'inter- 
polation. 

Le  premier  ne  diffère  pas  beaucoup,  au  fond,  de  l'article  origi- 


(')  Qu'il  me  soit  permis,  à  celte  occasion,  de  rappeler  la  part  considérable  que 
Paul  Tanncry  avait  prise,  pour  ce  qui  concerne  l'histoire,  aux  premiers  articles 
de  V Encyclopédie,  et  de  remercier  M.  H. -G.  Zeuthen  et  M.  G.  Enestrôm  pour 
l'article  qu'ils  ont  consacré  à  sa  mémoire  dans  la  Bibliotheca  mathematlca. 
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vulgaire  d'un  nombre  N, 

logN  =  in-a?io",H-iyio""*, 

où  les  nombres  /i,  x7  y  sont  entiers  et  où  x,  y  sont  inférieurs 
à  iooo,  on  calculera  N  par  la  formule 

N  =  io»[io*l°-+io'w-1+,P(r>]; 

les  nombres  io*10"1  et  <?(y)  se  trouvent  respectivement  dans  la 
première  el  la  troisième  colonne:  on  a,  après  les  avoir  cherchés, 
à  faire  la  somme  x  io~*-|-  v(y)  dont  les  deux  parties  comportent 
trois  chiffres  décimaux,  puis,  en  désignant  cette  somme  par 
—  v  -h  z  io~*,  où  v  et  z  sont  des  entiers  positifs,  dont  le  second 
est  moindre  que  1000,  à  chercher  le  nombre  lo*1*"',  qui  se  trouve 
dans  la  première  colonne,  et  enfin  à  ajouter  les  deux  nombres 

ioJPia~*    et     io-"-*-'10"1; 

on  a  donc,  pour  trouver  N,  à  faire  trois  recherches  dans  le  Ta- 
bleau, puis  deux  additions  assez  courtes;  l'erreur  sur  le  sixième 
chiffre  de  N  peut  s'élever  jusqu'à  deux  unités;  on  n'a  pas  à  faire 
d'interpolations.  Afin  de  diminuer  l'erreur,  M.  Guillerain  con- 
seille, lorsque  y  dépasse  5oo,  de  substituer  à  la  formule  précé- 
dente, pour  le  calcul  de  N,  la  formule  approchée  que  voici  : 

laquelle  rend  évidentes  les  modifications  à  apporter  au  calcul  que 
l'on  vient  de  décrire. 

De  ce  qui  précède  on  déduira,  sans  peine,  les  règles  pour  trou- 
ver, avec  six  décimales,  le  logarithme  d'un  nombre. 

Le  Tableau  B  (35cmx  4;Cm)i  plus  développé,  est  fondé  sur  les 
mêmes  idées  :  on  regarde  la  mantisse  des  logarithmes  comme  com- 
portant neuf  figures,  et  on  la  décompose  en  trois  triades  de  trois 
chiffres,  au  lieu  de  les  décomposer  en  deux,  comme  ci-dessus; 
naturellement,  les  calculs  sont  un  peu  plus  compliqués. 

J.  T. 


i 
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MELANGES 


REMARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DE  LA  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS 
ELLIPTIQUES  ET  SUR  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES; 

Par  M.  J.  DOLBNIA. 


I. 


Soit  l'intégrale  elliptique 


(0  /       Ém    m     ^  ====  =  kî        x  =  p(u,  gt1  gi). 


dx 
^4x*—gtx  —  g3 


Il  faut  satisfaire  à  l'équation 

Çr  dx  _    ry  dy     

au  moyen  de  la  substitution 

f(x)  et  <f(x)  étant  des  fonctions  entières  des  degrés  i,  k;  g2<,  g% 

sont  des  invariants  donnés;  g2,  gz  les  invariants  inconnus.  Il  suit 
<fe  l'équation  (1)  qu'au  voisinage  de  x  =  00  nous  avons  un  déve- 
loppement de  x  suivant  les  puissances  de  a  avec  la  partie  princi- 
pale u~f .  De  l'équation  (2)  on  voit  qu'aux  environs  de  x  =  00  on 

i_ 

1    *-*»  développement  de  x  avec  la  partie  principale  u   '~k;  par 

°**séquent, 

i  —  k  =  1 . 
n  posant 


1  =  an, 
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nous  avons 

k  =  i  n  —  i , 

et  nous  avons  une  transformation  de  degré  pair  2/1. 
Posons 

<p(x)  =  (x  —  xx  )*«  ( x  —  xt)**. .  .(x  —  ar*)**. 
Alors  de  l'équation 

(x  —  ar, )*.  (a?  —  xt)**. .  .{x  —  Xj)*i.  ..(x  —  xkY**  ~"  P^f  **  **' 
on  voit  qu'au  voisinage  de 

x Xj  =  o 

nous  avons  un  développement  de  {x  —  xf)  avec  la  partie  princi- 
pale 

Et,  comme  x  est  une  fonction  monodrome  de  u  pour  toutes  les 
valeurs  de  .r,  nous  avons  nécessairement 

7.J  =  1         ou         ay  =  a. 

Il  est  évident  que,  si  ay=i,  Xj  est  un   point  de  ramification, 
par  conséquent, 

Xj=  Cy,  J  =  I,       2,      3. 

En  remarquant  que  o(x)  est  un  polynôme  de  degré  impair,  on 
ne  peut  admettre  que  deux  hypothèses 

(  1  )        <p( x)  =  ( x  —  ar,)*  (x  —  T,)*. .  .(x  —  *„_,)*  (ar  —  <?,), 

(-2  )       <?(t)  =(x  —  xly...(x  —  ^n-j)*  (  a:  —  ex  )  (x  —  c,)  (x  —  c,)." 

La  première  hypothèse  donne  lieu  à  une  transformation  qui 
définie  par  les  trois  formules  suivantes  : 

1       (x  -xx)*{x-xt)*...{x  —  xn-x)*(x  —  ex)' 
(A)         .,*«-*-  <*-F,)M*-^«.. .<*-«,)■ 


pu  —  Ci  = 


(x  —  a?,  )î  (a?  —  *,)». .  .(a:  —  *„_,)*  (x  —  c,) 
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La  seconde  transformation  donne  lieu  aux  trois  formules  sui- 
vantes : 

i5a_-= (g-Ei)a(*-Ei)'.-.(*-gii)a 

1       (#  —  jr,  )*. .  .(.r  —  arn_,)*  (*  —  ex  )  (x  —  e,)  (x  —  ez) 9 
{  *      (x  — &i  )*...(*  — Xn-i)*^  — ex)  (x  —  e1)(x  —  ei)y 


(a?  —  a?t  )* . . . {x  —  a-*-,  )«  ( x  —  et  )  (x  —  Cj  )  ( x  —  ez ) 

Le  principal  but  du  travail  présent  est  l'étude  de  la  transfor- 
mation (B).  Pourtant  la  méthode  qne  nous  allons  développer  est 
aussi  facilement  applicable  à  la  transformation  (A);  ce  que  nous 
allons  montrer  dans  la  suite. 

En  posant 

^l=PaI»  2,I=P**>  •     -,  ^n-J=P*n-!» 

il  est  évident  que 

Ai  A,  A, 


pu  =  Xpa  ■+-  fx  -+- 


pu —  et       pu  —  et       pu  —  cs 

b,  b; 


(pu  —  p«i)x       pu  —  pai 

(3)  <  b,  b; 


(pu  —  pa,)«        pu  —  pa, 
B/i-î  BJ,_t 


(pa  — pa„_j)*       pa  — part_î 
où 

X,     |i,     Ai,     Aj,     A3î     B|,     Bj,     ...,     B',,     B^ 

sont  des  coefficients  inconnus. 

En  développant  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  aux  envi- 
rons de«  =  o,  nous  avons 

(4)     ^t+&I^u*+ùyiU>+...=  ^L  +  ^u-*  +  ùg*u*+^^')  +  u'tF(u), 

F(tf)  est  une  fonction  holomorplie  satisfaisant  à  la  condition 

F(o)  ^o. 

On  voit  de  l'équation  (4)  que 

X  =  I ,  (JL  =  O. 

Bull,  des  Sciences  ma  thé  m.,  i*  série,  t.  XXX.  (Juillet  1906.)  14 
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Il  sait  des  équations  (B)  que 

p(a)  =  » 
pour 

x  =  eu    et,     e^    xt,    xt,     ...,    x*-*; 


par  conséquent, 


*i»    ««»    ««-il     -.-i    **i    ** 


9 


sont  des  périodes  de   la  fonction  pu.  Posons  maintenant  dans 

l'équation  (3) 

u  =  o>  -+-  s,         lime  =s  o; 

alors  nous  aurons 


A,  A, 


b«  b; 


(*i  —  pa|-t-|E*prco  -i-...)1        et  —  pal  +  |6,p,w  -t-.. 

_. Bn-l Bît-t ^ 

(*,  — p  *„_,-+- iE«p"e»>*        <rt  —  paw-t-+-|61p'«u 
D'où  il  suit  que 

— -  =i.         Ai  =  |p  co  =  3*î-|<?t. 
p  u> 

De  même  nous  trouvons 

A,=  3?;-i?8.        A,=  3^ï-{^t. 

Posant  pour  abréger 

\pu  —  et)\pu  —  et>\pu  —  €)}  =  xi—Î£tx  —  \#z=zf(ar)^ 

x  —  pu 
et  remarquant  que 

**?  —  7^t  =/'<**■)• 
il  est  évident  que 

pu  — c-|        }w<  —  f.        p«-<»,      ^4    pu  —  es         /(*)** 


i  —  \ 
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où  R(#)  est  le  reste  de  la  division  de 

par 

c'est-à-dire 

Par  conséquent, 


pu  — d  p3a_^jpa_l^3 


i *-£-  = 

pu —  et 
1 


ou 


3^-U* 


tt+y££^i^=4p(2a); 

^d    dm  —  et 


donc 


pu  — a 


p(",  ^s»  ^i)  =  4paa 


Bi  B't 


(5) 


{pu— paix  f  pu  —  p%x 

B/  ,       b; 

(pw-pa/)*  pu  — p«/ 

Bw-î  B'M_j 


(pu  —  pVn-î)1         pu  —  p%nt 

Pour  déterminer  les  coefficients 

B/,    b; 

prenons,  dans  l'équation  (5) 

u  =  a/-h  e,         lime  =  o. 

Alors  on  peut  développer  les  deux  membres  de  l'équation  (5) 
en  série  suivant  les  puissances  de  s.  Pour  avoir  ce  développement, 
remarquons  que 

pu  —  p*/  =  ep'a,-+-  \t*p'%i+  J-^p'a/H-. . .  ; 

par  conséquent, 

pu  =  pa,         p'ot/L        2J)«/         \4  l»'»;       0  f'ii/  J' 

(pu-pa,)«       p''a,L  P'«,      "   \<   P'*«<       3p'»,/  J' 
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Pour  celle  raison  l'équation  (5)  nous  donne 


•»-  ='» 


P*<*/ 

d'où 

B,  =  p'»a„ 

p'»«,         f'rtt         ' 
d'où 

B)  =  p'«/. 
Par  conséquent, 

^  <*J\(pa  —  pa,)*       pu  —  pa// 

El,  comme 

r    *'     ^  H — —  =  p(m-a/)-+-p(a  — a*)— apa,    (*), 

(pa-pi/)1        pi*  —  pa,       *^  *      r\ 

nous  avons  définitivement 

(6)       p(w.  ^î*  ir>)  =  4  pm-*-^[pQ -*-«/)-+- pQ  ■+-«/)—  api/]. 

Pour  la  transformation  du  quatrième  ordre  nous  avons 

p(«.  ?î.  Pî)=  4p*ti. 

Cette  transformation  est  indiquée  dans  notre  Mémoire  De 
quelques  points  concernant  la  théorie  de  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques  (-).  On  s'assure  très  facilement  que  ces 
transformations  d'un  degré  supérieur  au  quatre  sont  impossibles. 
Bornons-nous  à  démontrer  l'impossibilité  de  la  transformation  du 
sixième  ordre.  En  effet,  dans  ce  cas  nous  avons 

fut  =  4paii  —  Pv«  —  al-*-  P(«  —  a) — apa, 
a  étant  un  argument  inconnu.  En  posant 

m  =  a  —  &,        lim  £  =  o, 

développant  les  deux  membres  en  série  et  égalant  à  zéro  le  terme 


\M  H  u  nu  \.  Trait?  tivs  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  ao3. 

v   )  finit.  titis  Sciemvs  mtit/t  .   >*  série.  I.  XWII,  novembre  1903. 


J 
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constant,  nous  aurons 

ou 

(7)  —  3p*ot-f-  i^jpla-4-i2^jpa-+-rë^l  =  o. 

En  posant 

u=w  +  e,         lime=o, 
nous  avons 

p(w-a)=j)«; 
OU 

«H l —  =pa, 

P«-«i 

OU 

p*a  --  îCjpa —  2cî  -4- {^2=  o. 

El  comme  nous  devons  avoir  en  même  temps 

p*a  — 2<?,pa— sej  -h{^2=  o, 

p2«  —  2e3p*  —  2ef  -f-  i^j  =  o, 
alors 

(8)  3p*a-{£j=o. 

En  éliminant  p (a)  des  (7)  et  (8),  nous  trouvons 

51  — 27^1  =  0, 

ce  qui  est  impossible. 

En  ce  qui  concerne  la  transformation  (A),  on  voit  qu'à  pu  on 
peut  donner  la  forme  suivante  : 

pli  =  PU -h  — —  -f.    >   (  : 1 * )> 

pa  — Ci       ^\(p«-  pa,)2        pu  —  pot,/ 

où  l'argument  a/  satisfait  à  l'équation 

Il  est  facile  de  démontrer  que 

A  =  {p'u>,         B/=p'»a/,         BJ=p*a,. 

Par  conséquent, 

,lu  =  ptt  +  "^rrr  +2[p(« -*-*/) -*-p(«*  —  «/)—ap*/li 

1 
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ou 


«— 1 


1 
En  remarquant  que 


21(0  10} 

a/= =  — , 

in         n 


nous  avons  définitivement 


De  la  même   manière  pour  la  transformation  d'un    ordre  im- 
pair (2/j  -f- 1)  nous  obtiendrons 

2f    /           ifcta  \         f           2Âcu  \              iki&  1 
p(  «H )  -f- p(  tt )  —  2D I- 
l/\             2/l-Hl/         *\             2/1-+-I/            *a/l-+-lj 

Ces  formules  sont  mentionnées  dans  le  Mémoire  de  M.  L.  Kie- 
perl  :  Zur  Théorie,  der  elliptisclien  Functionen  (•). 


Il 


La  réduction  des  intégrales  abéliennes.  —  La  méthode  ex- 
posée dans  le  paragraphe  précédent  est  d'un  usage  très  simple 
pour  la  résolution  du  problème  de  la  réduction  des  intégrales  abé- 
liennes.  Soit  donnée  l'intégrale    hyperelliplique   de   la   première 

espèce 


h 


=  M. 


Faisons  pour  abréger 

T*-»-1  «    -  A, **«H-. . .-+-  Aj,,^,  =  ©(*•). 

Aux  environs  de  x  =  x.  nous  avons  un  développement   de  x 


(l)  Mathematische  Annalen,  XXVI  D.,  s.  384- 


i 
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avec  la  partie  principale 


In— 1     _       * 


(=£0  --^ 


Si  l'intégrale  u  est  réductible  à  l'aide  de  la  substitution 

rationnelle,  le  degré  de  numérateur  surpasse  celui  de  dénomina- 
teur par  (2/1 — i).  Si  l'on  pose 


i/i-i 


*=(— ) 

\an  — 1/ 
nous  avons 

F(x)  =  a?* -h . . . ,        /(ar)  =  #«>*» -»  h- 

Posant 

F(a:)=  (a?  —  Xx)*\(x  —  a?»)*» . . .  (x  —  a?/)**, 

on  voit  que  pu  devient  infini  pour 

Au  voisinage  d'un  de  ces  points  Xh  nous  avons  un  développe- 
ment de  (x  —  Xk)  avec  la  partie  principale 

i_ 

u    a*. 

El,  comme  x  est  une  fonction  monodrome  de  l'argument  u  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  sauf  x  =  oo,  sont  possibles  les  deux  hypo- 
thèses suivantes  : 

Si  014=1,  alors  Xk  est  un  point  de  ramification.  Considérons 
seulement  le  cas  où 

^'l>      &ty       •  •  •  »      ^/» 

tous  sont  les  points  de  ramification  et  où  alors  F(x)  est  un  divt- 


ï 
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seur  du  polynôme  s  (.r).  Dans  ce  cas  nous  avons 

F(x)  =  (x  —  xt)(x  —  x%)  .  ..(x —  X/c)  ...(x  —  X/), 
/  Xpa  =  x*"-1-*-  «iXt',-sH-...-i-ajn_jX-T-aîll_i 
(9)  Pi        ±        P«        ,  ,        P/ 


1 


H ■ H... H ! y 

X  —  X\  X  —  Xf  X  —  Xi 

OÙ 

«i,     «t,     ...,     asii-tf     aîit-i>     ?i>     Pîi     •  ••»     p/ 
sont  des  coefficients  inconnus.  En  remarquant  que 


nous  avons 


0°)  /       </*x        ,    .,    vcfcr 


du*        *  T  v    Va 


L'équation  (9)  montre  que  pu  devient  infini  pour 

X  =  X\%  Xt,  .  .  .  7  X£. 

En  posant  que 

u  =  ma 
pour 

x  =  27  ; 

nous  voyons  que  ma  est  une  période  de  la  fonction  pu.  En  faisant 

u  =  m ■  -»-  s,         lime  =  o, 
nous  aurons 


# 


-**=,(£)*+i,,(a?)***,,(S)t-,-A,l(S?)*+-5 


ou 

•r  —  r*  =  v*V(  ^  )  -H  yV  £*9Ï*a)  9*  (a?*)  -4-. . . . 
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Par  celte  raison 

x  —  Xk  =  |eV(a?*)[i  "+"  T4e,<?*(^)  ~Jr-  •  *]» 

Maintenant  faisons  dans  l'équation  (9)  *z  =  */*-!-  e,  lime  =  o; 
nous  aurons 

07a — X!  #*  —  arx«— 1 

+  _Ë*±i_+...+  _Jl_ 

Xfc —  &k+\  X/c —  Xi 


D'où  il  suit  que 

Q        A  ?'(#*)  . 

p*  =  — —, >  A-  =  i,  -2,  . ..,  1, 

+     -A-     +  ...H-         P*- 

+       P*4-'       +.■■+    — & JîX?'(xi)  =  o, 

3?Ar —  Xfr+i  Xk  —  Xi 

xln~l  -4-  a, x J*-«  -4- . . .  H-  *,„_, xk -4-  ajn-i 

(11)    {  4\        xk—  Xi        '"      xk—Xk-\ 

+  -ïin±iL+...+  liai  -WiXk))=0. 

Xk—  Xk+1  Xk  —Xi  6  T  / 

Il  est  facile  de  trouver  la  somme 

In  —  1 


OU 


2 


x  —  Xk 
1 


Posant 


?'(Xl)      ,  ,     ?'(Xk)      ,  ,      ?'(Xi)    _    l(x) 

~^ "" ~~  ~ r~ .  •  .  ~T"  — — ^— —  — j—  ...  -+-  — —— -— —  -—   _  y 

x  —  X\  x  —  Xk  x  —  Xi        r(x) 
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nous  devons  avoir 

9{Xk)-F'(xky 

d'où 

l(xk)  =  9'(xk)F'(xk). 

D'où  il  suit  que  5(#)  est  le  reste  de  la  division  de 

<?'(x)F'(x) 
par  F(x)\  donc 

(12)  ?'(x)F'(x)  =  F(x)Q(x)  +  l(*), 

Q(#)  étant  un  polvnome. 
Et  comme 


2* 


Ipu  =g»"-'H-aig»»-«-t-.  .,+  a!fl-tj  +  au-l+  j2  g-Ty   ' 


nous  avons 


En  outre 

-t- . . .  -i 

&k — #1  Xk — xk-\ 


Ui) 


De  l'équation  (i  i),  nous  avons 


î»-l   _1_  /».   yll'-i 


y-'  -\-tix\"-1-^-..  .-t-a,„_,XA-l-  aJn_, 


De  l'équation 

?(*)  =  F(ar)4»(ar), 

où  ^l*27)  csl  'c  polvnome  donné,  nous  avons 
De  ré(juation  (ir>.),  on  voit  que 
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En  substituant  dans  (i4)  les  valeurs  (i5)  et  (16),  nous  aurons 


x 


*«-I_i_  ».<»%n-i 


17  -+-~[5?'(^)-h3iK^)F'(^)-6Q(^)]  =  o. 

24 

L'équation  (17)  donne  lieu  à  trois  cas  possibles. 


Premier  cas.  —  Soit  i >  2/1  —  1 .  En  remarquant  que  le  degré 
du  polynôme 

5<p'(ar)  -h  ïty(x)  ¥°(x)  -  6Q(tf) 
est  (2/1  —  1),  nous  voyons  que  l'équation 

-f-  —  (59'j  +  3^F'j-  6Q;r]  =  o 
•24 

du  degré  2/1  —  1  aura  i>  in  —  1  racines  ;  ce  qui  est  impossible. 
Donc  la  réduction  dans  ce  cas  n'est  pas  possible. 

Deuxième  cas.  —    Soit  i=2n  —  1.    Dans  ce  cas,   le   poly- 
nôme (18)  ne  diffère  du  polynôme  Fx  que  par  le  facteur  constant 

/=  [+  »-X(27l2—  '2/1 -+-3). 

C'est  pourquoi  la  réduction  se  fait  d'après  la  formule 

(19)     Xp«  =  /F(a-)-  i[5çr*  +  3  +  (*)F(*)-6Q(ar)]  + J|^l. 

Celle  équation  (19)  n'a  point  de  coefficients  inconnus. 

Troisième  cas.    —    Soit  i<^in —  1.  Dans  ce   cas,    le   poly- 
nôme (18)  est  divisible  par  F(#),  et  nous  avons 

+  ^  [5?'(*>  +  H(*)  *"(*)  -  6Q(*)]  =  /  F(ar)  0(x), 

où 

Q(x)  =  art»-/-i-+-  Ci  **«-'-*  H- . .  .4-  C|*-./-i, 

Cj,       C  ,       .  .  . ,       C2/1-/-I 
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sont  des  coefficients  indéterminés.  Nous  avons  évidemment 

En  outre, 

par  conséquent  f(x)  n'aura  que  2/1 —  i — 1  coefficients  indéter- 
minés 

Désignant 

2C0,,      2(1)2,       2(1)3 

les  périodes  de  la  fonction  pu  et  posant 

a  =  to  h- e,        lime  =  o, 
nous  avons 

X(l£»p-co  +  ILe^-Yco:H...)=yV    ;F(a7)f 

Il  est  clair  que  le  polynôme 

f(x)-\ex¥(x) 

ne  peut  avoir  que  des  facteurs  doubles  ou  linéaires.  Ces  derniers 
doivent  être  les  diviseurs  de  ,]j{x)\  donc 

f(x)  -\etF(x)  =  ^(x)P\x. 
De  même 

f(x)  -  X  c,  F(x)  =  ^t(x)  P\x, 

f(x)-lelF(T)  =  Wx)Plx, 
*i(')W)*3(*)  =  *(*)=  J^y- 

D'où  il  suit  que  le  produit 

(20)        l/(x)  -  Xc,  F^)][/(-r)  -  Xe,  F  (*)][/(*)  -  Xe,  F(*)l 

doit  être  divisible  par  le  polynôme  'y(-c)  dont  le  degré  est  égal  à 

•>.  n  —  1  -4-  1 . 

Eu  roulant  identiquement  à  zéro  le  reste  de  la  division  de  (20) 
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par  $(&)<,  nous  obtiendrons 

2/l-t  +  I 

équations  linéaires  aux  inconnues 

Ci,      Cf,       ...,      Cjn_/_i,      C|,      Cj. 


m. 

Considérons  maintenant  les  intégrales  de  la  forme 
(ai)  /         — L     =  ». 

Aux  environs  de  .r  =  a>,  nous  avons  un  développement  de  x 
avec  la  partie  principale 


(!=.)"-.-=, 


^î*     ^t>     •••»     3*î«-+-i 
sont  les  racines  du  polynôme  ®(x).  Posons 

où  le  degré  de  F(x)  est  égal  à  /;  le  degré  def(x)  sera  alors 

i  +  2n  —  3  ; 


-(^) 


in  —  3 


Ne  considérons  que  le  cas  le  plus  simple,  où  F(x)  est  un  divi- 
seur du  polynôme  <p(#)i  nous  avons  alors 

<p(ar)  =  F(ar)^(ar). 
Soit 

F(x)  =  (a? —  a?i)(#  —  x%). .  .(a; —  a?/). 
Posons 

l  a*  —  X\        x  —  a?j  a?  —  Xk  x  —  X( 


ni  PIIEMIËHK  PAIITIE. 

L'équation  (21)  nous  donne 

(ê)W*)(* -<)-', 

2S=?'(:r)(:r~0","'2?(x)(ar""0"3' 

2^J  =  [?'(^)(^--0-ï--4?'(^)(^--0-,-h69(x)(t--/)-*]^, 

x  [ç'(a?)(«  —  <)"*  —  29(a?)(*  —  t)-*] 


-a4  ?(*)(*  — *)-•](  J)f- 


Si,  pour  #  =  2>,  À*  =  1 ,  2,  . . .,  2  /*  -h  1 ,  nous  avons 

m  =  m*  ; 

alors  m*  est  une  période  de  la   fonction  pu.  Au   voisinage  de 
u  =  ut,  nous  aurons  le  développement 


ou 


D'où 


\x  4AA-6-*(rA— /».  ,    ,r  w.      w  #.    . 


-4?  (^a)(^- /)-»]... 

Faisons  maintenant  dans  l'équation  (22) 

m=waH-e,         lims  =  o: 
alors 

pu  =  JMMA-+-  s)  =  pe  =  £-«  -+- ïV^t^-HjL^je*-»- 

Par  conséquent, 

Al-  Ï.Ï.-»6  î»^1  "•)-  Ç'(X<.)  £  ■•■- 
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D'où  il  suit  que 

_     XT'(*t)    , 
A*-4(x*-<)»' 

i\        ■      "■       I*         Jb  }       O  •         •      •      •    •        C  • 

Par  cette  raison 


K 


(xj—  /)'(&-- *s)       ""       (xi—t)*(x  —  Xi)) 
Nous  avons,  évidemment, 


Par  conséquent, 


—  £)(jt  —  #*)         a? — *  \.r* — t       x  —  xicj 


(Xk—t)(X  —  Xfg)  X —  tÂ^X  —  X/ç  X—ts^t  —  Xk 


Et  comme 


yi  y'(Xk)  _  R(^) 


2 


x  —  Xk       F  (  x  )  ' 


?'(**)        R(0 


ou 


nous  avons 


*  —  a*        F(/) 
î 


R*  =  9'(a?)  F'(x)  —  F(a?)  Q(a?), 


2  ?'(**)  =       i       /R(g)       R(Q\ 

î 

2TW  _  rf  f/R(*)     _  R£0 \,    _  ._,] 

Par  conséquent, 

|  Xj»M  =  x*"-,+  al*1"-*-F...-t-«î#,_3 

(a3)  +bir/,«iî}_ML)^T  _/)-.] 


1lA 


imikmiêiik  partie. 

Exemple.  —  Soit  l'intégrale  réductible  (') 

(t  —  t)dx 


f 


/(.*•-+-  «;(t*h-  bx1^-  labx  -i-  a*b) 


trouver  la  valeur  de  /.  Posons 


Nous  avons 


>. 


\pu  =  -^ -• 

x  -h  a 


—  t 


D'après  la  formule  (23),  nous  avons 

'  .1  (x  -+-<«)(/  -+-  a)* 


Aux  environs  du  point 


x  —  /  =  o, 


nous  avons  un  développement  (x —  /)  suivant  les  puissances  d 
(u  —  //|)  avec  la  partie  principale 

i 

Par  conséquent,  dans  l'égaillé 

A[j>M|H-(M—  Ui)p'ux—  \ltl  —  Mi  ¥)>"  N|  -h...] 
=  (  at  -4-  /  -i-  -, -J  —  (  I—  7— : r  )(*  —  O  H-.... 


nous  devons  avoir 


l'oîi 


P  «i  -A  o, 
i  — :  =  o  ; 

/  =  o,  /  =  —  ■>.*/. 


(')  HulUtin  t/cs  $ricnc<s  niathcmatit/ues.  j°  <ùru\  t.  WVIII,  août  igo{. 


sur  la  Théorie  génorale  deiiartaces  et  les  applt- 


TWH.K    [)l 


JUILLET  1606. 
Cnmpte»  rendu*  et  Analyses. 

■ 

■ 
MéUnflM. 

Revue  don  Publications  académiques  et  [lénodiqun» 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLAUS. 


Cours  d'Analyse  mathématique. 


. 


POlNCAfu: 
—  Les  Méthodes  doi 


■ 


VUS. 

■ 


■ 
HKRMITE    —    ContspoDdance  d'H«ri.i 


■ 

LÀGKAKG1 

■       ■ 

s  complétas  t     . 

COMPTES  IUÏNDUS  ET  ANALYSES. 


COMPTES   RENDUS  Et  ANALYSES. 


WUNSCIIHANN  (K.)-  —  Ukbrb  BitRriiRimssBKDixnFXfiBN  hri  Ixtecbal- 
kukven  VON  DiPPkuBvn.Vi-CLElciitxcKS.  InnuguraldissL'rtatiou.  tî  pages. 
Leipzig,  Tcubncr,   i;ioj. 


L*ol>j<it  du  travail  de  M.  Karl  Wiinsclimann  csl  l'étude  des  fais- 
eaux,  de  x*  courbes,  définies  pur  une  équation  différentielle  ordi- 


,X- 


[*,?,- 


pour  lesquels  les  conditions  d'un  contact  du  (n  —  a)1*™' ordre  entre 
deux  courbes  infiniment  voisines  consistent  en  équations  dcMongc 
du  deuxième  degré.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut,  par  une 
méthode  que  l'on  doit  à  M.  Engel  (•),  étudier  le  faisceau  de 
courbes  sans  en  connaître  les  équations  sous  forme  finie.  M.  Wiin- 
schmann  traite  successivement  les  cas  de  a  =  '.i,  4,  5  :  il  forme  les 
conditions  que  doit  vérifier  la  fonction  w  pour  qu'on  soit  dans  les 
circonstances  voulues  et  les  équations  de  Munge  correspondantes. 

J.  T. 


(')  Berirhle  der  Math.   Pli.  Kliusr  tltr  !..   Siïclisisrhni  Gi-sclfsc/iit/t  i/cr 
jyisaenxhajten  zu  Ijcipzifi,  i.  LVII.  lyn'i. 
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MANUSCRITS  ET  PAPIERS  INÉDITS  DE  GALOIS  ; 

Par  M.  J.  TÀNNEKY. 

Les  manuscrits  de  Galois  ont  été  remis  à  Joseph  Liouville  par 
Auguste  Chevalier  :  Liouville  a  légué  sa  bibliothèque  et  ses  papiers 
à  l'un  de  ses  gendres,  M.  de  Blignières  (f).  Mm*  de  Blignières 
s'occupe  pieusement  de  classer  les  innombrables  papiers  de  son 
mari  et  de  son  illustre  père.  Elle  a  recherché  et  su  retrouver  (non 
sans  peine)  les  manuscrits  de  Galois  :  ceux-ci,  ainsi  que  d'autres 
papiers  importants,  seront  dontiés  à  l'Académie  des  Sciences  : 
Mmc  de  Blignières  a  bien  voulu,  en  attendant,  m'autoriser  à  exa- 
miner les  manuscrits  de  Galois  et  à  en  publier  des  extraits  :  je  lui 
exprime  ici  ma  profonde  reconnaissance. 

Je  dois  aussi  des  remerciments  à  M.  Paul  Dupuy,  dont  tous  les 
géomètres  connaissent  la  belle  Notice  sur  la  vie  d'Évariste  Galois, 
publiée  dans  les  Annales  scientifiques  de  V Ecole  Normale  (*). 
M.  Dupuy  a  bien  voulu  procéder  à  un  premier  classement  des 


(')  Célestin  de  Blignières  (1823-1905),  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique, a 
été  l'un  des  disciples  directs  d'Auguste  Comte,  l'un  des  plus  distingués  sans  doute 
et  vraiment  capable,  par  retendue  de  son  esprit  et  de  son  savoir,  de  comprendre 
pleinement  la  doctrine  du  maître.  Mais  l'indépendance  de  son  caractère  et  l'ori- 
ginalité de  son  esprit  l'ont  empêché  de  s'enrôler  dans  l'un  ou  l'autre  des  partis  du 
Positivisme.  Il  plaisantait  parfois  de  son  isolement  et  se  qualifiait  de  bligniériste  : 
on  lui  doit  une  intéressante  Exposition  de  la  Philosophie  et  de  la  Religion  posi- 
tives (Paris,  Chamcrot,  18J7). 

Pendant  neuf  ans  (1871-1882)»  un  commerce  de  pensée,  très  actif,  s'établit  entre 
Liouville  et  M.  de  Blignières.  De  ce  commerce,  dont  l'un  et  l'autre  ont  beaucoup 
joui,  M.  de  Blignières  a  gardé  jusqu'à  sa  mort  un  souvenir  singulièrement  vif  et 
présent. 

(2)  Tome  XIII  (1896)  de  la  3*  série.  Cette  Notice  a  été  reproduite,  avec  le  por- 
trait de  Galois,  dans  les  Cahiers  de  la  quinzaine  [-i*  cahier  de  la  5«  série  (io/»3)]. 
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manuscrils  qui  m'avaient  élé  remis  et  en  séparer  ceux  qui  appar- 
tiennent incontestablement  à  Galois,  dont  il  connaît  bien  récri- 
ture. 

Les  lignes  qui  suivront,  les  quelques  fragments  ou  notes  que  je 
pourrai  publier  n'ajouteront  rien  à  la  gloire  de  Galois  :  elles  ne 
sont  qu'un  hommage  rendu  à  cette  gloire  dont  l'éclat  n'a  fait  que 
grandir  depuis  la  publication  de  Liouville. 

Cette  publication  a  été  faite  de  la  façon  la  plus  judicieuse;  mais, 
soixante  ans  plus  tard,  on  est  tenu  à  moins  de  réserve.  Les  mathé- 
maticiens s'intéresseront  toujours  à  Galois,  à  l'homme  et  à  ses 
écrits  :  il  est  de  ceux  dont  on  voudrait  tout  savoir. 

Je  ne  m'occuperai  guère,  dans  ce  premier  article,  que  des  œuvres 
posthumes  et  des  papiers  qui  s'y  rapportent.  Pour  la  plupart  de  ces 
papiers,  on  possède  la  copie  de  Chevalier;  d'ailleurs  l'écriture  de 
Galois  est,  d'ordinaire,  parfaitement  lisible  et  même  assez  élé- 
gante; mais  elle  est  parfois  abrégée,  hâtive;  les  ratures  et  le9  sur- 
charges abondent;  j'aurai  à  signaler  quelques  mots  et  quelques 
phrases  illisibles. 

L'importance  de  l'œuvre  de  Galois  sera  mon  excuse  pour  la 
minutie  de  certains  détails,  où  j'ai  cru  devoir  entrer,  et  qui  va  jus- 
qu'au relevé  de  fautes  d'impression,  dont  le  lecteur  attentif  ne 
peut  manquer  de  s'apercevoir.  Je  ne  me  dissimule  pas  ce  que  cette 
minutie,  en  elle-même,  a  de  puéril. 

Les  œuvres  posthumes  occupent  les  pages  4o8-444  du  Tome  XI 
(1846)  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  et  les 
pages  a5-6i  des  Œuvres  mathématiques  d* Evariste  Galois 
pubiées  sous  les  auspices  de  la  Société  mathématique  de 
France  (*).  C'est,  sauf  avis  contraire,  à  ce  dernier  Ouvrage  que  se 
rapportent  tous  les  renvois. 


Lettre  a  Auguste  Chevalier 

(pages  25-3?.). 

Dimensions  du  papier  :  3i  x  20.  La  lettre,  datée  deux  fois,  au 
commencement  et  à  la  fin  (29  mai  i83a),  contient  sept  pages  :  le 

, -* 

(')  Paris,  Gauthicr-Villars,  1897. 
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bas  de  la  septième,  au-dessous  de  la  signature,  a  été  coupé  sur  une 
longueur  d'environ  8cm. 

Le  verso  de  la  dernière  page  contient  le  brouillon  de  deux 
lettres,  d'ailleurs  biflees,  dont  Tune  porte  une  date,  biffée  aussi; 
on  lit  i/|  mai  83;  il  est  vraisemblable  que  Galois  a  écrit  sa  lettre  à 
Chevalier  sur  la  première  feuille  venue,  une  feuille  sur  laquelle  il 
avait  griffonné  une  quinzaine  de  jours  auparavant. 

Ces  brouillons  sont  disposés  d'une  façon  assez  singulière  :  ils 
comportent  des  phrases  entières,  puis  des  lignes,  blanches  au 
milieu  avec  un  mot  au  commencement  et  un  mot  à  la  fin  :  ces  mots 
sont  souvent  illisibles,  tant  parce  qu'il  est  impossible  de  leur  attri- 
buer un  sens  que  par  suite  des  ratures  :  celles-ci  vont  de  haut  en  bas; 
il  en  est  ainsi  dans  plusieurs  des  manuscrits  de  Galois;  ici,  elles 
semblent  faites  avec  une  barbe  de  plume,  ou  un  bout  de  bois, 
qu'il  aurait  trempé  dans  l'encre;  le  premier  brouillon  de  lettre 
est  à  gauche,  le  second  à  droite  et  se  continue  dans  une  autre 
direction  ;  Galois  a  fait  tourner  son  papier  d'un  angle  droit.  Voici 
ce  que  j'ai  pu  lire  : 

brisons  là  sur  cette  a  (Ta  ire  je  vous  prie 
Je  n'ai  pas  assez  d'esprit  pour  suivre 
une  conversation  de  ce  genre 
mais  je  tâcherai  d'en  avoir  assez  pour 
converser  avec  vous  comme  je  le  faisais 
avant  que  rien  soit  arrivé.  Voilà 
Mrle  (illis.) 

en  a  qui 

doit  vous  qu'à- 

moi  el  ne  plus  penser  à  des  choses 
qui  ne  (illis.)  exister  et  qui 
n'existeront  jamais 

i'i  mai  83 

J'ai  suivi  votre  conseil  et  j'ai  réfléchi 
à  qui  s'est 

passé  sous  quelque 

dénomination  que  ce  puisse  ( l)  être  (illis.)  par  s'établir 
entre  nous.  Au  reste  Mr  soyez  (?) 

persuadé  qu'il  n'en  aurait  sans  doute 


(l)  La  lecture  des  quatre  premiers  mots  de  cette  ligne  est  douteuse. 
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jamais  été  davantage;  vous  supposez 

mal  et  vos  regrets  sont  mal  fondés. 

La  vraie  amitié  n'existe  guère 

qu'entre  des  personnes  de  même  sexe 

Surtout  des 

amis.  Sans  doute 

le  vide  qu  l'absence 

de  tout  sentiment  de  ce  genre. ... 

(Mis.)  confiance...  mais  elle  a  été 

très  (  illîs.)  (>).....      vous  m'avez 

vu  triste  z  demandé 

le  motif;  je  vous  ai  répondu  que 

j'avais  des  peines;  qu'on  m'avait  fait 

éprouver.  J'ai  pensé  que  vous  prendriez 

cela  comme  toute  personne  devant 

laquelle  on  laisse  tomber  une  parole 

pour  (Mis.)  on  n'est 

pas 

le  calme  de  mes  idées  me  laisse 

la  liberté  de  juger  avec  beaucoup 

de  reflexion  les  personnes  que  je  vois 

habituellement;  c'est  ce  qui  fait  que 

j'ai  rarement  le  regret,  de  m'étre 

trompé  ou  laissé  influencer  à  leur  égard. 

Je  ne  suis  pas  de  votre  avis  pour 

les  (Mis.)  plus  que 

les  (?)  exiger 

ni  se  vous  remercie 

sincèrement  de  tous  ceux  ou  vous 

voudrez  bien  descendre  en  ma 

faveur. 

J'ai  collationné  le  manuscrit  avec  le  texte  imprimé  :  il  n'est 
guère. utile  de  parler  de  quelques  changements  de  notation,  sans 
aucune  importance,  qui  remontent  à  Liouville,  de  dire  que  Galois 
a  écrit  bulletin  ferussac  et  non  Bulletin  de  Fcrussac,  ou  encore 
de  signaler,  page  29  des  Œuvres,  ligne  a/f,  la  substitution  du  mot 
«  équation  »  au  mot  «  réduction  »  que  le  sens  indique  suffisam- 
ment et  qu'on  lit  dans  le  manuscrit  et  dans  le  tcxlc  de  Liouville. 
Le  point  le  plus  intéressant  est  que  le   théorème  de  Legcndrc 


(')  Il  y  a  une  tache  d'encre  sur  le  mot;  on  distingue  nettement  les  deux  der- 
nières lettres  ée. 
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(page  3o,  ligne  3i), 


FE'-+-EF'— FF'=-> 


est  écrit  par  Galois  non  sous  la  forme  qui  précède,  mais  comme  il 
suit  : 

E'F'—  E"F'=  V11^. 


•>. 


Mémoire  sur  les  conditions  de  résolubilité  par  radicaux 

(pages  33-5o)  (*). 

Dans  les  quelques  lignes  d'introduction  au  Mémoire  sur  les 
conditions  de  résolubilité. des  équations  par  radicaux  que  Galois 
avait  biffées  (d'ailleurs  très  légèrement)  et  que  Chevalier  a  con- 
servées avec  raison,  Galois  dit  que  le  Mémoire  est  extrait  d'un 
Ouvrage  qu'il  a  présenté  à  l'Académie  il  y  a  un  an.  Le  manuscrit 
de  Galois  n'est  pas  un  extrait,  c'est  le  texte  même  qui  a  été  remis 
à  l'Académie.  Qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  ce  que  Chevalier  avait 
signalé  dans  une  note  (page  33  des  Œuvres,  note  a)  ainsi  conçue  : 

J'ai  jugé  convenable  de  placer  en  tète  de  ce  Mémoire  la  préface  qu'on  va 
lire,  bien  que  je  l'aie  troméc  biffée  dans  le  manuscrit.  Ce  manuscrit  est 
précisément  celui  que  l'auteur  présenta  à  l'Académie. 

La  dernière  phrase  de  cette  note,  qui  figure  dans  la  copie  de 
Chevalier  et  sur  l'épreuve  dont  j'ai  parlé,  a  disparu  du  texte  défi- 
nitif. Liouvillc  a-l-il  voulu  effacer  la  légère  contradiction  entre  le 
texte  et  la  note,  a-t-il  cru  devoir  se  conformer  au  désir  de  Galois, 
qui  semble  avoir  souhaité  qu'on  ignorât  que  ce  Mémoire  était 
celui-là  môme  qu'il  avait  présenté  à  l'Académie;  a-t-il  jugé  lui- 
même  que,  pour  des  raisons  de  convenance  envers  l'Académie, 


(')  J'ai  eu  à  ma  disposition  le  manuscrit  de  Galois,  la  copie  de  Chevalier  et 
une  épreme,  corrigée  de  la  main  de  Liouvillc,  mais  où  ne  figurent  pas  toutes 
les  modifications  apportées  aux  notes;  j'aurai  l'occasion  de  parler  plusieurs  fois 
de  cette  épreuve. 
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celte  ignorance  était  préférable?  C'est  là,  en  vérité,  des  questions 
dont  la  réponse  importe  bien  peu,  non  plus  que  la  petite  inexacti- 
tude du  mot  extrait.  Il  importe  beaucoup  plus  que  le  texte  du 
Mémoire  de  Galois  ne  se  soit  pas  égaré,  comme  le  précédent,  et 
qu'il  ait  pu  être  remis  à  l'auteur,  qui  y  a  fait  plusieurs  remanie- 
ments :  ceux-ci,  le  plus  souvent,  peuvent  se  distinguer  par  récri- 
ture. La  conjecture  de  Chevalier,  à  savoir  que  «  Galois  a  relu  son 
Mémoire  pour  le  corriger  avant  d'aller  sur  le  terrain  »  (note  de 
la  page  4<>),  est  tout  à  fait  vraisemblable. 

La  première  page  de  la  couverture,  qui  subsiste,  est  fort  sale, 
tachée  d'encre,  couverte  de  gribouillages,  de  bouts  de  calcul,  à 
l'encre  ou  au  crayon,  au  recto  et  au  verso,  dans  tous  les  sens; 
quelques-unes  des  formules  laissent  supposer  que  Galois,  en  les 
traçant,  pensait  à  quelque  point  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques; d'autres  se  rapportent  à  une  suite  récurrente. 

En  haut  et  à  droite  du  recto  on  lit  (écriture  de  Liouville)  «  Rap- 
port du  4  juillet  1 83 1  »;  puis,  en  titre,  d'une  écriture  qu'il  serait 
probablement  possible  d'identifier  : 

MM.  Lacroix 
Poisson 

commissaires 

le  17  j6r  i83i 

le  tout  suivi  d'un  paraphe;  en  face  du  nom  de  Poisson,  il  y  a  le  mot 
vuj  d'une  grosse  écriture,  celle  de  Poisson  sans  doute. 
Au  verso,  entre  des  taches  et  des  calculs,  Galois  a  écrit 

Oh!  chérubins. 

On  peut  bien  supposer  que  celte  apostrophe  s'adresse  ù  MM.  La- 
croix et  Poisson. 

JLe  manuscrit  contient  onze  pages  (38  x  25);  la  marge  occupe 
Ja  moitié  de  chaque  page  ;  elle  contient  plusieurs  notes  et  additions, 
dont  les  unes  remonteut  peut-être  à  la  première  rédaction,  dont 
'es  autres  ont  été  sans  doute  ajoutées  par  Galois,  lorsqu'il  a  revu 
son  travail  pour  la  dernière  fois  :  telle  est  assurément  celle  qu'a 
Slgrialcc  Chevalier,  le  tragique  «  je  n'ai  pas  le  lems  ». 
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En  marge  de  la  seconde  page,  on  trouve  ces  quatre  noms  ; 

V.  Delaunay 
N.  Le bon 
F.  Gervais 
A.  Chevalier 

et  une  liste  de  onze  noms,  soigneusement  biffés. 

Je  dois,  en  passant,  signaler,  page  34  des  OEm%rc$y  l'omission  de 
deux  lignes,  qui  figurent  dans  le  manuscrit  et  dans  le  texte  de 
Lion  ville;  elles  devraient  terminer  l'avanudernier  alinéa  : 

. ..,  en  général  par  quantité  rationnelle  une  quantité  qui  s'exprime  en 
fonction  rationnelle  des  coefficients  de  la  proposée. 

Dans  la  marge  de  la  troisième  page  du  manuscrit,  en  face  du 
lcmme  III  (page  36),  se  trouve  la  note  au  crayon  que  voici  : 

La  démonstration  de  ce  lemnie  n'est  pas  suffisante;  mais  il  est  vrai, 
d'après  le  n°  100  du  Mémoire  de  Laçrangc,  Berlin,  177S. 

Au-dessous,  Galois  a  écrit  : 

Nous  avons  transcrit  textuellement  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  de  ce  lemme  dans  un  Mémoire  présente  en  i83o.  Nous  y  joignons 
comme  document  historique  la  note  suivante  qu'a  cru  devoir  y  apposer 
M.  Poisson. 

On  jugera. 

Puis,  plus  bas  ; 
Note  de  l'autour. 

Galois  voulait  évidemment  que  la  note  de  Poisson  ( f  )  et  son  propre 
commentaire  fussent  publiés.  Au  surplus,  les  notes  de  Poisson  et 
de  Galois  figurent  dans  la  copie  de  Chevalier  et  dans  répreuve. 
Liouville  les  a  supprimées  finalement,  pour  des  raisons  évidentes. 

La  note  de  la  paire  3-  des  Œuvres  est  en  face  du  lemme  IV  et 
semble  dune  encre  différente  de  celle  du  texte;  mais  il  ne  me 
parait  nullement  certain  que  ce  soit  une  addition  de  la  dernière 


\"-  ùràiv  à  IVMî^ejiKo  do  M*--  do  Bliçnieres.  j*ai  pu  comparer  l'écriture  de 
roue  noh»  u\cc  l'v'iu*  d?  !*->.>*on,  dans  uuo  leitre   à  Liouxille;  aucun  doute  ne 
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heure  :  je  croîs  que  Galois  a  dû,  à  cette  dernière  heure,  remanier 
et  développer  hâtivement  la  démonstration  de  ce  lemme  IV;  elle 
ne  comportait  probablement,  dans  le  texte  primitif,  que  quatre  ou 
cinq  lignes;  elle  est  maintenant  écrite,  partie  dans  la  marge,  partie 
dans  le  blanc  qui  restait  au  bas  de  la  page,  d'une  écriture  serrée, 
nerveuse  :  au  reste,  un  mot  injurieux,  biffé,  et  qui  est  de  la  même 
encre  que  le  «  chérubins  »  de  la  couverture  ne  laisse  guère  de  doute 
sur  l'impatience  que  ce  passage  a  fait  éprouver  à  Fauteur. 

La  note  de  la  page  38  des  Œuvres  est  en  marge,  en  face  de  la 
proposition  I.  A  la  suite  de  cette  note,  avec  l'indication  a  à  reporter 
dans  les  définitions  »,  se  trouve  ce  qui  est  imprimé  pages  35  et  36, 
à  partir  de  la  ligne  22  (Les  substitutions  sont. . .)  jusqu'à  la  ligne  3 
(la  substitution  ST);  ce  passage  est  en  face  du  texte  imprimé  du 
milieu  de  la  page  38  au  milieu  de  la  page  3g. 

En  marge  de  la  page  suivante  (cinquième)  du  manuscrit,  le 
scholie  II  (')  (page  4o)  est  immédiatement  précédé  de  ces  indica- 
tions, qui  sont  biffées  : 

Ce  qui  caractérise  un  groupe.  On  peut  partir  d'une  des  permutations 
quelconques  du  groupe. 

Vraisemblablement,  c'est  après  avoir  écrit  et  biffé  ces  lignes  que 
Galois  s'est  décidé  a  écrire  le  passage  «  à  reporter  dans  les  défini- 
tions ».  Un  peu  plus  bas  est  la  note  «. . .  je  n'ai  pas  le  tems  »,  puis 
cinq  lignes  biffées,  mais  qui  sont  d'une  écriture  calme  et  remontent 
peut-être  à  la  première  rédaction,  les  voici  : 

Car  si  Ton  élimine  r  entre  f(V,  r)  =  o  et  Fr  =  o  F(r)  étant  de  degré 
premier/?,  il  ne  peut  arriver  que  de  deux  choses  l'une  :  ou  le  résultat  de 
l'élimination  sera  de  même  degré  en  V  que  /(V,  r)  ou  il  sera  d'un  degré 
p  fois  plus  grand. 

Ce  passage  biffé  doit  évidemment  être  rapproché  des  indications 
données  dans  le  premier  alinéa  de  la  note  de  la  page  4o.  Ces  indi- 
cations sont  de  Liou ville;  la  note  de  Chevalier  était  ainsi  conçue  : 

Vis-à-vis  la  démonstration  de  ce  théorème,  dans  le  manuscrit  j'ai  trouvé 
ceci 

«    Il  y  a  quelque  chose. . .  » 

(  *  )  Les  numéros  I,  II  des  scholies  (p.  3<j  et  {o)  ne  sont  pas  dans  le  manuscrit. 
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C'est  ainsi  qu'elle  figure  dans  l'épreuve.  Les  six  premières  lignes 
de  la  note  de  la  page  4<>  sont  donc  de  Liouville. 

Au  reste,  Liouville  a  été  visiblement  préoccupé  de  cet  endroit 
(proposition  II)  du  texte  de  Galois  :  il  a  jugé  un  moment  conve- 
nable de  reprendre  l'hypothèse  primitive  de  Galois  (p  premier} 
et  d'éclaircir  complètement  la  démonstration  dans  ce  cas,  par  une 
note  que  je  crois  devoir  transcrire,  non  pas  qu'elle  puisse  apprendr 
quelque  chose  au  lecteur,  mais  parce  qu'elle  me  semble  une  traces 
touchante  des  soins  et  des  scrupules  que  Liouville  apportait  dan  s 
sa  publication;  le  renvoi  correspondrait  à  la  ligne  20  de  la  page 4  « 
des  Œuvres  : 

Ceci  mérite  d'être  expliqué  avec  quelque  détail. 

Désignons  par  <JK  V)  =  o  l'équation  dont  l'auteur  parle,  et  soient /(V,  *~), 
/i(V,  r),  ...,  //-i(V,  r)  les  facteurs  irréductibles  dans  lesquels  <KV) 
devient  décomposable  par  l'adjonction  de  r,  en  sorte  que 

♦  (V)  =/(V,  #•)/,( V,  /•)... /,-,(V,  r). 

Gomme  r  est  racine  d'une  équation  irréductible,  on  pourra  dans  le  second 
membre  remplacer  r  par  r',  r",  . . .,  r{P~lK  Ainsi  ^(V)/*  est  le  produit  des 
i  quantités  suivantes 

/(V, /•)      /(V,r')...     /(V,  #■«#-») 
/.(V,  ;•)    /,(V,  /•')...    /,(V,  r'/-'») 
/,-,(V,  r)/,_, (V,  r')... ./-,_,( V,  /•<*-»), 

dont  chacune,  symétrique  en  r,  r,  ...,  rt/,-1)  et  par  suite  exprimable  en 
fonction  rationnelle  de  V  indépendamment  de  toute  adjonction,  doit  diviser 
^(V)^  et  se  réduire  en  conséquence  à  une  simple  puissance  du  polynôme 
^(V)  qui  cesse  de  se  résoudre  en  facteurs  lorsqu'on  n'adjoint  pas  les  auii- 
liaires  r,  /•',  etc.  J'ajoute  que  le  degré  de  la  puissance  est  le  même  pou** 
toules.  En  effet,  les  équations /(V,  /*)  =  o,/i(V,  r)=  o,  . .  .,//-i(V,  r)  =  ** 
qui.  dérivent  de  ^(V)  =  o  et  dont  les  racines  sont  fonctions  rationnelle* 
les  unes  des  autres  ne  peuvent  manquer  d'être  du  même  degré.  En  faisai»*- 
donc 

/( V,  r)/(V,  /•')•  •  ■/( V,  /•">-»)  =  <M\>, 

on  en  conclura  p  =  i[k.  Mais  p  est  premier  et  i  >  1;  donc  on  a  i  ==p,  d'0* 
p.  =  1,  et  enfin 

*( V)  =/(V,  r)/( V,  r'). .  ./(V,  /•</'-•>). 

I 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

(J.  Liouville.) 
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urément,  en  rédigeant  cette  note,  Liouville  se  conformait  au 
)te  d'être  «  transcendantalement  clair  »  qu'il  a  rappelé  dans 
issement  aux  Œuvres  mathématiques  de  Galois.  Il  s'est 
i  ensuite,  en  réfléchissant  davantage,  que  la  proposition  II 
iquait  pas  que  le  nombre/?  fût  premier  et  il  a  soigneusement 
îs  différences  essentielles  entre  les  deux  rédactions  succès- 
le  l'auteur.  Qu'il  ait  reculé  devant  les  explications  néces- 
pour  donner  à  la  pensée  de  Galois  toute  la  clarté  qu'il  fau- 
cela,  aujourd'hui,  n'a  aucun  inconvénient, 
e  4t  des  Œuvres,  les  lettres  jx,  v  remplacent  les  lettres/?,  n 
'est  servi  Galois;  pareil  changement  a  été  fait  dans  la  lettre 
alier;  ces  petites  modifications,  destinées  à  éviter  des  confu- 
possibles,  sont  de  Liouville  :  les  lettres/?,  n  figurent  encore 
'épreuve. 

lignes  7,  8,  9  de  la  même  page  sont  une  addition  marginale, 
|ui  ne  semble  pas  de  la  dernière  heure.  Cette  addition  est 
de  la  nouvelle  rédaction  de  la  proposition  III,  datée  de  i832, 
quelle  l'attention  est  appelée  dans  la  noie  qui  est  au  bas  de 
[e  qui  nous  occupe.  Ici  encore,  Liouville  est  intervenu;  la 
le  Chevalier  était  ainsi  conçue  : 

le  manuscrit  de  Galois  l'énoncé  du  théorème  qu'on  vient  de  lire  se 

ïn  marge  et  vis-à-vis  de  la  démonstration  qu'il  en  avait  écrite  d'abord. 

est  effacée  avec  soin;  l'énoncé    précédent  porte  la  date  i83-2  et. 

par  la  manière  dont  il  est  écrit  que  l'auteur  était  extrêmement 

ce  qui  confirme  l'assertion  que  j'ai  avancée  dans  la  note  précédente. 

t  donc  Liouville  qui  a  déchiffré  et  intercalé  le  texte  primitif 

imposition  III. 

lirase  (il  suffit  ...  substitutions),  placée  entre  parenthèses 

de  la  page  43  des  Œuvres  et  en  haut  de  la  page  44»  est  une 

arginale. 

46,  ligne  24,  Galois  a  simplement  écrit  «  Journal  de 
*,  XVII  ». 

si  dans  les  manuscrits  de  Galois  une  feuille  (double)  qui  est 
rte  de  brouillon  de  la  proposition  V;  ce  brouillon  a  passé  en 

partie  dans  la  rédaction  du  Mémoire  (*). 

>  ne  pense  pas  qu'il  y  ait  inlcrct  à  publier  ce  brouillon. 


230  IMIOIËUIS   PARTIR. 

Avant  de  parler  du  manuscrit  contenant  le  fragment  imprinv  * 
dans  les  dernières  pages  des  Œuvres,  je  dois  dire  un  mol  <Tu»  ^ 
feuille  détachée  (*)  en  partie  déchirée,  qui,  par  le  format  d 
papier,  la  couleur  de  l'encre  et  la  forme  de  l'écriture,  paraît  avo 
appartenu  au  cahier  dont  ce  manuscrit  faisait  partie.  Elle  conlie 
une  rédaction  antérieure  de  la  proposition  I  et  de  sa  démoastr» — 
lion,  rédaction  qui  semble  avoir  été  écrite  au  moment  même  o 
Galois  venait  de  trouver  cette  démonstration  :  l'énoncé  de  la  pi 
position  fondamentale  est,  presque  textuellement,  le  même  qu 
dans  le  Mémoire  sur  les  conditions  de  résolubilité,  puis  vienne 
seize  lignes  barrées  que  je  reproduis  : 

Considérons  d'abord  un  cas  particulier.  Supposons  que  l'équation  donn 
n'ait  aucun  diviseur  rationnel  et  que  toutes  ses  racines  se  déduisent  ratio 
no  1  lomen t  de  l'une  quelconque  d'entre  elles.  La  proposition  sera  facile 
démontrer. 

Kn  effet,  dans  notre  hypothèse,  toute  fonction  des  racines  s'exprimera 
fonction  d'une  seule  racine  et  sera  de  la  forme  ci,  x  étant  une  raci 
Soient 

x  x\=f\x  J"!=/î«F  -.-,  &m- 1  =/m-l* 

les  m  racines.  Écrivons  les  m  permutations 

x\            f\x\            /txl              •••     fm-\*\ 
XS  JlJ"t  Jixl  fm-X^t 

■*"■•:■  I       Ji  «*"  -i-  I      J*  T-i-Z        •  -  -      f-x  - 1  J"  „  -  | 

Le  re>te  do  la  démonstration  suivait,  contenu  dans  une  douzai    *   nc 
do  lignes  qui  sont  devenues  les  lignes   i  i-26  de  la  page  3<)     *  ^e$ 
('#:ti*i\m<  :  on  distingue  u«e/  bien  les  .r  surchargés  des  V  dt-T"        '* 
iv.iaotion  difmilivo:  ce*  dou/e   lignes  sont  d  ailleurs   réunies     *■""* 
iiiar^e  p.ir  uti  Irait,  avec  riu<Iie:itit>n  :  :  rf'i-vrfor  /»//#$  loin.  Galo7* 
a  elian^e  d'id^-T  »    t:»»u\e  tu .:*"■:. \*.»:-:,i;  inutile  do  >*jrr«'ter  au  c^«* 
j'artuuirer  :  îiki:^  i."  >«.:t::  '.*  que  oc  cas  particulier  lui  ail  été  daboru 
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nécessaire,  car  les  douze  lignes  que  je  viens  de  dire  sont  suivies 
de  celles-ci  : 

te  théorème  est  donc  démontré  dans  l'hypothèse  particulière  que  nous 
»™aa  établie, 
^venons  au  cas  général.     ** 

C^&s  trois  lignes  sont  biffées  avec  un  soin  particulier,  Galois  est 
CD  possession  de  la  démonstration  générale,  sous  la  forme  simple 
c*  définitive;  il  est  joyeux;  il  couvre  de  hachures  les  seize  lignes 
pais,  les  trois  lignes  dont  il  n'a  plus  besoin.  Vient  ensuite  la 
Vra*«  démonstration,  les  deux  dernières  lignes  de  la  page  38  des 
^^  lèvres  et  le  commencement  de  la  page  3g,  jusqu'à  :  «  je  dis  que 
Ce  groupe  de  permutations  jouit  de  la  propriété  énoncée  ».  Puis 
I|!*clicalion,  en  marge,  à  demi  déchirée  :  mettre  ici  la  partie 
tée,  et  les  lignes  24,  a5  de  la  page  3g  des  Œuvres. 
-^îe  semble-t-il  pas  qu'on  assiste  à  un  moment  essentiel  dans  le 
^«loppement  de  la  pensée  de  Galois?  L'émotion  s'accroît  encore 
^  "^  lecture  des  lignes  du  bas  de  la  feuille,  couvertes  de  ratures  et 
a^  surcharges,  et  où  le  nom  propre  a  disparu  dans  un  trou,  produit 
**  **  *ae  tache  et  de  l'usure  : 


*  *&  dois  observer  que  j'avais  d'abord  démontré  le  théorème  autrement, 
**  s  penser  à  me  servir  de  cette  propriété  très  simple  des  équations,  pro- 
È*1"**^  lé  que  je  regardais  comme  une  conséquence  du  théorème.  C'est  la  lec- 
***"**&  d'un  Mémoire  qui  m'a  suggéré 


fin  de  la  ligne  est  indéchiffrable  :  après  suggéré,  il  y  a  des 

1,1  *^*ls,  l'un  au-dessus  de  l'autre,  qui  sont  biffés,  peut-être  cette 

&x***monté  de  la  pensée,  puis,  dans  la  partie  la  plus  usée  du  papier, 

a**'«r/*o/i  ou  analyse,  ou  autre  chose,  et  enfin,  plus  bas,  je  crois 

•'^^  que  Je  dois.  Quant  au  nom  propre,  les  quelques  traits  qui 

s**t)sistent,  à  côté  du  trou,  ne  confirment  pas  la  supposition  qui 

v**ntde  suite  à  l'esprit  (page  3^,  ligne  1 1),  que  ce  nom  est  celui 

*Abel. 

Sur  la  marge  de  cette  curieuse  feuille,  se  trouvent  encore  quel- 
ques formules,  à  demi  effacées,  qui  correspondent  visiblement  aux 
lemmes  II  et  III. 
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Des  équations  primitives  qui  sont  solubles   par  radicaux  (f) 

(pages  5i-6i). 

Le  manuscrit  du  «  Mémoire  sur  les  conditions  de  résolubilité 
des  équations  par  radicaux  »,  après  la  petite  introduction  biffée 
par  Galois  et  reproduite  par  Chevalier,  porte  l'indication  «  i*r Mé- 
moire )>;  le  fragment  «  Des  équations  primitives  qui  sont  solubte* 
par  radicaux  »,  écrit  sur  du  papier  plus  petit  (35  x  22),  commence 
au  milieu  d'une  page.  La  moitié  supérieure  de  cette  page  contient 
vingt  lignes  de  Galois,  qui  sont  biffées  et  que  je  reproduis  plus 
loin;  dans  la  marge,  en  face  de  la  dernière  ligne,  suivie  d'an  grand 
trait  horizontal,  se  trouvent  les  mots  «  fin  du  Mémoire  »,  écrits 
par  Galois  lui-même,  si  je  ne  me  trompe;  au-dessous  du  trait  est 
le  titre  du  fragment  et,  en  face,  les  mots  «  Second  Mémoire  »  :  ce 
fragment  ou  second  Mémoire  commence  par  les  mots  : 

Revenons  maintenant  à  notre  objet  et 

* 

que  Chevalier  a  supprimés.  Voici  le  commencement  de  la  page 
qui,  je  le  répète,  est  biffé  dans  le  manuscrit  : 

soient  représentés  par 

¥1*,     ?î(*)i     ?a(a?)     ?/i-i(*0 

je  dis  que,  P  dp  étant  des  nombres  quelconques,  on  aura 

(P  -/>)(P  -?1/>)(P— ?î/>)(P-?3/?)...(P~?n-i/>)  =  F(P) 

(mod.  F/>). 

Démonstration  :  Il  suit  de  l'hypothèse  que  Ton  pourra  par  des  opérations 
entières  et  rationnelles  déduire  de  l'équation 

Fx  =  o 
celle-ci 

(P  _jt)(P  -<?)a:)(P_<?1:r)...(P_tp„_|3:)  =  F(P) 
quel  que  soit  P. 


(')  On  a  le  manuscrit  et  la  copie  par  Chevalier  de  ce  fragment. 
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Or  on  a  évidemment 

F/>  =  o        (mod.  F/?). 

Donc,  en  substituant  les  congruences  aux  égalités,  on  aura  le  théorème 
énoncé. 

:fv—  f 
Corollaire  :  Soit  Fa?  = >  v  étant  premier  nous  aurons  91  x  =  x% 

x  —  I 

«pja?  =  a?*  . .  ^. .  Z)o/ic  on  aura  en  général,  si  v  est  un  nombre  premier 
(P-i,)(P-/,«)(P-/)')....(P-/>v-')=  ^i  (mod.|^). 

Si  enfin  Ton  fait  P  =/>v  on  aura  le  théorème  suivant 

(/>v-/>)(f>v--/>,)(/>v--/>3) (/>v-/>v-,)  =  ^         (modj£=l), 

v  étant  premier. 

Quelques  fragments,  qui  seront  publiés  ultérieurement,  parais- 
sent se  rapporter  au  même  ordre  d'idées. 

Le  manuscrit  du  fragment  sur  Les  équations  primitives.,. 
contient  dix  pages.  On  n'a  pas  ici  de  raisons  de  penser  que  les 
additions  qui  sont  en  marge  ne  soient  pas  à  peu  près  contempo- 
raines de  la  rédaction;  je  les  note  cependant  : 

Page  53  des  Œuvres,  lignes  19  et  20  :  «  en  remplaçant... 
indices  ». 

Page  57  :  de  la  ligne  5  à  la  ligne  18. 

Page  59,  ligne  21,  à  partir  de  :  «  et  de  là...  »  et  les  lignes  22 
et  s3. 

Voici  maintenant  les  observations  qui  résultent  de  la  compa- 
raison du  texte  imprimé  et  des  manuscrits  de  Galois  et  de  Che- 
valier. 

Liouville  a  imprimé  les  indices  comme  Galois  les  disposait,  par 
exemple, 

pour  désigner  une  lettre  a  dont  les  indices  sont 

/  k 

et  ; 

I  'A 


a4o  1MIEMIÈHK  PAKT1E. 

dans  les  Œuvres,  on  a  adopté  la  notation,  plus  conforme  aux 
habitudes  actuelles, 

Page  5a  des  Œuvres,  ligne  4  •  à  la  place  de  «  en  premier  lieu  » 
il  y  a  i°  dans  le  manuscrit;la  correction  est  de  Liouville. 
Page  53,  ligne  9,  on  doit  lire 

«*,,A, *>        et  non        «A,,*..  .-,*>• 

Page  53,  ligne  i4,  on  doit  lire 

Page  54,  ligne  12,  on  doit  lire 

«//iA,4-n,  As  et  non  amk%+nk%. 

Page  55,  ligne  3,  on  a  imprimé  à  tort 

ttmx  At  4-  n,  A-  4-  <LX  m%  l't  +  "s  *«  ■+"  *«  » 

d'après  le  texte  de  Galois,  de  Chevalier  et  de  Liouville,  il  faudrait 

<*//ft  A'|4-nt  A't+fei,  w,At4-n,A-,  4- a,» 

si  je  ne  me  trompe,  on  doit  lire 

tf/WjA-,  4-/it  Aj+  aIt  m,A,  4-n,A-j4-a» 

(voir  page  56,  ligne  25). 

Page  57,  ligne  3  :  le  mot  <(  est  »  manque  dans  le  texte  de  Galois. 
Page  07,  ligne  i(>  :  Galois  a  écrit 

<  2  et  est  par  conséquent  o  ou  1 
et  non 

<  2  et  se  trouve  par  conséquent  être  o  ou  1. 

Cette  correction  et  la  précédente  sont  de  Chevalier. 
Page  58,  ligne  28;  on  a  imprimé  correctement 

en  corrigeant  une  faute  commise  par  Chevalier  et  répétée  par 
Liouville;  Chevalier  a  écrit  //?,  à  la  place  de  /i,  ;  il  y  a  d'ailleurs 
une  surcharge  clans  le  manuscrit  de  Galois,  mais  la  lecture  n'est 
pas  douteuse. 
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Voici  maintenant  quelques  observations  concernant  les  pièces 
A,  B,  C,  D,  E  que  le  lecteur  trouvera  plus  loin. 

À.  Le  fragment  du  Discours  préliminaire  est  écrit  sur  les 
deux  faces  d'une  même  feuille  :  l'écriture  est  ferme,  rapide, 
presque  joyeuse  ;  les  ratures  abondent;  c'est  un  premier  jet.  Dans 
la  marge,  deux  taches  d'encre  que  Galois  a  sûrement  faites  en 
effaçant  le  mot  Evariste,  qu'il  venait  d'écrire  sur  un  prénom 
féminin.  Un  monogramme  formé  des  lettres  E  S,  entrelacées  d'une 
façon  assez  élégante,  est  répété  deux  fois.  Au  reste,  Galois  écri- 
vait volontiers  son  prénom  et  son  nom,  sans  doute  en  suivant 
quelque  pensée  :  à  la  fin  de  la  pièce  E,  j'ai  compté  une  douzaine 
à* Evariste  écrits  dans  tous  les  sens  ;  il  y  avait,  en  outre}  Eva, 
Evar.*.,  plusieurs  E,  trois  Galois... 

Le  fragment  a  été  copié  par  Chevalier;  outre  la  note  qu'on  lira 
plus  loin,  sa  copie  contient,  en  haut  et  à  gauche,  l'indication  que 
voici  et  qu'il  a  biffée  : 

Discours  préliminaire  fait  en  ybrt  i83o. 

B.  La  pièce  B,  qui  est  d'ailleurs  en  deux  morceaux,  est  le  haut 
d'une  feuille  (double)  qui,  si  l'on  en  juge  par  la  largeur,  est  à  peu 
près  du  même  format  que  le  papier  sur  lequel  est  écrite  la  lettre  à 
Chevalier.  Le  bas  est  déchiré.  Les  mots  note  de  V éditeur  sont  de 
la  main  de  Galois.  La  note  se  trouve  sur  un  morceau  détaché,  qui 
contient  une  partie  des  trois  dernières  lignes  du  passage  biffé  que 
j'ai  reproduit;  il  se  raccorde  parfaitement  avec  la  dernière  page. 
Cette  pièce  ne  porte  pas  de  date;  je  pense,  d'après  l'avis  de 
M.  Dupuy,  qu'elle  a  été  écrite  à  la  prison  de  Sainte-Pélagie. 

11  convient  de  rapprocher,  des  indications  qu'elle  fournit,  celles-ci 
que  je  trouve  sur  une  feuille  déchirée  : 

Ier  Mémoire  sur  les  conditions  de  résolubilité  des  équations  par  radi- 
caux 

(Janvier  i83o) 

a*  Mémoire  sur  le  même  sujet 

(Juin  i83o) 

Mémoire  sur  les  Equations  modulaires  des  fonctions  elliptiques 

(Février  i83?,) 
Bull,  des  Sciences  ma  thé  m.,  a*  série,  t.  XXX.  (Août  1906.)  16 
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double;  je  crois  que  la  curiosité  qui  s'adresse  au  génie  n'exclut 
pas  toute  pudeur,  et  je  n'ai  pas  voulu  imposer  au  lecteur  la  vue  de 
cette  douleur  exaspérée  :  celui-ci  connaît,  par  le  travail  de  M.  Du- 
puy,  la  vie,  l'exaltation,  les  tortures  de  Galois,  et  ne  s'étonnera 
pas  qu'il  se  soit  plaint.  Vers  le  milieu  de  la  préface,  la  pensée  se 
calme;  c'est  de  mathématiques  qu'il  s'agit;  la  sérénité  revient. 

D.  E.  F.  Bien  que  les  trois  morceaux  ne  se  relient  que  d'une 
façon  assez  lâche  au  sujet  traité  dans  ce  premier  article  (*),  je 
les  publie  ici. 

Les  fragments  D,  E  sont  écrits  sur  une  seule  feuille  (3i,5xao), 
du  même  format,  à  peu  près,  que  la  lettre  à  Chevalier  :  dans  la 
copie  qu'a  faite  ce  dernier,  ils  se  suivent,  séparés  par  plusieurs 
lignes  de  points.  Ils  devaient  évidemment  faire  partie  d'un  même 
ensemble  et  Chevalier  a  mis  au  commencement  la  note  suivante  : 

Je  place  ici  quelques  notes  recueillies  dans  les  papiers  de  Galois.  Elles 

sont  relatives  à  une  série  d'articles,  sur  les  progrès  de  l'analyse  pure,  qu'il 

voulait  publier  dans  un  journal  scientifique. 

(A.  Ch.) 

Dans  le  manuscrit  de  Galois,  la  pièce  D  occupe  une  grande 
page;  puis,  la  feuille  étant  pliée,  la  pièce  E  tient  une  (petite) 
page  et  demie.  Le  manuscrit  est  plein  de  ratures,  de  surcharges,  de 
dessins  à  la  plume,  de  taches  d'encre  ;  quelques  passages,  comme 
on  s'en  assurera  à  la  lecture,  auraient  besoin  d'être  retouchés  ou 
complétés  ;  la  difficulté  même  de  la  lecture  m'a  amené  à  dater 
approximativement  le  manuscrit  ;  en  l'examinant  à  la  loupe,  j'ai 
aperçu  quelques  mots  écrits  à  l'envers,  et  en  le  retournant  j'ai  pu 
distinguer  ces  mots,  dont  la  disposition  semble  indiquer  que 
Galois  n'avait  pas  de  goût  pour  le  calcul  mental  : 

jeudi        29  mars 
dimanche  1 
lundi  2  avril 

mardi         3 
jeudi 
vendredi. 


('  )  Le  second  sera  consacre  à  des  pièces  purement  mathématiques. 
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Le  premier  avril  de  Tannée  i832  étant  un  dimanche,  le  doute 
n'est  pas  possible,  puisque  Galois  est  mort  le  3o  mai  i83a. 

Le  fragment  F  se  trouve  en  tête  d'une  feuille  couverte  de  cal- 
culs et  de  dessins  à  la  plume  ;  par  la  pensée,  il  se  rattache  aux 
pièces  D,  E. 

G.  Enfin  le  bizarre  fragment  G  se  trouve  sur  une  feuille  déchi- 
rée; aucun  indice  ne  me  permet  de  lui  donner  une  date  approxi- 
mative. 

Jules  Tàhhery. 


j 
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PAPIERS  INÉDITS  D'ÉVÀRISTE  GALOIS. 


Discours  préliminaire  ('). 

Le  mémoire  qui  suit  a  été  adressé  il  y  a  environ  sept  mois  à 
r Académie  des  sciences  de  Paris,  et  égaré  par  les  commissaires 
qui  devaient  l'examiner.  Cet  ouvrage  n'a  donc,  pour  se  faire  lire, 
acquis  aucune  autorité  et  celte  raison  n'était  pas  la  dernière  qui 
retenait  Fauteur  dans  sa  publication.  S'il  s'y  décide,  c'est  par 
crainte  que  des  géomètres  plus  habiles,  en  s'emparant  du  même 
champ,  ne  lui  fassent  perdre  les  fruits  d'un  long  travail. 

Le  but  que  l'on  s'est  proposé  est  de  déterminer  des  caractères 
pour  la  résolubilité  des  équations  par  radicaux.  Nous  pouvons 
affircàçr  qu'il  n'existe  pas  dans  l'analyse  pure  de  matière  plus 
obscure  et  peut-être  plus  isolée  de  tout  le  reste.  La  nouveauté  de 
cette  matière  a  exigé  l'emploi  de  nouvelles  dénominations,  de 
nouveaux  caractères.  Nous  ne  doutons  pas  que  cet  inconvénient 
ne  rebute  des  les  premiers  pas  le  lecteur  qui  pardonne  à  peine 
aux  auteurs  qui  ont  tout  son  crédit,  de  lui  parler  un  nouveau 
langage.  Mais  enfin,  force  nous  a  été  de  nous  conformer  à  la 
nécessité  du  sujet  dont  l'importance  mérite  sans  doute  quelque 
attention. 

Etant  donnée  une  équation  algébrique,  à  coefficients  quel- 
conques, numériques  ou  littéraux,  reconnaître  si  ses  racines 
peuvent  s'exprimer  en  radicaux,  telle  est  la  question  dont  nous 
offrons  une  solution  complète. 

Si  maintenant  vous  me  donnez  une  équation  que  vous  aurez 


(')  Ce  qui  soit  est  un  fragment  du  discours  préliminaire  destiné  par  Galois  à 
être  placé  en  tête  du  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  qu'il  avait  résolu  de 
publier.  Ce  projet  formé  en  septembre  x83o  n'a  pas  [eu]  de  suite;  des  obstacles 
de  tout  genre  s'y  sont  opposés. 

{Note  d'Auguste  Chevalier.) 
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choisie  à  votre  gré  et  que  vous  desiriez  connaître  si  elle  est  ou  non 
soluble  par  radicaux,  je  n'aurai  rien  à  y  faire  que  de  vous  indiquer 
le  moyen  de  répondre  à  votre  question,  sans  vouloir  charger  ni 
moi  ni  personne  de  le  faire.  En  un  mot  les  calculs  sont  impra- 
ticables. 

Il  paraîtrait  d'après  cela  qu'il  n'y  a  aucun  fruit  à  tirer  de  la 
solution  que  nous  proposons. 

En  effet,  il  en  serait  ainsi  si  la  question  se  présentait  ordinai- 
rement sous  ce  point  de  vue.  Mais,  la  plupart  du  tems,  dans  les 
applications  de  l'analyse  algébrique,  ont  est  conduit  à  des  équa- 
tions dont  on  connaît  d'avance  toutes  les  propriétés  :  propriétés 
au  moyen  desquelles  il  sera  toujours  aisé  de  répondre  à  la  ques- 
tion par  les  règles  que  nous  exposerons.  Il  existe,  en  effet,  pour  ces 
sortes  d'équations,  un  certain  ordre  de  considérations  Métaphy- 
siques qui  planent  sur  tous  les  calculs,  et  qui  souvent  les  rendent 
inutiles.  Je  citerai,  par  exemple,  les  équations  qui  donnent  la  divi- 
sion des  fonctions  Elliptiques  et  que  le  célèbre  Abel  a  résolues.  Ce 
n'est  certainement  pas  d'après  leur  forme  numérique  que  ce 
géomètre  y  est  parvenu.  Tout  ce  qui  fait  la  beauté  et  à  la  fois  la 
difficulté  de  cette  théorie,  c'est  qu'on  a  sans  cesse  à  indiquer  la 
marche  des  calculs  et  à  prévoir  les  résultats  sans  jamais  pouvoir 
les  effectuer.  Je  citerai  encore  les  équations  modulaires. 
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B  # 

[Première  page] 

Deux   Mémoires   d'Analyse    pure  suivis   d'une   dissertation 

SUR   LA  CLASSIFICATION   DES  PROBLÈMES  PAR  ÉvARISTE   GaLOIS. 


[Deuxième  page.] 


Table  des  matières. 

Mémoire  sur  les  conditions  pour  qu'une  équation  soit  solublc  par  radi- 
caux. 

Mémoire  sur  les  fonctions  de  la  forme    /  X  dx%  X  étant  une  fonction  de  x. 

Dissertation  sur  la  classification  des  problèmes  de  Mathématiques  et  sur 
la  nature  des  quantités  et  des  fonctions  transcendantes. 


[Troisième  page  (!).] 


Ampère 

Gauchy 

Gauss 

Iiachctte 

Jacobi 

Lacroix 

Le  gendre 

Poinsot 

Poisson 

Sturm 

Vernicr 

Richard 

Bulletin  des  Sciences 

Ecole  normale 

Ecole  Polytechnique 

Institut. 


(  ■  )  Cette  liste  se  trouve  à  droite;  à  gauche  est  une  autre  liste  de  noms,  à  peu 
prés  les  mêmes  :  tous  ces  noms  sont  billes,  sauf  ceux  de  Sturm,  de  Richard  et  un 
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[Quatrième  page] 


Abel  paraît  être  l'auteur  qui  s'est  le  plus  occupé  de  cette 
théorie.  On  sait  qu'après  avoir  cru  trouver  la  résolution  des  équa- 
tions (générales)  du  cinquième  degré  (•),  ce  géomètre  a  démontré 
l'impossibilité  de  cette  résolution.  Mais,  dans  le  mémoire  allemand 
publié  à  cet  effet,  l'impossibilité  en  question  n'est  prouvée  que 
par  des  raisonnements  relatifs  au  degré  des  équations  auxiliaires 
et  à  l'époque  de  cette  publication,  il  est  certain  qu'Abel  ignorait 
les  circonstances  particulières  de  la  résolution  par  radicaux.  Je 
n'ai  donc  parlé  de  ce  mémoire  qu'à  fin  de  déclarer  qu'il  n'a  aucun 
rapport  avec  ma  théorie. 

[Passage  biffé  :  Depuis,  une  lettre  particulière  adressée  par 
Âbel  à  M.  Legendre  annonçait  qu'il  avait  eu  le  bonheur  de  décou- 
vrir une  règle  pour  reconnaître  si  une  équation  est  [ou  était]  réso- 
luble par  radicaux;  mais  la  mort  anticipée  de  ce  géomètre  ayant 
privé  la  science  de  ses  recherches,  promises  dans  cette  lettre,  il 
n'en  était  pas  moins  nécessaire  de  donner  une  solution  de  ce  pro- 
blème qu'il  m'est  bien  pénible  de  posséder,  puisque  je  dois  cette 
possession  à  une  des  plus  grandes  pertes  qu'aura  (?)  faites  la 
science. 

Dans  tous  les  cas,  il  me  serait  aisé  de  prouver  que  j'ignorais 
même  le  nom  d'Abel,  quand  j'ai  présenté  à  l'Institut  mes  pre- 
mières recherches  sur  la  théorie  des  équations  et  que  la  solution 
d'Abel  n'aurait  pu  paraître  avant  la  mienne.] 


autre  que  je  n'ai  pu  déchiffrer.  Parmi  les  noms  de  cette  première  liste,  qui  ae 
figurent  pas  dans  la  seconde,  je  distingue  ceux  de  : 

Manchet,  Leroy,  Poullct  de  l'isle,  Francœur. 

(')  Même  erreur  est  arrivée  en  1828  à  l'auteur  (il  avait  seize  ans).  Ce  s'est 
pas  la  seule  analogie  frappante  entre  le  géomètre  Norvégien  mort  de  faim,  et  le 
géomètre  français  condamné  a  vivre  ou  à  mourir,  comme  on  voudra,  sous  les 
verrous  d'une  prisou. 

(Note  de  l'éditeur.) 

(A  suivre.) 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


SLiSS  (A.).  —  Die  Grdppen,  die  hit 

I>KR     EuESL     GLEICHE     ZuSAHHKNSRTZUNfi      HÀBBN. 

3a  pages.  Dresde,  Teubncr,  igoi. 


M.  Alfred  Siiss  s'est  proposé  de  former  les  groupes  qui  ont 
même  composition  que  le  groupe  projcclif  général  du  plan.  Les 
deux  tiers  de  son  travail,  environ,  sont  consacrés  aux  transforma- 
tions ponctuelles.  11  parvient  à  déterminer  pour  les  différents 
types,  ou  ensembles  de  groupes  semblables,  un  groupe  transitif 
du  caractère  considéré.  Celte  détermination  dépend  d'un  système 
complet  d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  les  travaux  de 
MM-  Seliur  el  Engel  ont  montré  que,  pour  le  but  proposé,  il 
n'était  pas  nécessaire  de  faire  l'intégration  complète.  M.  Siiss 
traite  ensuite  des  transformations  de  contact  et  des  relations  entre 
les  types  de  transformations  ponctuelles  et  de  transformations  de 
contact.  J.  T. 


LEBESGUE  (Henri).  —  Leçons  sur  lus  skries  trigonomktrioi'ks. 

Si  le  livre  de  M.  Lcbcsguc  avait  besoin  d'une  justification,  il 
la  trouverait  largement  dans  le  grand  nombre  de  matériaux  nou- 
veaux et  non  encore  codifiés  qui  se  sont  ajoutés  au  corps  du  la 
théorie  des  séries  trigunoinétriqucs. 

Cette  lliéoric,  en  efict,  a  fuil  récemment  des  progrès  assez 
importants.  Il  me  semble  «pie,  dans  l'histoire  de  son  développe- 
ment moderne,  on  peut  distinguer    deux    périodes  :  les  résultai* 

Bull,  de»  Sciencei  mathem..  j-  mirui,  i.  XXX.  ( S|tl.-iubra  i.,.i'i.)  i- 
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de  la  première  période  ont  été,  depuis  longtemps,  incorporés  aux 
traités  classiques  ;  ceux  de  la  seconde  période  ne  s'y  trouvent  que 
par  exception.  Dans  la  première  période,  qui  va  à  peu  près  de 
Dirichlet  à  Riemann,  on  s'est  occupé  des  conditions  de  conver- 
gence des  séries  de  Fourier.  C'est  surtout  sous  l'impulsion  de 
Weicrstrass  qu'abandonnant  ces  recherches,  dont  l'intérêt  sem- 
blait épuisé,  on  passa,  dans  la  deuxième  période,  à  l'approxima- 
tion des  fonctions  continues  par  des  séries  trigonomélrîques  finies. 
D'ailleurs,  comme  le  fait  remarquer  M.  Lebesgue,  cet  ordre  d'idées 
a  déjà  été  inauguré  par  la  «  méthode  de  la  dérivée  seconde  généra- 
lisée »,  base  du  mémoire  de  Hiemann  (Chap.  IV,  n°  49)  (').  Ces 
éludes  se  terminent  par  le  travail  de  M.  Fejér,  dont  les  résultats 
dépassent  ceux  de  ses  prédécesseurs  par  leur  extrême  simplicité. 
Mais,  de  plus,  M.  Fejér  met  à  jour  la  source  commune  de  tous 
ces  développements  en  établissant  que  la  série  de  Fourier  d'une 
fonction  continue  est  simplement  indéterminée  au  sens  de 
M.  Cesàro.  C'est  un  énoncé  sur  le  caractère  de  divergence  de  ces 
séries.  On  peut  dire,  d'une  façon  générale,  que  la  seconde  période 
est  consacrée  aux  séries  trigonomélriques  divergentes.  En  effet, 
aux  travaux  sur  l'approximation  trigonométrique  viennent  s'ajouter 
d'autres  recherches  s'occupant  également  des  séries  divergentes: 
d'abord,  le  mémoire  de  Paul  du  Bois-Revmond  sur  les  conditions 
de  divergence,  puis  les  résultats  de  M.  Hurwitz  sur  la  multiplica- 
tion de  deux  séries  de  Fourier  divergentes,  ainsi  que  ceux,  bie° 
plus  simples,  sur  l'intégration  de  ces  séries  terme  à  terme. 

M.  Lebesgue  a  réuni  tous  ces  développements  en  les  présentai**- 
d'une  façon  uniforme  et  en  les  rattachant  aux  résultats  classiq^^- 
(Chap.  IV).  Ce  fait  seul  suffit  pour  assurer  à  son  livre  l'intérêt  de 
mathématiciens. 

Mais  il  y  a  plus.  Les  démonstrations  classiques  (de  la  conv^  J 
gence,  par  exemple),  tout  en  se  fondant  sur  des  principes  siml>"-' 
et  lucides,  sont  encombrées  par  des  calculs  et  des  raison nem «ï  *~" 
assez  pénibles  et  faits  ad  hoc  qui  rendent  quelque  peu    diffi^^1 


(l)  Sauf  indication  contraire,  les  citations  se  rapportent  toujours  au  livi 
M.  Lebesgue.  Il  est  digne  de  remarque  que  les  formules  du  numéro  cité,  par  I«^  *- 
formule»  de  Hiemann,  ont  dernièrement  été  retrouvées,  par  un  procédé  lé«5*"'^ 
meut  diilérent.  par  M.Stekloff.  (Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Cracovie,   i£*°-* 


i 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  ?>* 

l'aboTxl  de  la  théorie.  La  théorie  moderne  des  fonctions  d'une 
variable  réelle,  avec  son  langage  souple  et  précis,  dû  à  l'introduc- 
tion systématique  de  la  notion  d'ensemble,  permet  d'exposer  d'une 
façon  naturelle  et  simple  les  points  obscurs.  C'est  à  M.  Lebesgue 
lu*-nnéine  que  revient  le  mérite  d'avoir  remanié  de  cette  façon  les 
démonstrations  classiques.  On  se  convaincra  à  la  lecture  de  tout 

a, 

1  avanntage  qu'en  tire  l'exposition  ;  mais,  en  outre,  cette  reprise  a 
permis  d'apporter  aux  résultats  des  compléments  importants.  En 
c"«st,  M.  Lebesgue  a  réussi  à  donner  une  forme  nouvelle  et  plus 
6^n^**ale  des  conditions  suffisantes  de  convergence,  forme  qui 
,n*plique  tous  les  autres  critères  qu'on  a  énoncés.  C'est  là,  sans 
douie  un  progrès  essentiel  (Chap.  III)  (•). 

s  connaissances  de  la  théorie  des  ensembles  et  des  fonctions 


A9 

a  u**^    variable    réelle    qui    seront    employées    dans    la    suite, 

-  -t-»€besgue  les  réunit  dans  une  introduction  qui  précède  le  corps 

te   ■* ouvrage.  Cet  arrangement  facilite  beaucoup  l'exposition.  On 

s  e**     assurera  en  remarquant  que  les    théorèmes    sur    l'ordre  de 

S^^^cdeur  des  coefficients  d'une  série  de  Fourier  (Chap.  III,  n°  34) 

**   une  série  trigonométrique  convergente  (Chap.  V,  u°  57)  sont 

^s    «conséquences  immédiates  de  la  mesurabilité  et  d'un  théorème 

0r**ié  dans  le  n°  10.  Mais  cette  Introduction  est  d'un  intérêt  plus 

8*£o*£ral.   Ë||e  contient,  en  effet,  un  exposé  parfait  de  clarté  et  de 

P^^oision  des  notions  qui  sont  développées  plus  longuement  dans 

e   livre  antérieur  de  M.  Lebesgue  :  Leçons  sur  l'intégration.  Je 

^^ïsque  pour  des  renseignements  rapides  on  aura  souvent  avan- 

&-*k  à  consulter  l'Introduction  au  lieu  des  Leçons. 


H   y  a  un  autre  point  que  je  tiens  à  relever  parce  qu'il  constitue 

u**^    particularité  du  livre  de  M.  Lebesgue  :  c'est  que,  dans  lous 

e^      Traités  que  je  connais,  on  ne  présente  pas  sous   leur  jour 

v^l~it.able  les  résultats  du  mémoire  de  Riemann.  On  n'y  emprunte 

*!**«&     la  méthode  de  la  dérivée  seconde  généralisée,  à  cause  de 

1*  . 

1  **»»ge  qu'en  a  fait  plus  tard  G.  Cantor;  on  laisse  complètement 


*"  y   Dans    Ténoocé    de    ce    critère,    ainsi,   du    reste,   que  dans  tout  le   livre, 


-sgue  se  sert  de  l'extension  de  la  notion  d'intégrale  qu'il  a  introduite  en 
°*"3r«c.   Pour  renseignement,  il  n'est   peut-être  pas  inutile  de  remarquer  que 
,0u*eau  critère  subsiste  cl  conserve  ses  avantages  si   Ton  prend  l'intégrale  au 
**■*  «*«  Itiemann. 
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de  côté  le  point  capital,  à  savoir  que  Riemann  y  formule  des 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  convergence  d'une 
série  trigono métrique.  M.  Lebesgue  n'a  pas  voulu  «  mutiler  la 
pensée  de  Riemann  »,  suivant  l'expression  de  M.  Picard;  il  a  entre- 
pris (Chap.  VIII)  de  présenter  en  son  entier  cette  analyse  ingé- 
nieuse, entreprise  d'une  grande  difficulté,  qui,  même  si,  comme 
je  le  pense,  elle  n'est  pas  complètement  réussie,  mérite  cependant 
d'être  approuvée  sans  restriction. 

Les  théorèmes  indiqués  répondent  d'une  manière  à  peu  près 
satisfaisante  aux  questions  d'ordre  théorique  qui  se  posent  par 
rapport  aux  séries  trigonométriques.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des 
questions  d'ordre  pratique.  Il  s'agit  de  l'interpolation  trigonomé- 
trique  que  M.  Lebesgue  esquisse  rapidement  au  Chapitre  IL  J'y 
insisterai  un  peu  plus  longuement  parce  qu'il  me  semble  qu'il  y 
a  là  des  problèmes  qui  méritent  d'être  étudiés  à  fond  et  qui,  pro- 
bablement, ne  seront  pas  faciles  à  résoudre. 

Comme  point  de  départ,  il  y  a  le  théorème  de  Bessel  que  les 
coefficients  d'un  polynôme  trigonométrique  approximant  une  fonc- 
tion d'après  les  règles  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  se  cal- 
culent par  le  procédé  de  Fourier.  Je  m'étonne  que  M.  Lebesgue  ne 
parle  pas  de  ce  théorème  qui  fournit  le  seul  moyen  rigoureux  d'ar- 
river aux  coefficients  de  Fourier.  Il  s'agit  ensuite  du  degré  d'approxi- 
mation qu'on  obtient  en  remplaçant  une  fonction  continue  f  par 
son  polynôme  de  Fourier  d'ordre  n.  Mais  cette  évaluation  du  reste 
est  loin  d'être  faite.  Les  méthodes  qu'on  y  emploie,  la  comparaison 
des  séries  de  Fourier  aux  séries  absolument  convergentes,  négli- 
gent justement  le  point  important  de  la  question  :  l'influence  de 
l'ordre  des  termes.  Aussi  les  résultats  sont-ils  tellement  peu  précis 
qu'ils  ne  rendent  aucun  service  dans  les  applications.  11  y  aurait 
surtout  un  point  à  éclaircir  :  la  convergence  ou  divergence  d'une 
série  de  Fourier  en  un  point  donné  ne  dépend  que  de  la  façon 
dont  se  comporte  la  fonction  f  au  voisinage  de  ce  point.  Il  n'en 
sera  pas  de  même  en  général  de  la  rapidité  de  la  convergence, 
c'est-à-dire  de  l'ordre  de  grandeur  du  reste.  Mais  il  me  paraît  très 
probable  qu'en  modifiant  convenablement  les  énoncés  on  arri- 
vera à  des  résultats  au  moins  analogues.  11  faudrait,  pour  cela, 
reprendre   l'intégrale  de   Dirichlet   et  en  déterminer  l'ordre  de 
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grandeur,  en  assujettissant  la  fonction  /à  des  conditions  plus  res- 
trictives que  celles  que  Ton  fait  dans  l'étude  de  la  convergence 
seule. 

M.  Lebesgue  a  insisté  sur  le  côté  historique  des  séries  trigono- 
métriques.  Les  indications  qu'il  donne  sur  les  procédés  des  inven- 
teurs de  la  théorie,  Euler,  Fourier,  Poisson,  sont  très  intéressantes; 
je  citerai  aussi  les  applications  qu'il  a  tirées  de  leurs  ouvrages 
(voir,  par  exemple,  Chap.  IV,  le  problème  de  Jean  Bernoulli). 
Qu'il  me  soit  toutefois  permis  de  faire  une  légère  critique  biblio- 
graphique. M.  Lebesgue,  pour  toutes  les  questions  historiques, 
renvoie  le  lecteur  au  peiit  livre  d'Arnold  Sachse,  paru  il  y  a 
quelque  vingt  ans.  Or  nous  avons  maintenant  le  grand  Rapport 
de  M.  Burkhardt  :  Bericht  iïber  die  Entivicklungen  nach  oscil- 
lierenden  Funktionen  (Jahresbericht  der  deutschen  Mathema- 
tiker-Vereinigung,  Bd.  10),  ouvrage  écrit  avec  un  soin  minu- 
tieux et  une  érudition  tout  à  fait  remarquable,  et  dont  les  résultats 
ont  sensiblement  modifié  nos  connaissances  sur  l'origine  des  séries 
trigon  orné  triques.  C'est  donc  à  ce  Rapport  qu'il  aurait  plutôt  fallu 
renvoyer. 

Je  n'insisterai  pas  sur  les  détails  du  livre.  M.  Lebesgue  y  a 
introduit  plusieurs  démonstrations  nouvelles  et  très  élégantes.  Le 
tout  porto  l'empreinte  de  son  travail  personnel. 

Otto  Blumenthal. 
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MÉLANGES. 


MANUSCRITS  ET  PAPIERS  INÉDITS  DE  GALOIS; 

Par  M.  J.  TANNERY. 

{Suite.) 


Deux  Mémoires  d'Analyse  pure  par  E.  Galois 


Pré/ace. 


Cecy  est  un  livre  de  bonne  foy 

Montaigne. 


Les  calculs  algébriques  ont  d'abord  été  peu  nécessaires  au  pro- 
grès des  Mathématiques,  les  théorèmes  fort  simples  gagnaient  à 
peine  à  être  traduits  dans  la  langue  de  l'analyse.  Ce  n'est  guère 
que  depuis  Euler  que  celte  langue  plus  brève  est  devenue  indis- 
pensable à  la  nouvelle  extension  que  ce  grand  géomètre  a  donnée 
à  la  Science.  Depuis  Euler  les  calculs  sont  devenus  de  plus -en  plus 
nécessaires  et  aussi  (*)  de  plus  en  plus  difficiles  à  mesure  qu'ils 
s'appliquaient  à  des  objets  de  science  plus  avancés.  Dès  le  com- 
mencement de  ce  siècle,  l'algorithme  avait  atteint  un  degré  de 
complication  tel  que  tout  progrès  était  devenu  impossible  par  ce 


(')  Je  suis  le  texte  de  Chevalier;  il  y  a  dans  le  manuscrit  de  Galois  un  mot 
illisible. 
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mojen,  sans  l'élégance  que  les  géomètres  modernes  ont  dû  im- 
primer à  leurs  recherches  et  au  moyen  de  laquelle  l'esprit  saisit 
promplement  et  d'un  seul  coup  un  grand  nombre  d'opérations. 

Il  est  évident  que  l'élégance  si  vantée  et  à  si  juste  titre  n'a  pas 
d'autre  but. 

Du  fait  bien  constaté  que  les  efforts  des  géomètres  les  plus 
avancés  ont  pour  objet  l'élégance  on  peut  donc  conclure  avec 
certitude  qu'il  devient  de  plus  en  plus  nécessaire  d'embrasser 
plusieurs  opérations  à  la  fois,  parce  que  l'esprit  n'a  plus  le  tems 
de  s'arrêter  aux  détails. 

Or  je  crois  que  les  simplifications  produites  par  l'élégance  des 
calculs  (simplifications  intellectuelles,  s'entend;  de  matérielles  il 
n'y  en  a  pas)  ont  leur  limite  *,  je  crois  que  le  moment  arrivera  où 
les  transformations  algébriques  prévues  par  les  spéculations  des 
analystes  ne  trouveront  plus  ni  le  tems  ni  la  place  de  se  repro- 
duire ;  à  tel  point  qu'il  faudra  se  contenter  de  les  avoir  prévues; 
je  ne  veux  pas  dire  qu'il  n'y  a  plus  rien  de  nouveau  pour  l'analyse 
sans  ce  secours  :  mais  je  crois  qu'un  jour  sans  cela  tout  serait 
épuisé. 

Sautera  pieds  joints  sur  les  calculs;  grouper  les  opérations,  les 
classer  suivant  leurs  difficultés  et  non  suivant  leurs  formes;  telle 
est,  suivant  moi,  la  mission  des  géomètres  futurs  ;  telle  est  la  voie 
où  je  suis  entré  dans  cet  ouvrage. 

Il  ne  faut  pas  confondre  l'opinion  que  j'émets  ici,  avec  l' affec- 
tation que  certaines  personnes  ont  d'éviter  en  apparence  toute 
espèce  de  calcul,  en  traduisant  par  des  phrases  fort  longues  ce 
qui  s'exprime  très  brièvement  par  l'algèbre,  et  ajoutant  ainsi  à  la 
longueur  des  opérations,  les  longueurs  d'un  langage  qui  n'est 
pas  fait  pour  les  exprimer.  Ces  personnes  sont  en  arrière  de  cent 
ans. 

Ici  rien  de  semblable  (');  ici  l'on  fait  l'analyse  de  l'analyse  :  ici 


(*)  Chevalier,  dans  sa  copie,  a  supprimé  cetle  phrase  :  «  Ici  rien  de  semblable  » 
«•t  a  placé  cet  alinéa  avant  le  précédent.  C'est  ainsi  qu'il  esl,  en  effet,  placé  dans 
le  texte  de  Galois;  mais,  d'une  part,  les  mots  «  Ici  rien  de  semblable  »  ne  sont 
nullement  biffés  dans  le  manuscrit;  ils  ont,  au  contraire,  été  ajoutés  en  inter- 
ligne; d'autre  part,  ils  sont  précédés  d'un  astérisque  suivi  d'un  trait  (assez  peu 
'listinct)  dont  l'extrémité  indique  sans  doule  la  place  où  l'alinéa  doit  être  placé; 
à  cette  place,  les  mots  supprimés  par  Chevalier  ont  un  sens  très  clair;  ils  n'en 
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les  calculs  les  plus  élevés  [les  fonctions  elliptiques  (')]  exécutés 
jusqu'à  présent  sont  considérés  comme  des  cas  particuliers,  qu'il 
a  été  utile,  indispensable  de  traiter,  mais  qu'il  serait  funeste  de  ne 
pas  abandonner  pour  des  recherches  plus  larges.  Il  sera  tems 
d'effectuer  des  calculs  prévus  par  cette  hante  analyse  et  classés 
suivant  leurs  difficultés,  mais  non  spécifiés  dans  leur  forme,  quand 
la  spécialité  d'une  question  les  réclamera. 

La  thèse  générale  que  j'avance  ne  pourra  être  bien  comprise 
que  quand  on  lira  attentivement  mon  ouvrage  qui  en  est  une 
application,  non  que  le  point  de  vue  théorique  ait  précédé  l'appli- 
cation; mais  je  me  suis  demandé,  mon  livre  terminé,  ce  qui  le 
rendait  si  étrange  à  la  plupart  des  lecteurs,  et  rentrant  en  moi- 
même,  j'ai  cru  observer  cette  tendance  de  mon  esprit  à  éviter  les 
calculs  dans  les  sujets  que  je  traitais,  et  qui  plus  est,  j'ai  reconnu 
une  difficulté  insurmontable  à  qui  voudrait  les  effectuer  générale- 
ment dans  les  matières  que  j'ai  traitées. 

On  doit  prévoir  que,  traitant  des  sujets  aussi  nouveaux,  hasardé 
dans  une  voie  aussi  insolite,  bien  souvent  des  difficultés  se  sout 
présentées  que  je  n'ai  pu  vaincre.  Aussi,  dans  ces  deux  mémoire* 
et  surtout  dans  le  second  qui  est  le  plus  récent,  trouvera-t-on  sou- 
vent la  formule  «  je  ne  sais  pas  ».  La  classe  des  lecteurs  dont  j'ai 
parlé  au  commencement  (2),  ne  manquera  pas  d'y  trouver  à  rire. 
C'est  que,  malheureusement,  on  ne  se  doute  pas  que  le  livre  le 
plus  précieux  du  plus  savant  serait  celui  où  il  dirait  tout  ee 
qu'il  ne  sait  pas,  c'est  qu'on  ne  se  doute  pas  qu'un  auteur  ne 
nuit  (3)  jamais  tant  à  ses  lecteurs  que  quand  il  dissimule  une  <Ji l'- 


ont pas  quand  on  laisse  le  second  alinéa  avant  le  premier  :  c'est  évidemment  la 
raison  pour  laquelle  Chevalier  les  a  supprimés. 

(')  On  sait  assez  que  le  second  Mémoire  est  perdu  :  toutefois,  il  subsiste  un 
morceau  (non  daté)  où  Galois  traite  de  la  division  de  l'argument  dans  les  fonc- 
tions elliptiques  et  dont  le  contenu  correspond  assez  bien  à  l'indication  du  texte; 
on  peut  donc  supposer  que  ce  morceau  pouvait  rentrer  dans  l'ensemble  que 
(liilois  voulait  publier.  Il  sera  publié  dans  un  second  article. 

(:)  Voici  la  phrase  à  laquelle  Galois  fait  allusion  : 


«  Tout  ce  qui  précède,  je  l'ai  dit  pour  prouver  que  c'est   sciemment  que  je 
m'expose  à  la  risée  des  sols.  » 

(3)  Texte  de  Chevalier;  on  ne  distingue  que  la  lettre  #1;  le  reste  du  mot  est  un 
trou. 


MÉLANGES.  a58 

ficollé.  Quand  la  concurrence  c'est-à-dire  l'égoïsme  ne  régnera 
plus  dans  les  sciences,  quand  on  s'associera  pour  étudier,  au  lieu 
d'envoyer  aux  académies  des  paquets  cachetés,  on  s'empressera 
de  publier  les  moindres  observations,  pour  peu  qu'elles  soient 
nouvelles,  et  en  ajoutant  «  je  ne  sais  pas  le  reste  ». 

De  S1»  Pélagie  Xb"  i83i 

EvARISTE    GALOIS. 


?"><)  l'KEMlÈUE  PAM'IU. 

D 


Sciences  mathématiques 
Discussions  sur  les  progrès  de  l'analyse  pure 


De  toutes  les  connaissances  humaines,  on  sait  que  l'Analyse 
pure  est  la  plus  immatérielle,  la  plus  éminemment  logique,  la 
seule  qui  n'emprunte  rien  aux  manifestations  des  sens.  Beaucoup 
en  concluent  qu'elle  est,  dans  son  ensemble,  la  plus  méthodique 
et  la  mieux  coordonnée.  Mais  c'est  erreur.  Prenez  un  livre 
d'Algèbre,  soit  didactique,  soit  d'invention,  et  vous  n'y  verrez 
qu'un  amas  confus  de  propositions  dont  la  régularité  contraste 
bizarrement  avec  le  désordre  du  tout.  Il  semble  que  les  idées 
coûtent  déjà  trop  à  l'auteur  pour  qu'il  se  donne  la  peine  de  les 
lier  et  que  son  esprit  épuisé  par  les  conceptions  qui  sont  la  base 
de  son  ouvrage,  ne  puisse  enfanter  une  même  pensée  qui  pré- 
side à  leur  ensemble. 

Que  si  vous  rencontrez  une  méthode,  une  liaison,  une  coordi- 
nation, tout  cela  est  faux  et  artificiel.  Ce  sont  des  divisions  sans 
fondement,  des  rapprochements  arbitraires,  un  arrangement  tout 
de  convention.  Ce  défaut  pire  que  l'absence  de  toute  méthode 
arrive  surtout  dans  les  ouvrages  didactiques,  la  plupart  composés 
par  des  hommes  qui  n'ont  pas  l'intelligence  de  la  science  qu'ils 
]  professent. 

Tout  cela  étonnera  fort  les  gens  du  monde,  qui  en  général  ont 
pris  le  mol  Mathématique  pour  synonyme  de  régulier. 

Toutefois,  on  sera  étonné  si  Ton  réfléchit  qu'ici  comme  ailleurs 
la  science  est  l'œuvre  de  l'esprit  humain  ('),  qui  est  plutôt  des- 
tiné à  étudier  qu'à  connaître,  à  chercher  qu'à  trouver  la  vérité.  En 
effet  on  conçoit  qu'un  esprit  qui  aurait  puissance  pour  percevoir 
d'un  seul  coup  l'ensemble  des  vérités  mathématiques  non  pas  à 
nous  connues,  mais  toutes  les  vérités  possibles,  pourrait  les  (a) 
déduire   régulièrement   et   comme    machinalement    de    quelques 


(l)  Mot  peu  lisible,  omis  par  Chevalier. 

(7 )  Un  mot  illisible,  je  suis  le  texte  de  Chevalier. 


i 
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principes  combinés  par  des  méthodes  uniformes;  alors  plus  d'ob- 
stacles, plus  de  ces  difficultés  que  le  savant  [rencontre  dans  ses 
explorations  (*)].  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi;  si  (2)  la  tâche  du 
savant  est  plus  pénible  et  partant  plus  belle,  la  marche  de  la 
science  est  moins  régulière  [:]  la  science  progresse  par  une  série 
de  combinaisons  où  le  hazard  ne  joue  pas  le  moindre  rôle;  sa  vie 
est  brute  et  ressemble  à  celle  des  minéraux  qui  croissent  par  juxtà 
position.  Cela  s'applique  non  seulement  à  la  science  telle  qu'elle 
résulte  des  travaux  d'une  série  de  savants,  mais  aussi  aux  recher- 
ches particulières  à  chacun  d'eux.  En  vain  les  analystes  vou- 
draient-ils se  le  dissimuler  (3)  :  ils  ne  déduisent  pas,  ils  com- 
binent, ils  comparent  (4);  quand  ils  arrivent  à  la  vérité,  c'est  en 
heurtant  de  côté  et  d'autre  qu'il  y  sont  tombés. 

Les  ouvrages  didactiques  doivent  partager  avec  les-  ouvrages 
d'invention  ce  défaut  d'une  marche  sûre  toutes  les  fois  que  le 
sujet  qu'ils  traitent  (5)  n'est  pas  autrement  soumis  à  nos  lumières. 
Ils  ne  pourraient  donc  prendre  une  forme  vraiment  méthodique 
que  sur  un  bien  petit  nombre  de  matières.  Pour  la  leur  donner, 
il  faudrait  une  profonde  intelligence  de  l'analyse  et  l'inutilité  de 
l'entreprise  dégoûte  ceux  qui  pourraient  en  supporter  la  diffi- 
culté. 


(*)  C'est  le  texte  de  Chevalier.  Le  passage  est  illisible;  je  ne  puis  lire  «  ren- 
contre »;  après  explorations  »  qui  est  douteux,  il  y  a  les  mots,  douteux  aussi  : 
«  et  qui  souvent  sont  imaginaires  »  et  ceux-ci,  bien  nets  :  «  Mais  aussi  plus  de 
rôle  au  savant  ».  Chevalier  a  supprimé  ce  qui  ne  s'accordait  pas  avec  son  texte. 

(*)  Chevalier  a  écrit  :  «  et  la...  ». 

(•)  Je  suis  le  texte  de  Chevalier;  il  y  a  ici,  en  interligne,  une  phrase  dont  le 
copiste  n'a  pas  tenu  compte,  malgré  son  intérêt;  malheureusement,  elle  est  en 
partie  illisible  :  j'y  distingue  à  peu  près  ce  qui  suit  : 

m  toute  immatérielle  qu'elle  [Mis.]  l'analyse  n'est  pas  plus  en  notre  pouvoir  que 
d'autre  [MU.].  • 

(4)  Autre  addition,  en  interligne,  supprimée  par  Chevalier  :  «  il  faut  l'épier, 
la  sonder,  la  solliciter  [la  vérité]  ». 
(*)  Dans  le  manpscrit  :  «  qu'il  traite  ». 
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Il  serait  en  dehors  de  la  gravité  de  cet  écrit  d'entrer  dans  une 
pareile  lutte  avec  des  sentiments  personnels  d'indulgence  ou 
d'animosité  à  l'égard  des  savants.  L'auteur  des  articles  évitera 
également  ces  deux  écueils.  Si  un  passé  pénible  le  garantit  du 
premier,  un  amour  profond  de  la  science,  qui  la  lui  fait  respec- 
ter dans  ceux  qui  la  cultivent,  assurera  contre  le  second  son 
impartialité. 

Il  est  pénible  dans  les  sciences  de  se  borner  au  rôle  de  cri- 
tique :  nous  ne  le  ferons  que  contraint  et  forcé.  Quand  nos  forces 
nous  le  permettront,  après  avoir  blâmé,  nous  indiquerons  ce  qui 
à  nos  yeux  sera  mieux.  IN  ou  s  aurons  souvent  ainsi  l'occasion 
d'appeler  l'attention  du  lecteur  sur  les  idées  nouvelles  qui  nous 
ont  conduit  dans  l'étude  de  l'analyse.  Nous  nous  permettrons 
donc  de  l'occuper  de  ces  idées,  dans  nos  premiers  articles,  afin  de 
n'avoir  point  à  y  revenir. 

Dans  des  sujets  moins  abstraits,  dans  les  objets  d'art,  il  y  aurait 
un  profond  ridicule  à  faire  précéder  un  ouvrage  de  critique  par 
ses  propres  œuvres  :  ce  serait  avouer  par  trop  naïvement  ce  qui 
est  presque  toujours  vrai  au  fond,  que  l'on  se  prend  pour  le  type 
auquel  on  rapporte  les  objets  pour  les  juger  :  mais  ici,  il  ne  s'agit 
pas  d'exécution,  il  s'agit  des  idées  les  plus  abstraites  qu'il  soit 
donné  à  l'homme  de  concevoir  ;  ici  critique  et  discussion  deviennent 
synonymes,  et  discuter,  c'est  mettre  aux  prises  ses  idées  avec  celles 
des  autres. 

Nous  exposerons  donc,  dans  quelques  articles,  ce  qu'il  y  a  de 
plus  général,  de  plus  philosophique,  dans  des  recherches  que  mille 
circonstances  ont  empêché  de  publier  plus  tôt.  Nous  les  présen- 
terons seules,  sans  complications  d'exemples  et  de  hors-d'œuvre, 
qui  chez  les  analystes  noyent  d'ordinaire  les  conceptions  géné- 
rales. Nous  les  exposerons  surtout  avec  bonne  foi,  indiquant  sans 
détour  la  voie  qui  nous  y  a  conduit,  et  les  obstacles  qui  nous  ont 
arrêté.  Car  nous  voulons  que  le  lecteur  soit  aussi  instruit  que 
nous  des  matières  que  nous  aurons  traitées.  Quand  ce  but  aura 
été  rempli,  nous  aurons  conscience  d'avoir  bien  fait,  sinon  par  le 
profil  qu'en  retirera  directement  la  science,  du  moins  par  l'exemple 
donné,  d'une  bonne  foi  qu'on  n'a  pas  trouvé  jusqu'à  ce  jour. 
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Ici  comme  dans  toutes  les  sciences  chaque  époque  a  en  quelque 
sorte  ses  questions  du  moment  :  il  y  a  des  questions  vivantes 
qui  Gxent  à  la  fois  les  esprits  les  plus  éclairés  comme  malgré  eux 
et  sans  que  [Mis.]  ait  présidé  à  ce  concours.  Il  semble  souvent 
que  les  mêmes  idées  apparaissent  à  plusieurs  comme  une  révé- 
lation. Si  l'on  en  cherche  la  cause  il  est  aisé  de  la  trouver  dans 
les  ouvrages  de  ceux  qui  nous  ont  précédés  où  ces  idées  sont  pré- 
sentes à  l'insu  de  leurs  auteurs. 

La  science  n'a  pas  tiré,  jusqu'à  ce  jour,  grand  parti  de  cette 
coïncidence  observée  si  souvent  dans  les  recherches  des  savants. 
Une  concurrence  fâcheuse,  une  rivalité  dégradante  en  ont  été  les 
principaux  fruits.  Il  n'est  pourtant  pas  difficile  de  reconnaître 
dans  ce  fait  la  preuve  que  les  savants  ne  sont  pas  plus  que 
d'autres  faits  pour  l'isolement,  qu'eux  aussi  appartiennent  à  leur 
époque  et  que  tôt  ou  tard  ils  décupleront  leurs  forces  par  l'asso- 
ciation. Alors  que  de  temps  épargné  pour  la  science  ! 

Beaucoup  de  questions  d'un  genre  nouveau  occupent  maintenant 
les  analystes.  C'est  à  découvrir  [un  lien  entre  ces  questions  que 
nous  ( •  )]  attacherons 

(')  Passage  biffé. 
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Tout  voir,  tout  entendre,  ne  perdre  aucune  idée. 

29  7*»*  i83i 


Sciences 
Hiérarchie.  Ecoles 

La  hiérarchie  est  un  moyen  même  pour  l'inférieur. 

Quiconque  n'est  pas  envieux  ou  a  de  l'ambition  a  besoin  d'une 
hiérarchie  factice  pour  vaincre  l'envie  ou  les  obstacles. 

Jusqu'à  ce  qu'un  homme  ait  dit  :  la  science  c'est  moi,  il  doit 
avoir  un  nom  à  opposer  à  ceux  qu'il  combat.  Si  non,  son  ambi- 
tion passera  pour  de  l'envie. 

Avant  d'être  roi  il  faut  être  aristocrate.  Machiavel. 

L'intrigue  est  un  jeu.  Si  l'on  mérite  ce  qu'on  brigue,  on  y 
gagne  toul.  Si  non,  on  perd  la  partie. 

On  combat  les  professeurs  par  l'institut,  l'institut  par  le  passé, 
un  passé  par  un  autre  passé. 

Voici  la  [Mis.]  de  Victor  Hugo.  Renaissance,  moyen  âge,  enfin, 
moi. 

C'est  à  ce  besoin  de  combattre  un  homme  par  un  autre  homme, 
un  siècle  par  un  autre  siècle,  qu'on  doit  attribuer  les  réactions 
lilléruires  ou  scientifiques,  qui  ne  sont  pas  de  longue  durée, 
Aristote,  Plolémée,  Descartes,  Laplace. 

[Une  ligne  illisible.] 

Ce  jeu  use  celui  qui  s'en  sert.  Un  homme  qui  n'est  pas  dévoué 
se  fait  éclectique. 

Un  homme  qui  a  une  idée  peut  choisir  entre,  avoir,  sa  vie 
durant,  une  réputation  colossale  d'homme  savant,  ou  bien  se 
faire  une  école,  se  taire  et  laisser  un  grand  nom  dans  l'avenir.  Le 
premier  cas  a  lieu  s'il  pratique  son  idée  sans  l'émettre,  le  second 
s'il  la  publie.  Il  y  a  un  troisième  moyen  juste  milieu  entre  les 
deux  autres.  C'est  de  publier  et  de  pratiquer,  alors  on  est  ridi- 
cule. 
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SUR  L'ÉQUATION  DE  FREDHOLM; 
Par  M.  H.  BATEMAN. 


1.  M.  Fredholm  a  indiqué  l'importance  de  l'équation  fonction- 
nelle 

(I)  /(,)  =  *(5)-f-X    f    *(s,   t)*(t)dt 

dans  les  problèmes  de  la  Physique  mathématique  et  a  montré  que 
la  fonction  <f>  est  donnée  par  la  formule 

l«)  *<0  =/(*)- *  f  K(*>  *)At)dt 

où  la  fonction  K(s,  t)  satisfait  à  la  relation 

(3)  k(s,  t)  =  K(s,  /•)-+-).  f  Â(s,  t)K(t,  r) 

et  peut  être  représentée  sous  la  forme 

A(X;  s,  /) 


de 


(4)  K(i,/)  = 


"8(X) 


où  D  et  8  sont  fonctions  entières  de  X. 

Nous  nous  proposons  ici  de  trouver  les  valeurs  de  X  pour  les- 
quelles l'équation  (1)  possède  une  solution  4>  telle  que  <P(x)  =  oy 
X  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  1 . 

En  posant  s  =  x  dans  l'équation  (i),  nous  obtenons 

d'où 

(5)  *(,)=-Xy  U(s,  t)-jL!lk(x,  t)j*{t)dt. 

Les  valeurs  de  X  sont  ainsi  les  valeurs  singulières  de  )>  pour 
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l'équation  fonctionnelle 

(6)  X(0  =  *(*)  +  >.  f  W{sti)W(t)di9 

où 

*<»'(*,  0  =  *(*,<)  -&  *(*.<)• 

Nous  allons  considérer  maintenant  les  propriétés   de  Féqua 
tion  (6)  et  nous  montrerons  que  pour  cette  équation 

(7)  K"»(,,0  =  K(*)«)-|^)K(ir,  0, 

(8)  5(.)(X)=*^8(X). 


Pour  cela,  il  faut  démontrer  d'abord  que 


(9) 


*<»>(s,  /-)  =  K^)(5,  t)  +  \  f  *">(*,  t)KM(t,r)dt. 


En  substituant  les  valeurs  données  de  kil)  et  K(,)7  nous  avons  à 
démontrer  que 


mais  nous  avons 


X  T  A(5,  t)  K(/,  r)  dt  =  *($,  r)  —  K(*,  r), 
X  y     A(x,  *)  K(f,  r)dt  —  k(x,  /-)  — K(ar,  r), 


0 

1 


et  nous  voyons  immédiatement  que  l'équation  est  satisfaite. 

De  plus,   il  n'y  a  qu'une  valeur  de  K(,)(s,  t)  qui   satisfait  à 
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l'équation  (9);  par  conséquent  la  valeur  que  nous  avons  donnée 
est  correcte. 

Pour  démontrer  la  formule  (8)  nous  usons  de  Péquation  sui- 
vante, due  à  Fredholm, 


dk 


[Log8<»>(X)]=  Ç  KW(s,s)ds. 


Il  faut  calculer  alors  l'intégrale 

Pour  cela,  nous  différentions  l'équation 

f(s)  =  <P(s)-hl  f  k(s,t)*(t)dt', 

par  rapport  à  X,  nous  obtenons  alors 

o  =  ^*(5)-h    /     *(*,  t)*(t)dt  +  \  f    k(s,  t)-^*(t)dt 

00 

^Lzliil  =  *.*it)  +  xf\(s,  „*♦(!,  dt. 

Nous  pouvons  résoudre  cette,  équation  pour-^<ï>(s)  au  moyen 
de  la  formule  (2),  d'où 


àk 


*(*)  =  —    /*  K(s,  t)*(t)dt. 


Par  conséquent,  nous  avons 


^[Log8<"(X)]=^[Log8(X)]+^[Log*(x)] 


et  en  intégrant 


»«<*>- Jj-g«<X>, 


depuis  Q(x)  =f(x)  quand  \  =  o. 

Bull,  de»  Sciences  ma  thé  m.,  a*  série,  t.  XXX.  (Septembre  1906.)  18 
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2.  Ce  résultat  établi,  nous  pouvons  employer  une  formule  de 
Fredholm  à  trouver  un  développement  pour  Log <$(#).  La  formule 
est  la  suivante  : 

Log8«>(X) 


(10) 


Nous  avons  alors 


Log4>(:r) 
=  Log/(:r; 


Logo(>.) 


et  la  série  convergera  pour  les  valeurs  de  X  dont  les  modules  sont 
plus  petits  que  le  module  de  la  première  valeur  deX  pour  laquelle 

ou  <b(x)  =  o,  ou  S(X)  =  o. 


3.   Si  nous  écrivons  /(s)  =  Ar(s,  r),  nous  aurons 

*(0=K(«,  r), 

*(*,  0     k(s,  r) 
k(x,  t)    k(x,  r) 


k^(s,  t)  = 


K"] (s,  /)  = 


k{xy  /•) 
K(r,t)     K(a?fr) 


K(ar,  r) 


Plus  généralement,  si  nous  formons  une  équation  fonctionnelle 
avec  la  fonction 


(11) 


Kl«>(*,  0  = 


k(s,  t)     A(5,  /,) 
/(Si,  0     /:(*,,  /,) 


*(*/i,  *n) 


*(5,.   *i)  ...  *(*,,  *n) 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

*(*!,   *»)  -.  *(*«,   tn) 
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nous  pouvons  démontrer  que  la  fonction  correspondante  est 


(i-i> 


K<«>(5,  £)  = 


K($,  0      K(5,  *,)      ...       K(5,  *„) 


«••••..       •••      *v  \  *  1  f  *  n  f 


K(s„  <,)     ...     K(s„  <«) 


K($/,,  *„) 


En  effet,  si  nous  calculons  l'intégrale 


-/' 


*(*i.  r)     

* 

K(s,  *0)      K(f,  *,) 

J\^5|f   *o  /       ....... 


*(*,  <») 


rfr, 


nous  obtenons 


22 


À"(5o,    /|  )  ...        A*(5o,    /«) 

*(*tn-  I»   'l  )       

*"(*///+!»   *1  )       


K(fi,  /)     ...     K(«j,  tp—%  )     . . . 


ou 


22±[^(*//M   /„)— K(5„„   /„)] 


Or 


2±^(*«ti  '/>) 


m 


a($o»    *t  )  •••        X*(*o«    'il) 

A"  ($///  —  !>      2|    )  

A"  (*/«-+- Il    M  )         •••  • 


a*(*0,   '/>)       *(*,    /j)        ... 
A  ^  5|  f    tp  )         .......  ... 


=  O, 


à  moins  que/?  =  o, 
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Par  conséquent,  nous  avons  finalement 

a(Soj  fo)      *0<h  ^l)       ••• 


K(*„  tt) 


K(*„  *„) 


k{su  tt) 


K(50,  t0)      K(50,   tx) 


d'où 


&"> 


(fa,  *0)-K(n,Oo,  h)  =  \J  *<">Oo,  r)K<»>(r.  t0)rfr, 


qui  démontre  le  résultat  annoncé. 

4.  Tous  les  résultats  que  nous  avons  trouvés  sont  applicables  à 
l'équation  de  Vollerra 


03) 


si  nous  posons 


*0.  0=/(*i  0       '<*. 

=  O  /   g   5. 


cependant  le  déterminant  8(X)  =  i . 

Le  problème  de  trouver  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  une 
équation  différentielle 


04) 


dxn  V 


dn~xy 
Px  dx"~  l 


>n(*)y) 


possède  une  solution  satisfaisante  à  certaines  conditions  linéaires 
est  considéré  maintenant  comme  un  cas  particulier  du  problème 
du  n°  1  parce  que  l'équation  (i4)  peut  être  réduite  (*)  toujours  à 
la  forme  (i3). 


(l)  L'équalion  correspondante  esl 


Q-.(«)  =?{*)  +  *  f  p.((*„  l]^)y^)dt 


où  Qw.,(a?)  est  un  polynôme  de  degré  n—i  et  Dx  est  l'équation  adjointe  diffé- 
rentielle. 
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Par  exemple,  les  solutions  de  l'équation 

(15)  g  +  XA(*).r  =  o, 

qui  sont  telles  que  y  (a)  =  o,  satisfont  à  l'équation 

|i(ar-a)=^(^)-f-X  f   (x— t)  k(t)y(t)dty 

et,  si  la  solution  y{x)  est  telle  que y(b)  =  o  aussi,  nous  aurons 

,jl(6-«)  =  X  f  (b  —  t)k(t)y(t)dt, 
et  par  conséquent 

o=y(x)-hl  f   (x-t)A(t)y(t)dt 


équation  qui  s'écrit  sous  la  forme 

(16)  y{x)-^r\  f   G(x,t)y(t)dt  =  o, 

Celui-ci  est  exactement  le  résultat  classique. 

Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  donneront  le  déterminant 
pour  l'équation  (16).  En  effet,  si^a?,  X)  est  la  solution  de  l'équa- 
tion 

p(x-a)=y(x)  +  l  f   (x  —  t)k(t)y{t)dt, 
nous  avons  exactement 


formules  (7)  et  (10)  nous  donneront  d'autres  résultats  inté- 
ressants. 
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OSGOOD     il")'    W.-F.l.    —      LeURRUCII     HRR     l'iiNKTtOSRKTHKftRIE, 

volumes.   Premier  \olumc,  i"  f'anii*,   ■   fascicule  in-B*  île  ïo 
Librairie  Teulmer,  Leipzig,  lyoti. 


L'auteur  s'est  proposé  de  donner,  pour  la  théorie  des  fonctions 
de  variables  complexes,  un  exposé  qui  convienne  pour  une  pre- 
mière élude  et  ne  suppose  connues  ipic  les  notions  courantes  de 
Calcul  infinitésimal.  Les  nombres  complexes  ne  sont  considérés 
qu'au  Chapitre  VI,  page  168.  Les  Chapitres  précédents  contiennent 
les  théorèmes  fondamentaux  sur  les  fonctions  récites  et  les  notions 
indispensables  pour  que  la  théorie  des  fonctions  complexes  puisse 
ensuite  se  développer  sans  prêter  à  des  objections. 

La  préoccupation  de  ne  pas  s'en  rapporter  à  l'intuition  et  aux 
analogies  avec  les  ligures  simples  oblige  quelquefois,  en  parti- 
culier pour  des  propositions  A'.tnnlysis  sitits,  à  des  distinctions 
et  à  des  discussions  in  i  nu  lieu  ses.  L'auteur  conseille  alors  de  passer 
dans  une  première  lecture  les  paragraphes  correspondants  ou  de 
retenir  seulement  les  définitions  et  les  résultats,  et  c'est  là  sans 
doute  le  vrai  moven  de  concilier  la  recherche  de  la  rigueur  et  le 
souci  de  ne  pas  dérouler  les  commençants.  Du  reste,  ce  Livre. 
rédigé  avec  une  remarquable  netteté  et  une  sûreté  absolue,  ne 
s'adresse  pas  seulement  aux  commençants,  mais  à  tous  ceux  qui 
veulenlari'éter  leurs  idées  sur  les  principes  de  l'Analyse. 

Dans  le  premier  Chapitre,  on  donne,  avec  de  nombreux 
exemples  cl  des  ligures,  les  définitions  de  l'onction,  de  limite,  de 
continuité,  de  dérivée,  le  théorème  de  Itolle  et  le  théorème  de  la 
moyenne,  l'roia  pages  servent  à  introduire  les  ensembles,  les 
points  d'accumulation,  la  limite  supérieure,  la  limite  inférieure 
d'il»  ensemble,  les  définitions  d'ensemble /e/w',  ptirfuîl. 

Le    deuxième  Chapitre    est  consacre  un\  fondions   réelles  de 

Uutl.  c(l'j  Sciences  mut  hem.,  1'  une,  1.  \\V  lMUoIuu  <•,•*:)  ki 
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plusieurs  variables  complexes;  après  avoir  précisé  les  définitions 
de  limite,  de  continuité  pour  ces  fonctions,  on  peut  étudier  avec 
rigueur  les  fonctions  implicites,  les  systèmes  de  fonctions  et 
•l'inversion  d'un  système  de  fonctions,  puis,  comme  application, 
la  représentation  (Abbildung  im  kleincn)  de  deux  surfaces  l'une 
sur  l'autre. 

C'est  seulement  après  ces  généralités  sur  les  fonctions  de  deux 
variables  qu'on  aborde,  dans  le  troisième  Chapitre,  les  questions 
relatives  à  la  convergence  uniforme.  On  insiste  sur  les  cas  où  il  y 
a,  en  réalité,  un  double  passage  à  la  limite;  par  exemple,  la  conti- 
nuité d'une  fonction  définie  par  une  série  se  ramène  à  l'égalité 

Ii m  f  Iim5n(a?)|  =  lim  f"  lim  sn(x)~\, 

s„(x)  désignant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série»  On 
explique,  en  s'aidant  de  courbes  représentant. la  somme  des  n  pre- 
miers termes,  comment  une  série  peut  être  convergente  dans  un 
intervalle  sans  être  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle; 
on  indique  le  caractère  de  Weierstrass  pour  la  convergence  uni- 
forme; on  donne  les  règles  pour  l'intégration,  la  diflerentialion 
des  séries  uniformément  convergentes,  puis  pour  la  di  (Ter  en  dation 
sous  le  signe  somme. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  les  intégrales  curvilignes  sont 
traitées  par  deux  méthodes  :  la  première  s'appuie  sur  la  transfor- 
mation d'une  intégrale  double  en  intégrale  curviligne,  la  seconde 
se  rattache  à  des  travaux  de  Pringsheim  et  de  Bocher  et  n'admet 
plus,  par  exemple,  comme  évident  qu'une  courbe  fermée  simple 
partage  le  plan  en  deux  domaines,  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur 
à  la  courbe;  cette  seconde  méthode  est  indiquée  comme  pouvant 
être  laissée  de  côté  dans  une  première  lecture.  L'étude  des  pé- 
riodes des  intégrales  curvilignes  dans  un  domaine  plusieurs  fois 
connexe  est  faite,  dans  ce  Chapitre,  avec  des  considérations 
géométriques  et  en  faisant  appel  à  l'intuition. 

Le  cinquième  Chapitre  {Théorie  des  ensembles) termine  la  Sec- 
lion  réservée  aux  propriétés  des  fonctions  réelles.  On  y  a  rassemblé 
ces  analyses  délicates  que  rauleur  signale  comme  indispensables 
si  l'on  veut  lc\er  loule  objection  dans  la  théorie  des  fonction» 
complexe*.    On    définit   d'abord   une   courbe    régulière    à    l'aide 
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d'équations  de  la  forme 

en  faisant  sur  les  fonctions  felo  des  hypothèses  convenables  ;  puis 
un  domaine  en  prenant  pour  exemple  un  domaine  à  deux  dimen- 
sions; on  explique  sur  des  exemples  que  la  frontière  d'un  domaine 
peut  être  plus  compliquée  qu'on  ne  l'imaginerait  en  s'en  tenant  à 
des  analogies  simples.  On  montre  que  la  frontière  d'un  domaine 
borné  est  un  ensemble  fermé,  qu'un  domaine  quelconque  peut 
être  considéré  comme  la  limite  de  domaines  ï,,  T2,  ...,  ï« 
composés  de  petits  carrés  et  dont  chacun  comprend  le  précédent. 
On  indique  comme  fondamental  et  l'on  prépare  minutieusement 
ce  théorème  : 

Une  courbe  régulière  fermée  et  simple  partage  le  plan  en 
deux  continuum  dont  Vun  est  tout  entier  à  dislance  finie  et 
l'autre  s7 étend  à  t  infini.  La  courbe  forme  la  frontière  com- 
mune de  ces  deux  continuum. 

Ce  théorème  établi,  on  peut  définir  avec  précision  deux  espèces 
de  coupures  (Querschnitt,  IiiïckÀehrschnilt),  puis  un  domaine 
p  fois  connexe;  par  exemple  un  cercle  dans  lequel  on  a  percé 
deux  trous  est  un  domaine  trois  fois  connexe.  On  étudie  la  dé- 
composition d'un  domaine  limité  par  une  courbe  régulière  en 
domaines  partiels  d'un. type  normal  (les  carrés  et  les  portions  de 
carrés  compris  à  l'intérieur  d'un  cercle  tracé  sur  du  papier  qua- 
drillé peuvent  servir  à  se  figurer  ce  type  normal). 

Enfin,  le  Chapitre  V  se  termine  par  la  distinction  des  ensembles 
en  ensembles  dénombrables  et  ensembles  non  dénombrables  et 
par  les  définitions  relatives  à  la  puissance,  à  Vétendue  d'un 
ensemble. 

La  deuxième  Section  du  Livre  a  pour  litre  :  Principes  de  la 

THÉOaiE  GÉNÉRALE  DES   FONCTIONS   DE  QUANTITÉS   COMPLEXES. 

Elle  débute  par  une  introduction  rappelant  les  définitions  et  les 
opérations  sur  les  nombres  complexes,  les  théorèmes  de  la  moyenne 
Je  Weierstrass  cl  de  M.  Darboux  pour  les  fonctions  complexes 
d'une  variable  réelle. 

Dans  le  Chapitre  VI,  on  définit  les  fonctions  analytiques  et  l'on 
donne  les  équations  de  Cauchy-Kicmann  exprimant  que  P  -f-  «Q 
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est  une  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  x  -f-  iy.  Tout 
de  suite  après,  la  représentation  conforme  est  expliquée  et  son 

importance  indiquée,  la  transformation  linéaire  w  = —  est 

décomposée  en  transformations  élémentaires.  En  même  temps 
qu'on  définit  les  fonctions  simples,  puissance  entière  de  zy  expo- 
nentielle et  logarithme,  fonctions  circulaires,  on  examine  les 
représentations  conformes  qui  leur  correspondent. 

Revenant  à  la  transformation  linéaire,  on  dislingue  les  trans- 
formations hyperbolique,  elliptique,  loxodromique,  parabolique 
et  l'on  en  indique  quelques  propriétés  se  rattachant  à  la  théorie 
des  groupes. 

Le  Chapitre  VII  introduit  les  théories  de  Cauchy.  11  débute  par 
la  définition  d'une  intégrale  de  fonction  complexe  comme  limite 
d'une  somme  où  Ton  considère  séparément  la  partie  réelle  et  le 
coefficient  de  i.  On  donne  comme  théorème  fondamental  ce 
résultat  que  l'intégrale 


(C)  *  —  *    ' 


où  f(t)  désigne  une  fonction  continue  de  /,  définit  une  fonction 
analytique.  Seulement  après  ce  résultat  vient  le  théorème  de 
Cauchy,  la  formule  de  Cauchy  et  la  suite  de  conséquences  qui, 
railleur  le  rappelle,  forment  comme  la  base  naturelle  de  la  théorie 
des  fonctions. 

Il  y  a  lieu  d'indiquer  avec  quelques  détails  ce  que  le  Chapitre 
contient  sur  les  points  singuliers  isolés.  Le  point  est  un  pôle  si 
la  fonction  devient  infinie  en  ce  point;  on  a  une  discontinuité 
qui  peut  être  levée  (Lebbare  Unstetigkeit)  si  l'on  change  en  un 
seul  point  la  valeur  d'une  fonction  continue. 


Exemple  : 


f(z)  =  (z—a)i,         z  =A  a, 


et  Ton  démontre  ce  théorème  de  Ricmann  : 

Si  f{z)  est  analytique  dans  le  voisinage  du  point   z  =  a, 
sauf  en  ce  point  lui-même,  etsif(z)  reste  finie,  alors  /{z)  ten  * 
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vers  une  limite  A  quand  z  se  rapproche  de  a  et,  si  l'on  prend  A 
comme  valeur  de  /{z)  pour  z  =  ay  la  fonction  /(z)  devient  une 
Jonction  analytique,  même  au  point  a. 

Un  point  singulier  isolé  est  essentiel  s'il  n'est  nî  pôle  ni  discon- 
tinuité qui  peut  être  enlevée.  Arrivé  à  ce  point,  on  démontre 
aisément  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  isolé  essentiel, 
la  fonction  s'approche  autant  que  l'on  veut  de  toute  valeur  donnée  ; 
on  complète  ce  résultat  en  indiquant  le  théorème  de  M.  Picard. 
Enfin,  l'on  établit  que,  si  /(z)  est  continue  dans  un  domaine  S 
et  analytique  dans  lé  même  domaine,  sauf  peut-être  pour  les  points 
d'une  ligne  régulière  simple  T  tracée  dans  S,  elle  est  analytique 
aussi  en  tous  les  points  de  T. 

Ensuite  viennent  le  théorème  des  résidus,  les  séries  de  Taylor 
et  de  Laurent,  des  explications  détaillées  pour  le  cas  où  l'on  veut 
ordonner,  suivant  les  puissances  de  x,  une  série  de  séries  entières 
en  x. 

Le  Chapitre  se  termine  par  la  démonstration  de  M.  Goursat 
pour  le  théorème  de  Cauchy,  démonstration  qui  ne  suppose  pas 
la  continuité  de  la  dérivée,  enfin,  par  des  remarques  profondes  et 
des  vues  d'ensemble,  comme  s'attendaient  à  en  trouver  ici  tous 
ceux  qui  ont  lu  avec  soin  l'article  de  M.  Osgood  dans  Y  Encyclo- 
pédie des  Sciences  mathématiques. 

E.  Lacour. 


TANNERY  (Jules).  —  Introduction  a  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable,  2m<  édition  entièrement  refondue,  t.  I.  Un  vol.  grand  in-8 
de  422  pages,  à  la  librairie  scientifique  Ilermann,  Paris,  1904. 


Cette  Introduction,  critique  approfondie  des  notions  premières 
de  l'Analyse,  œuvre  de  pénétration  puissante  et  de  rigoureuse 
logique,  a  exercé,  dans  bien  des  directions,  une  influence  dont 
reflet  utile  était  loin  d'être  épuisé.  Toutefois,  en  publiant  une 
seconde  édition,  Fauteur  a  préféré  l'écrire  à  nouveau,  presque 
entièrement.  La  nouvelle  édition  comprendra  deux  Volumes  :  le 
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l'ensemble  (E),  un  nombre  a'  dans  l'ensemble  (E'),  tels  que  ia 
différence  a! —  a  soil  moindre  que  s. 

Si  les  nombres  d'un  ensemble  (E)  sont  tous  inférieurs  à  un 
nombre  fixe,  il  existe  un  nombre  M,  la  borne  supérieure  de  l'en- 
semble qui  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1"  Aucun  nombre  de  (E)  n'est  plus  grand  que  M; 
20  Quel  que  soit  le  nombre  M'  plus  petit  que  M,  il  y  a  un 
nombre  de  (E)  qui  est  plus  grand  que  M'. 

Pour  obtenir  M,  on  range  dans  une  première  classe  tout  nombre 

rationnel  qui  est  inférieur  ou  égal  à  un  nombre  de  (E)  et  dans  une 

seconde  classe  les  nombres  rationnels  qui  sont  plus  grands  que 

tous  les  nombres  de  (E).  On  définit  d'une  manière  analogue  la 

bo*-ne  inférieure  d'un  ensemble. 

-"V  partir  de  maintenant,  il  n'est  plus  nécessaire  de  faire  inler- 
*en  ir  dans  les  démonstrations  la  décomposition  de  tous  les  nombres 
ei»  deux  classes  qui  a  servi,  au  début,  à  définir  un  nombre.  Par 
c*«?inple,  la  somme  de  deux  nombres  A  et  B  est  la  borne  supé- 

r,dire   de   l'ensemble  des  nombres  rationnels  distincts  que  l'on 

ni  •  •  • 

°l,oiit   en    ajoutant    deux    nombres    rationnels     respectivement 

n°«ndres  que  A  et  B  et  eu  même  temps  la  borne  inférieure  des 

0rt*l>res  rationnels  distincts  que   Ton  obtient  en  ajoutant  deux 

0rT*l*res  rationnels  respectivement  plus  grands  que  A  et  B. 

-^^"ant  d'aborder  les  suites  infinies,  il  est  commode  de  définir  un 

Pf**r*t  d'accumulation  d'un  ensemble  infini  :  un  point  a  est  un 

j0,r**.  d'accumulation  de  l'ensemble  (E)si,  quelque  petit  que  soit 

'    **  Ombre  positif  £,  il  y  a  dans  (  E  )  un  point  autre  que  af  dont  la 

s*"**rice  au  point  a  est  moindre  que  t.  Un  ensemble  infini  borné 

■*^ul  et  en  bas  admet  au  moins  un  point  d'accumulation. 

v~a^s  notions  étant  acquises,  pour  reconnaître  si  une  suite 


"ii    "î»     •  •  •  •     '*«• 


,r*«  limite,  c'est-a-dire  s'il  existe  un  nombre  L,  tel  que  L  —  u„ 
«,  *-*  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  on  considérera 
** semble  (J  des  nombres  distincts  qui  figurent  dans  la  suite  (je 
ï* poserai  ici  que  l'ensemble  U  est  infini,  ce  qui  pourrait  ne  pas 
r*Ver  si  un  même  nombre  était  répété  une  infinité  de  foi*  dan? 
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la  suite  donnée).  Pour  que  la  suite  ait  une  limite,  il  faut'et  il 
suffit  que  l'ensemble  (U)  soit  borné  et  admette  un  point  d'accu- 
mulation unique. 

Pour  démontrer  le  caractère  de  convergence  de  Caucliy  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  proposition  suivante  :  Une  suite  «♦, 
w2»  •  ••*  ti/t,  •••  a  une  limite  si  a  tout  nombre  positifs  correspond 
un  entier/;  tel  que,  si  m  et  n  sont  supérieurs  à  />,  on  a  |  um  —  u„  <  «|, 
M.  Tannery  fait  voir  que  l'ensemble  U  est  borné  et  admet  un 
point  d'accumulation  unique. 

Pour  cetle  autre  proposition  :  Si  une  suite  est  croissante  et  si 
les  termes  de  cette  suite  sont  inférieurs  à  un  nombre  fixe,  la  suite 
a  une  limite,  il  donne  une  démonstration  dont  la  simplicité  esta 
remarquer.  Soit  À,  dit-il,  la  borne  supérieure  des  termes  de  la 
suite  et  e  un  nombre  positif  quelconque.  Il  y  a  certainement  un 
ternie  de  la  suite  au  delà  de  A — e,  tous  les  termes  suivants  sont 
a  fortiori  plus  grands  que  À  —  c  ils  sont  aussi  plus  petits  que  A; 
on  voit  donc  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /i,  A —  uH  est 
plus  petit  que  e  :  u„  a  pour  limite  A  quand  n  augmente  indéfi- 
niment. 

La  plus  grande  des  limites  d'une  suite  infinie,  considérée  par 
Cauchy,  est  représentée  ici  comme  la  borne  supérieure  des  points 
d'accumulation  de  l'ensemble  U  (supposé  borné  supérieurement). 

Jusqu'ici  on  n'a  considéré  que  des  ensembles  ou  des  suites  de 
nombres  représentés  par  des  points  sur  un  axe;  or  il  y  a  un  très 
grand  intérêt  à  considérer  des  ensembles  dont  les  éléments  sont  des 
systèmes  de  deux  nombres  donnés  dans  un  ordre  déterminé,  plus 
généralement  des  systèmes  de  p  nombres.  On  introduit  ici  une 
notion  fondamentale  pour  des  ensembles  infinis  d'objets  quel- 
conques, la  notion  de  puissance.  Après  aveir  défini  avec  précision 
ce  qu'on  appellera  une  correspondance  parfaite  entre  les  élé- 
ments de  deux  ensembles,  au  lieu  de  dire  qu'il  est  possible  d'éta- 
blir entre  deux  ensembles  une  correspondance  parfaite,  on  dira 
qu'ils  ont.  même  puissance. 

Les  ensembles  qui  ont  même  puissance  que  X ensemble  des 
nombres  naturels,  ensembles  que  Ton  appelle  dénombrables, 
jouent  un  rôle  particulièrement  simple.  Si  (E),  (E7)  sont  deux 
ensembles  dénombrables,  l'ensemble  des  éléments  distincts  qui 
appartiennent  soit  à  (1m,  soit  à  (VJ)  est  aussi  dénombrable  cette 
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proposition  s'étend  à  trois,  quatre,  . . .  ensembles  dénombrantes. 
Par  exemple,  l'ensemble  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou 
négatifs  et  dénombrables. 

Pour  qu'un  ensemble  soit  dénombrable,  il  faut  d'abord  qu'on 
puisse  imposer  à  ses  éléments  un  ordre  de  succession  lel  que,  quels 
que  soient  les  éléments  a  et  b  de  l'ensemble,  le  nombre  des  élé- 
ments de  l'ensemble,  qui,  d'après  l'ordre  de  succession  imposé, 
sont  entre  a  et  6,  soit  fini.  Sous  ces  conditions,  l'ensemble  est 
fini  ou  dénombrable;  s'il  est  infini,  ses  éléments  pourront  être 
rangés  dans  une  suite  de  la  forme 

.    ..,  U  —  fy  'l-l)  ^0»  '£|f  Wj>  ••• 

(  la  suite  pouvant  être  limitée  à  droite  ou  à  gauche),  puis  dans 
une  suite 


*>li       V*i      *>3i 


/Il 


Il  est  indispensable  de  définir  avec  précision  ce  qu'on  appellera 
changer  V ordre  des  termes  dans  une  suite  infinie;  on  verra 
avec  quel  soin  cette  question,  et  d'autres  du  même  genre,  sont 
éclaircies  par  l'auteur;  j'indique  en  gros  quelques-unes  de  ses 
conclusions.  On  comprend  bien  ce  que  l'on  veut  dire  quand  on 
énonce  qu'une  suite  infinie 


(*)  *i>     *î>     •••#     * 


/!> 


est  identique,  à  l'ordre  près,  à  la  suite  des  nombres  naturels:  cela 
signifie  que  tout  terme  de  (a)  est  un  nombre  naturel  et  que  tout 
nombre  naturel  figure  une  fois,  et  une  fois  seulement,  dans  la 
suite  (a).  Ceci  posé,  pour  définir  un  changement  dans  Tordre  des 
termes  d'une  suite  infinie 

on  prendra  pour  représentant  d'un  terme  le  nombre  naturel  qui 
indique  son  rang  et  il  suffira  de  définir  un  changement  dans 
l'ordre  de  ces  représentants  (c'est-à-dire  dans  la  suite  des  nombres 
naturels),  enfin,  après  le  changement,  de  remplacer  chaque 
nombre  naturel  par  le  terme  qu'il  représentait;  ou,  encore,  d'une 
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façon  plus  abrégée,  on  numérote  les  termes  de  la  suite  donnée  el 
Ton  appelle  les  numéros  dans  un  autre  ordre. 

Des  Tableaux  1res  clairs  formés  de  cases,  comme  une  Table  de 
multiplication,  montrent  comment  on  peut  faire  correspondre  les 
systèmes  de  deux  entiers  (a,  (3)  à  la  suite  des  nombres  naturels  et 
le  raisonnement  s'étend  aux  systèmes  de  p  entiers.  On  en  conclut 
aisément  qu'un  ensemble  dénombrable  d'ensembles  dénombrables 
est  un  ensemble  dénombrable  d'éléments,  puisque  les  nombres 
algébriques  forment  un  ensemble  dénombrable. 

L'ensemble  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o.  i) 
n'est  pas  dénombrable,  on  le  montre  par  l'absurde.  On  dit  de  tout 
ensemble,  qui  a  même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres  de 
l'intervalle  (o,  i),  qu'il  a  la  puissance  du  continu.  L'ensemble 
des  nombres  réels  a  la  puissance  du  continu.  Un  ensemble  infini 
garde  la  même  puissance  quand  on  supprime  de  cet  ensemble  des 
éléments  en  nombre  fini  ou  formant  un  ensemble  dénombrable, 
pourvu  que  l'ensemble  restant  soit  infini. 

Pour  un  ensemble  infini  (E)  de  points,  l'ensemble  des  points 
d'accumulation  forme  ce  que  l'on  appelle  l'ensemble  dérivé 
de  (E). 

Un  ensemble  est  clos  s'il  est  borné  el  s'il  contient  tous  ses 
points  d'accumulation,  par/ait  s'il  est  clos  et  si  chacun  de  ses 
points  est  un  point  d'accumulation,  dense  dans  un  intervalle  si 
tout  point  de  cet  intervalle  est  un  point  d'accumulation  pour 
rcnsemblc. 

La  question,  assez  compliquée,  du  changement  de  l'ordre  des 
termes  dans  une  série  simple  ou  multiple  est  heureusement  traitée 
avec  l'aide  des  définitions  et  des  explications  qui  précèdent.  Pour 
dernier  un  aperçu  de  la  solution,  je  me  limiterai  au  cas  des  séries 
à  termes  tous  positifs. 

La  somme  d'une  série  simple  à  termes  tous  positifs  est  la  borne 
supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  distincts  que  l'on  obtient  en 
luisant  la  somme  de  tels  termes  de  la  série  que  l'on  voudra.  Soit 
maintenant  une  série  attachée  à  un  ensemble  dénombrable  (E) 
[qui  pourra  être  l'ensemble  des  systèmes  de  deux  nombres 
en  lins  (a,  fi)  ou  de  trois  nombres  entiers  (a,  [î,  y)],  de  façon 
que,  à  tout  élément  p  de  l'ensemble  (E),  on  l'ait  correspondre  un 
terme  r^  de  la  série.  Puisque  (E)  est  dénombrable,  on  peut  ima- 
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giner  une  correspondance  parfaite  entre  cet  ensemble  et  l'en- 
semble des  nombres  naturels;  on  peut  dire  que  les  termes  t'p  de 
la  série  sont,  par  là  même,  rangés  dans  un  ordre  ti|,  u2,  ...,  u„,  .... 
Si  la  série  ttj  +  «2+Wj  +  -»»  est  convergente,  sa  somme,  V,  ne 
dépend  pas  de  Tordre  des  termes  et  il  est  naturel  de  regarder  cette 
somme  comme  valeur  du  symbole  Xfp. 

Supposons  qu'on  décompose  l'ensemble  (E)  en  une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  partiels  sans  éléments  communs  (Ef), 
(E3),  •••,  (E„),  ...  et  qu'on  désigne  par  iva  la  somme  2t>p  atta- 
chée à  l'ensemble  (Ea),.  la  série 

est  convergente  et  a  pour  somme  V.  Eu  effet,  on  voit  de  suite  que 
la  série  (iv)  est  convergente  et  que  la  somme  est  inférieure  ou 
égale  à  V;  pour  montrer  que  cette  somme  est  bien  égale  à  V,  on 
remarque  que  V  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres 
obtenus  en  ajoutant  des  termes  rp,  de  sorte  que,  si  petit  que  soit 
le  nombre  positif  e,  il  y  a  un  de  ces  nombres  qui  est  compris 
entre  V  —  s  et  V.  On  peut,  d'après  cela,  assigner  un  nombre 
entier  m  tel  que,  si  n  >  /n,  on  a 

V  —  e  <  wx  -+-  «•,  -+- . . .  -f-  wn  <  V 

et  la  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

La  théorie  des  ensembles  permet  de  donner  à  la  définition  d'une 
fonction  toute  sa  généralité  et  d'approfondir  des  notions  impor- 
tantes comme  celle  de  la  continuité.  Si  à  toute  valeur  a:  d'un  en- 
semble (X)  de  nombres  distincts  on  fait  correspondre  une  valeur  j% 
on  dit  que  y  est  une  fonction  de  x  déterminée  dans  l'en- 
semble (X). 

Il  y  a  un  intérêt  particulier  à  étudier  la  façon  dont  une  fonc- 
tion f{x)  se  comporte  aux  environs  d'un  point  a  d'accumulation 
-de  l'ensemble  (X).  On  dit  que  la  fonction  /(x)  tend  vers  la 
limite  A  quand  x  tend  vers  «,  pour  dire  que  la  valeur  de  la  fonc- 
tion /(x)  est  très  voisine  du  nombre  A,  lorsque  le  nombre  #, 
que  l'on  suppose  toujours  appartenir  à  l'ensemble  (  \),  est  très 
voisin  de  a.  Lorsque  le  point  d'accumulation  a  appartient  à  l'enr 
semble  (X),  la  fonction  /(x)  a,  en  ce  point,  une  valeur  délçr- 
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minée  /(ci)»  Si  Ton  a,  au  sens  qui  vient  d'être  indiqué, 

lim  /(x)  =  /(a), 


x  =  a 


on  dit  que  la  fonction  est  continue  au  point  a. 

Si  la  fonction  /(x)  est  bornée  aux  environs  d'un  point  d'accu- 
mulation a  de  l'ensemble  (X),  il  existe  un  ou  plusieurs  nombres  À*, 
tels  que,  pour  des  valeurs  de  x  appartenant  à  (X)  et  très  voisines 
de  a,  les  valeurs  de  f(x)  viennent  se  serrer  autour  de  l'un  ou 
l'autre  de  ces  points  k\  l'ensemble  des  points  Ay  s'il  est  infini,  est 
clos.  Pour  que  f(x)  admette  une  limite  au  point  a,  il  faut  que 
cet  ensemble  se  réduise  à  un  seul  point  k. 

Une  fonction  /(x)  déterminée  dans  un  ensemble  clos  (X)  et 
continue  en  chacun  des  points  d'accumulation  de  cet  ensemble  y 
est  nécessairement  bornée;  l'ensemble  (Y)  des  valeurs  de  la -fonc- 
tion est  fini  ou  clos;  enfin  la  fonction /(x)  est  uniformément  con- 
tinue dans  l'ensemble  (X),  c'est-à-dire  qu'à  tout  nombre  positif  si 
correspond  un  nombre  positif  fi,  tel  que  l'on  ait 

\Ax')-f(T)\<OL 

sous  la  seule  condition  que  x  et  x1  appartiennent  à  (X)  et  que 

|*'-*|<?. 

Pour  les  définitions  relatives  à  la  dérivée  d'une  fonclion  en  un 
point  x0t  l'auteur  se  borne  au  cas  où  la  fonction  est  définie  dans  un 
intervalle  (x^ — a,  j0+aV,  mais,  afin  de  montrer  ce  qu'a  de 
restrictif  la  supposition  de  l'existence  d'une  dérivée,  il  explique 
ce  qu'on  entend  par  dérivées  supérieures  ou  inférieures,  à  droite 
ou  à  gauche.  La  fonction  de  h 

o  (  h)  = -. - 

est  définie  dans  un  ensemble  (H)  qui  n'est  autre  que  Tinter* 
valle  ( —  a,  a'),  d'où  Ton  aurait  exclu  le  point  o,  lequel  est  évidem- 
ment un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (H).  On  reconnaît 
l'existence  de  points  À*  dont  chacun  a  la  propriété  suivante  :  il  y  a 
des  valeurs  positives  de  h  aussi  petites  que  l'on  veut,  pour  les- 
quelles cp(/t)difierc  aussi  peu  que  l'on  veut  de  la  valeur  A'  consi- 


i 
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dérée  ;  la  borne  inférieure  et  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  de  ces 
points  A'  se  nomment  dérivée  inférieure  et  dérivée  supérieure, 
à  droite,,  de  la  fonction y*(.r),  pour  x  =  xQ.  On  définit  d'une  façon 
analogue  la  dérivée  inférieure  et  la  dérivée  supérieure,  à  gauche, 
en  considérant  des  valeurs  négatives  de  h. 

Ce  résumé  sommaire  permeitra-l-il  d'apercevoir  l'unité  de  com- 
position et  la  belle  ordonnance  du  Livre  dans  le  développement 
des  idées  fondamentales?  Le  désir  que  j'avais  de  les  faire  ressortir 
m'a  fait  laisser  de  côté  des  additions  importantes,  comme  l'ap- 
proximation de  nombres  irrationnels  à  l'aide  de  fractions  dont  le 
dénominateur  est  inférieur  à  un  nombre  donné  ou  à  l'aide  de 
nombres  quadratiques,  deux  Chapitres  consacrés  aux  fractions 
continues  arithmétiques  et  aux  fractions  plus  générales  de  la  forme 

do 


«i 


l'exemple  d'une  fonction  continue  sans  dérivée,  donné  par  Weier- 
slrass,  expliqué  ici  avec  beaucoup  de  netteté. 

Enfin  je  n'ai  parlé  que  des  changements  apportés  dans  l'expo- 
sition des  généralités,  tandis  que  le  Livre  contient  beaucoup 
d'applications  particulières  et  une  étude  détaillée  des  fonctions 
élémentaires  «  qui,  par  la  simplicité,  la  beauté  et  l'importance  de 
leurs  propriétés  doivent  retenir  longtemps  les  commençants  ». 
La  meilleure  correction  que  j'y  puisse  faire,  c'est  d'inviter  le  lec- 
teur à  se  reporter  au  Volume  déjà  paru  de  la  nouvelle  édition. 

Le  second  Volume,  d'après  une  indication  rapide  de  la  Préface, 
se  rapportera  à  quelques  points  essentiels  du  Calcul  intégral  et 
de  la  Théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 

E.  Lacolr. 
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LANDAU  (K.).  —  Uber  dex  Picardschen  Satz.  f>7  pages  in-8°.  Zurich, 

ZQrcher  et  Furrer,  1906  (,). 

Parmi  les  nombreuses  et  intéressantes  contributions  que  M.  E. 
Landau  a,  dans  ces  dernières  années,  apportées  à  l'Analyse  et  à  la 
théorie  des  nombres,  celle  qui  concerne  le  célèbre  théorème  de 
M.  Picard  sur  les  fonctions  entières  est  peut-être  une  des  plus 
inattendues  (3).  La  Communication  de  M.  Landau  à  l'Académie 
des  Sciences  de  Berlin  a  été  rapidement  suivie  de  plusieurs  résul- 
tats importants  obtenus  par  MM.  Hurwilz  (3),  Schottky  (4),  Cara- 
théodory  (5),  Boutroux  (6).  M.  Landau  revient  aujourd'hui  sur  son 
propre  travail  et  sur  ceux  de  ses  continuateurs  :  il  donne  ainsi 
l'occasion  de  résumer  quelques  points  de  ces  importantes  re- 
cherches. 

Rappelons  d'abord  une  des  formes  de  la  proposition  fondamen- 
tale de  M.  Landau  : 

I.  Si  l'on  se  donne  les  deux  nombres  a0f  a{  dont  le  second  est 
supposé  essentiellement  différent  de  zéro,  il  existe  un  nombre 
positif 


(1)  Extrait  de  la  5i*  année  (1906)  du  Vierteljarsschrift  der  K  aturforschenden 
(icsellschaft  in  Ziirich. 

m  • 

(2)  Uber  cine  Verallgemeinerung  des  Picardschen  Satzes  (Sitzungsberichte 
der  K.  P.  Akad.  d.  Wiss.,  Berlin,  190'»,  p.  1 1 18-1 133  )• 

(3)  Ùber  die  Anwendung  der  elliptischen  Modulfunktionen  auf  einen  Satz 
der  allgemeinen  Funktionen théorie  (  Vicrte'jarsschri/t  ...  in  Zurich,  t.  XLIX, 

lyO^,  p.  l\i-:tiZ). 

(  *  )  bber  den  Picardschen  Satz  un  die  Borelschen  Ungleichungen  (  Sitzungs- 
berichte . ..,  Itarlin,  1904,   i2i{-ia(i'j  ). 

(*)  Sur  quelques  généralisations  du  théorème  de  Af.  Picard  (  Comptes  rendus 
des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  CXLÏ,  Paris,  1900,  p.  iai3-i2i5). 

( 6  )  Propriétés  d 'une  fonction  holomorphe  dans  un  cercle  où  elle  ne  prend 
pas  les  valeurs  zéro  et  un  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France, 
t.  XVXIV,  190*),  p.  oo-.fy).  Voir  aus?%i  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
flémic  des  Sciences.  t.  C\LI,  190").  p.  3oj-."îo-. 
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ne  dépendant  que  de  a0  et  de  atJ  tel  que  la  fonction 

F(x)  =  a04-  a\X  -+-  atx*-\-.. . -h  an xn -+- . . ., 

que  Ton  suppose  régulière  pour  #  =  0,  admette  dans  le  cercle 
défini  par  l'inégalité 

|x|<R 

soit  un  point  singulier,  soit  une  valeur  nulle,  soit  une  valeur  égale 
à  un. 

Sous  celte  forme,  on  ne  suppose  pas  qu'on  ail  affaire  à  une 
fonction  entière.  Si  ¥(x)  est  une  telle  fonction,  le  cas  d'un  point 
singulier  ne  peut  se  présenter;  il  faut  donc  que,  dans  le  cercle 
considéré,  F(x)  prenne  Tune  des  valeurs  zéro  ou  un.  C'est  le  théo- 
rème de  M.  Picard. 

M.  Landau  est  parvenu  à  cette  proposition,  où  les  deux  pre- 
miers coefficients  de'la  série  qui  définit  F(x)  se  trouvent  jouer  un 
rôle  si  particulier,  en  étudiant  la  belle  démonstration  du  théorème 
de  M.  Picard,  indépendante  de  la  théorie  des  fonctions  modulaires, 
par  laquelle  M.  Borel  a  su  répondre  à  une  question  que  plusieurs 
géomètres  s'étaient  sans  doute  posée,  et  qui  avait  un  peu  le  carac- 
tère d'une  énigme  mathématique.  M.  Landau  a  donné,  dans  le  Mé- 
moire des  Sitzungsberichte  cité  plus  haut,  deux  démonstrations 
de  la  proposition  1  :  l'une  peut  être  regardée  comme  une  continua- 
tion de  la  démonstration  de  M.  Borel,  l'autre  est  fondée  sur  la 
théorie  de  la  fonction-  modulaire. 

Due  conséquence  presque  immédiate  du  théorème  de  M.  Landau 
est  la  suivante. 

Si  l'on  se  donne  les  deux  nombres  a0j  «,,  dont  le  second  est 
supposé  différent  de  zéro,  il  existe  un  nombre  ©  ou  plutôt  une 
fonction  o(a0y  a,),  qui  jouit  des  propriétés  suivantes. 

Cette  fonction  est  finie  et  bien  déterminée;  elle  est  positive  si 
a9  n'est  égal  ni  a  zéro,  ni  à  un. 

Quel  que  soit  le  nombre  positif  0,  toute  fonction 

cêq  -h  a  i  x  -f- . . . , 

régulière  dans  le  cercle  défini  par  l'inégalité  |  x  |  <  es  -+-  3,  prend 
dans  ce  cercle  soit  la  valeur  zéro,  *oil  la  valeur  un. 


ii 
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En  supposant 


<?>o,        o<o<<p, 


il  y  a  une  fonction 


<Iq  -+•  a  |  x  -+- . . . , 


régulière  dans  le  cercle  défini  par  l'inégalité  |,r|<tp —  5,  el  ne 
prenant  dans  ce  cercle  ni  la  valeur  zéro,  ni  la  valeur  un. 

Ce  nombre  cp  se  définit  immédiatement  par  une  coupure,  en 
parlant  du  théorème  I. 

Les  efforts  ont  naturellement  porté  sur  la  limitation,  puis  sur  la 
détermination  de  la  fonction  ©(«<>»  #«)•  Au  moyen,  de  la  fooction 
modulaire,  M.  Hurwttz  est  parvenu  à  la  limitation  suivante  : 

1  i 

H.  M.  Caralhéodory  est  parvenu  à  une  expression  explicite  de  la 
fonction  o(a0,  a{),  au  moyen  de  la  fonction  modulaire.  Ce  ré- 
sultat est  peut-être  la  meilleure  preuve  que  l'introduction  de  la 
fonction  modulaire  dans  cet  ordre  de  questions  est  dans  la  nature 
des  choses  et,  dès  lors,  il  n'y  a  peut-être  pas  lieu  de  s'étonner  de 
la  difficulté  qu'a  présentée  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Picard,  lorsqu'on  a  voulu  se  passer  de  celte  fonction. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici  une  autre  forme  du  résultat  de  M.  Cara- 
lhéodory, forme  que  M.  Hartog  a  communiquée  à  M.  Landau. 

111.   En  désignant  par  K  et  K/  les  fonctions  bien  connues  de  la 

théorie  des  fonctions  elliptiques  formées  avec  le  module  A"*  =  a* 

/  K'  '  K' 

et  en  désignant  par  A  (  -r-  )  la  partie  réelle  du  rapport  —>  on  a 

8  /  K'  \  i 

« 

M.  Landau,  en  supposant  at  —  i,  lire  diverses  conséquences  de 
celle  formule,  en  particulier  une  formule  asymplolique  convenable 
pour  les  petites  valeurs  de  a0. 

Les  recherches  de  M.  Scholtky  comportent  une  belle  démonstra- 
tion élémentaire  du  théorème  de  M.  Picard;  c'est  vers  cette  dé- 
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monstralion  qu'elles  étaient  dirigées;  elles  sont  fondées  sur  les 
relations  d'inégalité  entre  la  valeur  absolue  d'une  fonction  analy- 
tique et  la  partie  réelle  de  cette  fonction  que  Ton  doit  à  MM.  Ha- 
damard  et  Borel.  M.  Landau  appelle  l'attention  sur  les  deux  pro- 
positions suivantes  qui  résultent  immédiatement  de  ces  recherches. 

IV.  Soit 

F(.r)  =  a0-t-aix  -t-. . . 

une  fonction  régulière  pour  |  x  |  <  r  et  ne  prenant,  dans  le  cercle 
défini  par  cette  inégalité,  ni  la  valeur  zéro,  ni  la  valeur  un;  soit 

M  (  -  )  le  maximum  de  |  F(x)  |  pour  |  x  |  <  -  >  on  a 


M 


(;)«««•). 


en  désignant  par  Q(a0)  une  fonction  qui  ne  dépend  que  de  a0. 

V.  Lorsque,  en  désignant  par  n  un  nombre  naturel  quelconque, 
on  se  donne  les  deux  nombres  a0  et  a,n  dont  le  second  est  diffé- 
rent de  zéro,  il  y  a  un  nombre  positif 

R  =  R(a0,  an) 

qui  ne  dépend  que  de  a0  et  de  a„,  tel  que  la  série 

F(x)  =  a0H-aia:-t-..  .-t-anxn-h.. ., 

convergente  dans  le  cercle  défini  par  l'inégalité  |  x  |  <  R,  s'annule 
ou  prenne  la  valeur  un  pour  un  point  intérieur  à  ce  cercle. 

De  ce  dernier  théorème  résulte  l'existence  d'une  fonc- 
tion cp(a0,  a0  aa,  ...,an)  des  n-f-i  premiers  coefficients  telle 
que,  en  désignant  par  8  un  nombre  positif  quelconque,  on  soit 
certain  que  toute  fonction  dont  le  développement  en  série  com- 
mune par  les  coefficients  a0,  a% ,  a2,  . . .,  an  et  qui  est  régulière  dans 
lecerc  le  |  x  |  <  çp  -h  8  prend  dans  ce  cercle  la  valeur  zéro  ou  la  va- 
leur un,  tandis  qu'il  y  a  des  fonctions  qui  ne  prennent  ni  l'une  ni 
l'autre  de  ces  valeurs  dans  le  cercle  |  x  |  <  <p  —  3. 

M.  Landau  donne  une  expression  de  celte  fonction.  Il  annonce 
aussi  que  M.  Carathéodory  est  parvenu  à  une  autre  solution  du 

Bull,  de*  Sciences  ma  thé  m.,  3*  série,  t.  XXX.  (Octobre  1906.)  30 
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même  problème,  fondée  sur  de  tout  autres  principes.  Je  dois 
signaler  aussi,  d'une  part,  une  nouvelle  démonstration  élémentaire 
du  théorème  de  M.  Picard,  assez  rapprochée  de  celle  de  M.  Scholtky 
mais  plus  simple,  puis  la  façon  dont  M.  Landau  montre  comment, 
soit  dans  celte  démonstration,  soit  pour  établir  les  résultats  de 
M.  Hurwitz,  on  peut  faire  intervenir  la  fonction  modulaire. 

Le  Mémoire  de  M.  P.  Boutroux  contient,  outre  divers'  lemmes,  la 
démonstration  du  théorème  IV  de  M.  Schotlky.  Il  convient  de 
remarquer  que  M.  Boutroux.  ne  connaissait  pas  le  Mémoire  de 
M.  Schotlky. 

J'ai  laissé  décote  bien  des  points  traités  par  M.  Landau.  Je  dois 
signaler  la  question,  déjà  posée  dans  sa  Communication  de  1904, 
sur  laquelle  il  revient  à  la  fin  du  présent  Mémoire. 

Le  théorème  I  est  évidemment  valable  pour  un  polynôme 

F(x)  =  «0 -+-  «i x  -h . .  .-h  anxn 

dont  on  se  donne  les  deux  premiers  coefficients.  D'autre  part,  une 
preuve  directe  de  ce  théorème,  qui  devient  alors  un  théorème 
d'algèbre,  entraînerait  le  théorème  général  et  le  théorème  de 
M.  Picard.  M.  Landau  s'est  efforcé  en  vain  d'obtenir  une  telle 
preuve,  en  n'utilisant  que  les  ressources  propres  de  l'Algèbre  : 
cela,  sans  doute,  n'est  pas  encourageant  pour  les  autres  ;  M.  Landau 
n'en  souhaite  pas  moins  très  vivement  que  quelque  géomètre  soit 
plus  heureux  que  lui.  J.  T. 


i 
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LEATHEM  (J.-G.).  —  Volume  and  surface  intégrais  used  in  physics 
(N°  1  des  Cambridge  Tracts  in  Mathematics  and  Maihematical 
Physics),   1  volume  in-8°,  47  pages.  Cambridge  University  Press.,  igo5. 


Dans  la  théorie  de  l'Attraction,  par  exemple,  on  remarque  la 
matière  attirante  comme  continue;  la  densité  en  un  point  est  défi- 
nie comme  une  limite;  elle  est  regardée  comme  une  fonction  con- 
tinue, en  général,  des  coordonnées  du  point. 

C'est  grâce  à  ces  suppositions,  ou  à  des  suppositions  analogues, 
que  s'introduisent,  en  Physique,  les  intégrales  de  volume  et  de 
surface.  Or,  ces    suppositions   sont   évidemment  contradictoires 
avec  notre  connaissance  de  la  matière,  ou,  si  l'on  veut,  avec  les 
hypothèses  sur  la  constitution  de  la  matière  auxquelles  cette  con- 
naissance nous  conduit  et  qui  rendent  tant  de  services  dans  d'autres 
parties  de  la  Science.  D'habitude,  on  ne  s'embarrasse  guère  de 
cette  contradiction  et  l'on  adopte,  avec  quelque  cynisme,  telle  ou 
telle  conception  de  la  matière,  suivant  que  cette  conception  s'ac- 
corde mieux  avec  le  but  que  l'on  poursuit.  Cette  façon  de  faire 
est  sans  doute  légitimée,  pour  un  temps,  par  la  nécessité  d'aller  en 
avant  et  par  le  succès  même.  Le   moment  peut  venir  où  il  sera 
nécessaire  de  regarder  de  près  les  difficultés  que  M.  Leathem  met 
nettement  en  lumière;  il  y  a  d'ailleurs,  à  les  résoudre,  un  intérêt 
logique,  évident;  aussi  les  mathématiciens  et  les  physiciens  lui 
sauront-ils  gré  d'avoir  examiné  dans  quelle  mesure  la  substitution 
d'un  milieu  continu  au  milieu  discontinu  est  permise  et  d'avoir 
repris,  de  ce  point  de  vue,  les  propositions  fondamentales  de  la 
théorie  de  l'attraction,  de  l'électricité  et  du  magnétisme. 

J.  T. 
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PINCHERLE  (S.).  —  Lezioni  di  Algebra  complementare  dettate  netta 
R.  Umversita  di  Bologna  e  redatte  per  uso  degli  studbnti.  Analisi 
algebrica.  i  volume  in-8°,  366  pages.  Bologne,  Zanichelli,  1906. 


Les  leçons  de  M.  Pincherle  ont  été  vraiment  rédigées,  comme  il 
le  dit,  pour  l'usage  des  étudiants.  L'exposition  est  claire,  précise, 
rigoureuse;  elle  est  aussi  très  sobre;  l'auteur  a  éloigné  tout  ce  qui 
n'est  pas  essentiel. 

Les  premiers  chapitres  sont  consacrés  à  la  revision  et  à  l'exten- 
sion de  la  notion  de  nombre  :  nombres  entiers,  rationnels,  irra- 
tionnels, complexes.  Le  nombre  irrationnel  est  introduit  par  la 
notion  de  coupure  (Dedekind).  Les  nombres  complexes  sont 
considérés  comme  des  systèmes  de  deux  nombres  réels,  puis  inter- 
prétés géométriquement. 

La  notion  de  limU  est  judicieusement  rattachée  à  celle  d'en- 
semble. Les  propositions  fondamentales  sur  les  séries,  les  produits 
infinis  et  les  fractions  continues  montrent  bien  l'importance  de 
cette  notion. 

L'idée  de  fonction  est  présentée,  dans  sa  généralité,  comme  une 
correspondance  entre  deux  ensembles.  Après  avoir  étudié  les  fonc- 
tions rationnelles,  entières  ou  non,  l'auteur  passe  à  la  notion  de 
dérivée  et  montre  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  l'étude  de  la 
marche  des  fonctions.  Il  traite  ensuite  des  séries  entières. 

La  définition  de  la  fonction  exponentielle  et  rétablissement  de 
ses  propriétés  fondamentales  au  moyen  de  la  série 


x       x% 
1        1.2 


fournit  un  excellent  exemple.  La  série  binominale  est  étudiée  en 
détail,  au  point  de  vue  de  la  convergence,  et  l'on  établit  qu'elle 
représente  (i  +  a;)m,  pour  \x\  <  1,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
ou  complexe  de  m.  Un  dernier  chapitre  est  enfin  consacré  à  la 
fonction  logarithmique,  considérée  dans  sa  généralité. 

Le  livre  de  M.  Pincherle  constitue  une  excellente   introduction 
à  un  cours  élevé  d'Analyse;  l'auteur  annonce  un  second  volume 
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sur  les  équations  algébriques,  qui  ne  peut  manquer  d'être  accueilli 
avec  le  même  intérêt  que  les  présentes  leçons.  J.  T. 


MELANGES. 


NOTE  SUR  LES  SURFACES  (B)  ALGÉBRIQUES; 

Par  M.  HAAG, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  '  cée  de  Douai. 


Cette  Note  a  pour  but  de  compléter  celle  que  j'ai  publiée  dans 
le  numéro  de  mars  1906  du  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques. Ainsi  que  je  l'avais  annoncé,  j'ai  étudié  à  part  les  sur- 
faces (B)  algébriques  en  nr occupant  surtout  des  questions  de 
degrés  et  de  classes.  Voici  les  résultats  de  cette  étude  exposés  d'une 
façon  très  sommaire,  car  l'étude  en  elle-même  n'offre  pas  grand 
intérêt. 

Tout  d'abord,  si,  dans  les  formules  (B)  de  la  Note  que  je  viens 

i  '> 

de  rappeler,  on  remplace  t'f  par  a  et  c{i  par  J3,  on  obtient  pour  x, 

y,  s  des  fonctions  rationnelles  de  a  et  de  [3,  en  supposant  m=-> 

la  fraction  -  étant  d'ailleurs  supposée  irréductible.  On  voit  donc 

déjà  que  toute  surface  (B)  algébrique  est  unicursale. 

On  peut  ensuite,  au  moyen  de  nouvelles  expressions  de  x,y,  s, 
calculer,  suivant  les  méthodes  connues,  le  degré  de  la  surface.  On 
peut  de  même  calculer  la  classe  de  la  surface  en  faisant  la  même 
substitution  que   plus  haut  dans   l'équation  du   plan   tangent  cl 

primant  que  ce  plan  langent  passe  par  deux  points  donnés. 
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Mais,  dans  les  deux  cas,  on  est  conduit  à  des  calculs  1res  com- 
pliqués, et  il  est  plus  simple  d'employer  la  méthode  générale  indi- 
quée par  Sophus  Lie  pour  déterminer  la  classe  et  le  degré  d'une 
surface  rainima  quelconque. 

Si  Ton  appelle  R  le  rang  d'une  des  courbes  minima  T  dont  la 
translation  engendre  une  surface  minima  réelle  et  M  Tordre  de 
multiplicilé  du  cercle  de  l'infini  sur  la  développable  formée  par 
les  tangentes  à  celle  courbe,  la  classe  c  de  la  surface  est  donnée 
par  la  formule 

c  =  2M(R-  M), 

en  supposant  que  la  surface  n'est  pas  double. 

Or,  j'ai  déjà  dit  que  la  fonction  e?(w),  relative  à  la  surface  (B) 
correspondant  au  nombre  /w,  était  ium~'2.  On  peut  prendre,  à  une 
homotliétie  près, 

,7  (  u)  =  m  (  m*  —  1  )  um-*f 
et  alors  l'équation  générale  du  plan  osculateur  à  T  peut  s'écrire 

(i)  (l   —  U*)X  -4-  *(|  -+-  U*)y  -+-  7.UZ  -+-  2ttm+I  =  o. 

Le  nombre  M  est  égal  au  nombre  de  ces  plans  qui  passent  par 
une  tangente  quelconque  du  cercle  de  l'infini,  c'est-à-dire  au 
nombre  de  ces  plans  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  u. 
Or,  ce  nombre  n'est  autre  que  le  nombre  des  déterminations  de  la 

fonclion  um+i  =  u  '/  .  11  est  égal  à  y,  puisque  q  est  premier  avec/? 
et,  par  suite,  avec  p  -+-  q.  Donc  M  =  q. 

Quant  au  nombre  R,  il  se  calcule  en  cherchant  le  nombre  de 
tangentes  de  Y  qui  rencontrent  une  droite  donnée  quelconque. 

En  se  donnant  celle-ci   par  ses  coordonnées  pliickériennes,  en 

i 

posant  ui  =  r  et  remarquant  qu'à  deux  valeurs  différentes  de  v 
correspondent  certainement  deux  tangentes  distinctes  de  T,  on 
trouve  sans  grandes  difficultés 

R  =  p  -+-  ->.q. 

Si  enfin  on  remarque  que,  d'après  la  forme  même  de  la  fonc- 
tion J(//),  la  surface  ne  peut  pas  cire  double,  on  voit  que  fa  classe 
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est  donnée  par  la  formule 

c  =  *q(p  +  q)' 

II  est  facile  de  voir  que  cette  classe  est  minima  et  égale  à  G  pour 
m  =  2,  c'est-à-dire  pour  la  surface  d'Enneper. 

Passons  au  degré  de  la  surface.  Il  est  donné  par  la  formule 

d  =  ji*  —  tu, 

où  a.  désigne  le  degré  de  F  et  co  le  nombre  de  points  à  l'inlini  où  Y 
rencontre  sa  conjuguée. 

Or,  les  équations  paramétriques  de  Y  sont  : 

m{\  —  m)  m(m  +  i) 

x  =       — -  vi>+i  h çi>-9. 

•2  2 

.  f  m  (  m  —  1  )  m  (  m  -+•  1  )  1 

s  =  (mt  —  i)i>P. 

On  en  déduit  immédiatement  p  =  p-\-qf  en  remarquant  que 
deux  valeurs  différentes  de  v  donnent  deux  points  différents  de  Y. 
Les  points  à  l'infini  de  Y  sont  obtenus  pour  t>  =  00  si  p  >  q,  et 
pour  v  =  o  et  v  =  oo  si  p  <  q. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  un  seul  point  qui  est  dans  la  direc- 
tion 5  =  0,  y  -\-ix=  oy  et  qui  ne  coïncide  pas  par  conséquent 
avec  le  point  à  l'infini  de  la  courbe  conjuguée  de  T.  Dans  ce  cas, 
on  a  donc  <o  =  o. 

Dans  le  second  cas,  c  =  00  donne  toujours  le  point  sur  2  =  0, 
y-+-ix  =  o.  Mais  v  =  o  donne  le  point  à  l'infini  sur  :  =  o, 
y  —  i  x  =  o. 

On  retrouve  donc  les  deux  mêmes  points  sur  la  courbe  con- 
juguée de  T.  En  tenant  compte  des  ordres  de  multiplicité  de  ces 
points  et  appliquant  les  méthodes  connues,  on  trouve 

w  =  qx  —  /?*. 

Finalement,  on  voit  que,  si  p^>Çj  on  a 

rf  =  (/»-+- 7  )', 
et,  si  p  <  </,  ou  a 

d  =  (/>-*-  q)1  —  (q—  p){  q  -*-/')  =  y></>  —  </>• 
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J'ai  étudié  le  degré  des  lignes  asy m pto tiques  et  des  lignes  de 
courbure.  Mais  cette  élude  est  très  compliquée  et  ne  peut  dire 
poussée  jusqu'au  bout  que  pour  p  =  i ,  2  ou  4-  Pour  p  =  i  et  a, 
ces  lignes  sont  d'ailleurs  unicursales  et  à  ces  conditions  seu- 
lement. 

J'ai  étudié  également  la  classe  des  lignes  asymptotiques,  ce  qui 
théoriquement  semble  facile,  si  l'on  remarque  que  les  plans  oscu- 
lateurs  d'une  telle  ligne  sont  les  plans  tangents  à  la  surface  pour 
lequcls  on  a 

.    m  u  —  ?         /  v 

sin — -  =  at    t         (a  =  const.). 
•2 

Mais,  pratiquement,  on  est  encore  conduit  à  des  calculs  com- 
pliqués qui  ne  peuvent  s'achever  que  pour  p  =  1,  2  ou  4-  KnGn, 
le  degré  des  courbes  u  =  const.  est  immédiat;  c'est  d  =  a(/>  -+-  q). 
Celui  des  courbes  r  =  const.  est  d  =  p  4-  q. 
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COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES 


BROMWICI1    (T.-J).  —   QUAIMATICH   cornas    AMI    thriii    classification    Bï 
MEAX8    OF    INVARIANT    PACTOIS.    I    vol.    în-8*,   VI-loR   pages.    Cambri dyi- , 

Univcrsîty  Press,  iqoG  {■)- 


Le  titre  de  ce  petit  Livre  dit  clairement  son  objet:  il  est  1res 
bien  fuît  pour  permettre  aux  étudiants  de  connaître  les  points 
essentiels  d'une  théorie  qui  est  fort  intéressante  on  elle-même  et 
qui  a  de  1res  belles  applications. 

L'auteur  expose  systématiquement  la  réduction  d'une  Forme 
quadratique,  en  partant  de  l'identité 


A  =  A' -+-  K-/(r*+i,  Xk+t, 


i       où  A  désigne  une  forme  quadratique  à  n  variables  SaijXiXj,  où  D* 
;       désigne  le  déterminant,  supposé  différent  de  <», 


où  f  désigne  ce  que  devient,  quand  on  v  remplace  par  o  les  va- 
riables *,,  irf,  . . .,  x»,  le  précédent  déterminant,  bordé  ù  droite 
et  en  bas  par  les  demi-dérivées  X.,,  Xa,  . . .,  X*  île  A  par  rapport 
i  xt,  xt,  ...,Xk,  et,  dans  la  dernière  case  de  la  diagonale  prin- 
cipale, par  A  lui-même;  où  A'  est,  au  signe  près,  ce  dernier  déter- 
minant dans  lequel  on  a  remplacé  A  par  n  dans  la  dernière  case. 
A.'  ne  dépend  que  des  formes  linéaires  indépendantes  y,,  yît ....  v< 
définies  par  les  équations 


o<iri-*-«.«^i  +  ..--t 

(  •  )  N-  3  de  la  Cellucli'iD  du  Ci. 
matical  Phjiict. 

Bull-  de*  Sciences  mat/u-m., 


=  *, 


,*,. 
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Cette  identité  fournît  de  suite  les  formules  classiques  qui  per- 
mettent d'isoler  le  carré  d'une  forme  linéaire,  ou  le  produit  de 
deux  pareilles  formes,  en  supprimant  de  la  forme  quadratique, 
suivant  les  cas,  une  ou  deux  variables.  M.  Bromwich  montre 
qu'elle  fournit  aussi  bien  deux  formules  analogues,  dont  Tune 
permet  d'isoler  une  variable  xf,  par  exemple,  si  le  mineur  Du  re- 
latif à  a,,  n'est  pas  nul,  en  substituant  aux  autres  variables  â?s,  ..., 
xn  des  formes  telles  que  ^-f  aj^i,  . ..,  xn  -hoLaxt;  l'autre  for- 
mule correspond  au  cas  où  D,<  est  nul  et  permet  d'isoler  le  pro- 
duit ixKx2-  Les  quatre  formules  de  réduction,  dans  le  cas  où 
n  =  3,  sont  interprétées  géométriquement. 

M.  Frobenius  (Sitzungsberichte,  Berlin,  1894)  avait  montré 
que  cette  identité,  à  peine  modifiée,  s'applique  aux  formes  bili- 
néaires  et  conduit,  par  une  voie  très  facile,  à  établir  une  proposi- 
tion importante,  due  à  Sylvester,  de  la  théorie  des  déterminants. 

M.  Bromwich  montre  la  portée  de  l'identité  qu'il  a  prise  pour 
point  de  départ,  en  indiquant  comment  elle  permet  d'établir  des 
propriétés  importantes  de  l'énergie  cinétique 

Après  avoir  démontré  la  loi  de  l'inertie  et  quelques  propositions 
fondamentales  relatives  aux  substitutions  linéaires  dans  les  formes 
quadratiques,  l'auteur  passe  aux  faisceaux  de  formes  et  à  la  réduc- 
tion simultanée  de  deux  formes  quadratiques. 

Il  définit  les  facteurs  invariants  (diviseurs  élémentaires)  et  les 
invariants  de  Kronecker,  établit  leur  caractère  d'invariants  et  fait 
prévoir  qu'ils  constituent  un  système  complet  d'invariants  :  la  dé- 
monstration est  achevée  un  peu  plus  loin.  Quanta  la  méthode  de 
réduction,  c'est  celle  de  Kronecker  que  M.  Bromwich  développe. 
Le  choix  de  cette  méthode  lui  était,  comme  il  le  dit,  imposée  par 
les  dimensions  de  son  petit  Traité.  Elle  est  d'ailleurs  naturelle, 
appropriée  à  l'enseignement  et  aux  explications  géométriques 
(/i  =  3,4)-  M.  Bromwich  insiste  avec  détail  sur  ces  applications 
géométriques.  On  sent  d'ailleurs  qu'il  a  écarté  avec  regret  la  belle 
méthode  que  l'on  doit  à  M.  Darboux,  qui,  sans  doute,  comporte 
un  appareil,  mais  un  appareil  qui  vaut  par  lui-môme. 

Outre  les  applications  relatives  aux  coniques  et  aux  quadriques, 
tant  au  point  de  vue  projectif  qu'au  point  de  vue  métrique,  signa- 
lons celles  qui  concernent  les  quartiques  bicirculaires,  les  surfaces 
cyclides,  les  complexes  linéaires,  les  petites  oscillations  d'un  svs- 
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tème  dynamique  à  n  degrés  de  liberté  autour  d'un  état  d'équi- 
libre. 

Enfin,  dans  les  dernières  pages  de  son  Traité,  M.  Bromwich  a 
donné  d'utiles  références  aux  principaux  Livres  et  Mémoires  rela- 
tifs à  la  matière.  J.  T. 


HARDY  (G.-H.).  —  The  Intégration  op  functions  op  a  single  variable. 
1  vol.  in-8n,  vin-53  pages.  Cambridge,  University  Press. 


Ce  Volume  fait  partie  d'une  intéressante  collection  dirigée  par 
MM.  Leathem  et  Whitaker  sous  le  titre  :  Cambridge  Tracts  in 
JUathematics  and  mathematical  Physics.  A  en  juger  par  ceux 
qui  sont  parus,  les  Volumes  de  cette  collection  devront  être  très 
courts  :  chacun  devra  traiter  d'un  sujet  limité,  de  façon  à  com- 
pléter sur  ce  point  les  connaissances  que  les  étudiants  peuvent 
puiser  dans  les  Manuels  classiques.  Ce  complément  de  connais- 
sances est  d'ailleurs  dirigé  dans  le  sens  scientifique  :  il  s'agit  plutôt 
d'idées  générales  développée^  ou  indiquées,  que  d'applications 
particulières» 

C'est  de  la  recherche  des  fonctions  primitives  que  s'occupe 
M.  Hardy  :  sauf  pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  rationnelles, 
cette  recherche,  il  7  a  quarante  ans,  n'était  présentée  que  comme 
un  recueil  de  recettes,  d'heureuses  transformations,  qui  ne  se 
fixaient  dans  la  mémoire  que  par  l'usage  fréquent  que  Ton  en  fai- 
sait. La  considération  des  courbes  unicursales  et,  plus  générale- 
ment, du  genre  des  courbes,  a  permis  de  ramener  systématique- 
ment à  ce  cas  les  intégrales  à  différentiel  le  algébrique  relatives  à 
des  courbes  unicursales,  et  de  constituer  une  première  classifica- 
tion dans  les  transcendantes  qu'introduisent  en  général  les  inté- 
grales à  différentielle  algébrique. 

Mais  ce  n'est  pas  à  cette  seule  considération,  aujourd'hui  bien 
classique,  que  se  borne  M.  Hardy. 

Il  reprend  quelques-unes  des  idées  développées  par  Liouvillc 
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dans  une  suite  d'importants  Mémoires  ('),  qui  ont  pour  point  de 
départ  les  résultats  dus  à  Abel  et  le  principe,  indiqué  par  La- 
place  :  «  L'intégrale  d'une  fonction  différentielle  ne  peut  conte- 
nir d'autres  radicaux,  dépendant  de  la  variable,  que  ceux  qui 
entrent  dans  celte  fonction.  »  H  parvient  ainsi,  dans  des  cas 
étendus,  à  prévoir  quelle  peut  être  la  forme  de  la  fonction  pri- 
mitive de  certaines  fonctions  algébriques,  ou  transcendantes,  et 
à  déterminer  cette  forme.  Pour  ce  qui  est  des  fonctions  transcen- 
dantes élémentaires,  M.  Hardy  reprend  la  classification  de  Liou- 
villeen  transcendantes  du  premier,  du  second  ordre,  etc.,  et  montre 
comment  on  peut  en  tirer  parti.  Les  procédés  d'intégration  aux- 
quels conduisent  ces  idées  générales  se  trouvent,  dans  les 
exemples  que  donne  l'auteur,  les  plus  simples  et  les  plus  élégants. 

J.  T. 


MANNING  (H.-P.).  —  Irrational  numbers  and  their  rbpresbntatio*  ir 
séquences  AND  séries,  i  vol.  petit  in-8°,  vi-ia3  pages.  New- York,  John 
Wiley  and  Sons,  1906. 


Ce  petit  Livre  contient  une  exposition  rigoureuse  et  parfaite- 
ment intelligible  pour  tout  étudiant  des  sujets  suivants  :  introduc- 
tion des  nombres  irrationnels;  définition  des  radicaux,  de  Pex- 
ponentielle,  du  logarithme;  suites;  séries  convergentes;  séries 
entières;  série  exponentielle;  série  logarithmique. 


(*)  Mémoire  sur  la  classification  des  transcendantes  (Journal  de  Math., 
\**  série,  t.  II,  p.  56).  —  Nouvelles  recherches  sur  la  détermination  des  M* 
grales  dont  la  valeur  est  algébrique  {Journal  de  Math.,  ir#  série,  t.  III,  P«  22)f 
—  Suite  du  Mémoire  sur  la  classification  des  transcendantes  (Ibid.,  p.  523).  — 
Note  sur  les  transcendantes  elliptiques  considérées  comme  fonction  de  leur  mo- 
dule (Journal  de  Math.,  1"  série,  1.  V,  p.  34 'et  44)-  —  Premier  Mémoire  sur 
la  détermination  des  intégrales  dont  la  valeur  est  algébrique  (Journal  de 
l'École  Polytechnique,  t.  XIV,  cahier  k22,  p.  r2Î,  et  Mémoires  des  Savants  étran- 
gers, t.  V).  —  Second  Mémoire  (Ibid.,  p.  i»9)-  —  Mémoire  sur  les  transcen- 
dantes elliptiques  considérées  comme  fonction  de  leur  amplitude  (Ibid., 
Chap.  XXIII,  p.  37).  —  Mémoire  sur  l'intégration  d'une  classe  de  fonctions 
transcendantes  (Journ.  fur.  r.  n.  a.  Math.,  t.  XIII,  p.  <j3). 
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Les  nombres  irrationnels  sont  introduits  par  la  notion  de  cou- 
pure (Dedekind).  Pour  les  autres  sujets,  l'auteur  s'est  borné  aux 
points  essentiels,  comme  l'indique  assez  la  brièveté  de  son  Livre. 

L'auteur  dit  qu'une  suite  représente  un  nombre  a  lorsque,  pour 
parler  le  langage  ordinaire,  elle  admet  ce  nombre  a  pour  limite. 
En  établissant  les  propositions  élémentaires  qui  concernent  de  pa- 
reilles suites,  M.  Manning  se  garde  de  prononcer  le  mot  limite; 
son  langage  est  parfaitement  légitime  et  cohérent.  Il  consacre  en- 
suite quelques  pages  aux  limites,  en  écrivant  le  mot  cette  fois; 
maison  ne  voit  pas  bien  en  quoi  les  considérations  qu'il  développe 
alors  diffèrent  de  celles  qui  concernaient  les  suites,  auxquelles  il 
préférerait  se  borner  :  il  ne  parle  de  limites  que  pour  se  confor- 
mer aux  habitudes. 

Il  me  paraît  toutefois  que  la  notion  de  limite  est  plus  générale 
que  la  première.  Quand  on  reste  dans  l'analyse,  cette  notion  se 
présente  simplement,  dans  sa  généralité,  en  la  rattachant  à  celle 
d'ensemble  et  de  point  d'accumulation;  mais,  d'une  part,  on  n'em- 
brasse pas  ainsi  tous  les  cas,  celui  par  exemple  où  l'on  parle  d'une 
figure  qui  a  une  autre  figure  pour  limite,  et,  d'autre  part,  dans  un 
enseignement  élémentaire,  il  convient,  chaque  fois  qu'il  est  ques- 
tion d'une  limite,  de  préciser  les  conditions  sous  lesquelles  la 
quantité  variable  dont  on  parle  tend  vers  sa  limite,  et  le  sens  de 
cette  dernière  façon  de  parler.  A  chaque  sorte  de  conditions,  cor- 
respond une  sorte  de  limite.  C'est  la  particularisation  des  condi- 
tions qui  particularise  l'espèce  de  limites.  Dire,  dans  le  langage 
adopté  par  l'auteur,  que  la  suite  i/|,  u2,  ...,  u/n  ...  représente  le 
nombre  a,  c'est  dire  que  u„,  qui  est  une  fonction  de  n  définie 
pour  les  valeurs  naturelles  de  /i,  tend  vers  la  limite  a,  quand  n 
augmente  indéfiniment  par  valeurs   naturelles.  Les  conditions  ne 

sont  pas  les  mêmes  quand  on  dit  que  —  admet  la  limite  o  pour 

r  =  zfcoo,  ou  encore  quand  x  est  une  variable  complexe  dont  la 
valeur  absolue  croît  indéfiniment.  Elles  sont  d'une  nature  tout 
autre  quand  on  dit  que  l'intégrale  définie  est  la  limite  d'une 
somme. 

En  résumé,  le  mot  limite.,  tout  seul,  comporte  un  vague  qu'il 
convient  d'éviter  dans  renseignement,  et  c'est  là  sans  doute  la 
pensée  de  M.   Manning;   mais,   par  cela  même   que  le  mot  est 
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vague,  il  est  général  et  s'étend  à  beaucoup  de  cas;  on  n'a,  dans 
chaque  cas  particulier,  qu'à  préciser  sou  sens.  A  la  vérité,  on  peut, 
très  souvent,  s'en  tirer  en  introduisant  des  suites  et  en  raisonnant 
sur  ces  suites,  mais  cette  introduction  est  souvent  artificielle,  au 
moins  autant,  par  exemple,  que  l'est,  d'après  M.  Manning  lui- 
même,  l'introduction  des  suites  de  nombres  rationnels  dans  la  dé- 
finition du  nombre  irrationnel;  la  notion  de  coupure  donne,  tout 
de  suite,  une  idée  plus  adéquate  de  ce  nombre. 

Ces  observations,  qui  ne  concernent  d'ailleurs  que  quelques 
pages,  n'enlèvent  rien  au  mérite  de  l'exposition  que  l'on  doit  à 
M.  Manning  :  celle-ci  ne  manquera  pas  de  rendre  service  à  de 
nombreux  étudiants  qui  trouveront  dans  son  livre  le  moven 
d'acquérir,  avec  un  minimum  d'efforts,  des  idées  essentielles. 

J.  T. 


COUTURAT  (L.).  —  Les  principes  des  Mathématiques,  avec  un  Appen- 
dice sur  la  Philosophie  des  Mathématiques,  de  Kant.  I  volume  in-8*  A* 
viii-3o8  pages.  Paris,  Alcan,  1903. 


Nous  avons  enfin,  grâce  à  M.  Coulurat,  un  exposé  fort  clair,  ^c31 
le  plus  simple  possible,  des    travaux  qui  ont  paru  en  si  grac^*û 
nombre  depuis  quelques  années  sur  la  Logique  symbolique  et  s«— ^ 
la  transformation  possible  des  Mathématiques  pures  en  divers  Ch.    -^" 
pitres  de  cette  Logique.  L'auteur  s'inspire  surtout,  dans  cet  expos   ^» 
des  Principes  des  Mathématiques,  de  Russell;  mais  d'abord  il       *e 
simplifie,   ou  même  en  modifie  parfois  la  méthode  pour  mie«--*x 
l'adapter  à  l'esprit  des  lecteurs  français,  et  en  outre,  quand  il      *e 
juge  nécessaire,  il  va  droit  aux  mémoires  originaux,  utilisés  |>**r 
Russell  lui-même,  de  Pieri,  de  Peano,  de  Vailati,  etc.  Ce  livre 
rendra  d'autant  plus  de  services  que,  jusqu'ici,  tous  les  travail* 
qu'il  résume  ont  été  publiés  par  des  étrangers,  sans  que  les  mathé- 
maticiens français  y  aient  encore  pris  part.  Si  cette  abstention  se 
prolongeait,  ce  ne  serait  vraiment  pas  la  faute  de  M.  Couturat, 
dont    l'ouvrage   nous    permet    de  nous    initier   sans   fatigue  à  la 
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langue  nouvelle  de  la  Logistique,  en  même  temps  qu'il  est,  de  la 
"première  page  à  la  dernière,  une  éloquente  et  vigoureuse  protes- 
tation contre  l'indifférence  où  elle  a  laissé  jusqu'ici  les  savants 
français. 

Le  mouvement  d'idées  qu'il  nous  fait  connaître  résulte  de  la 
rencontre  assez  naturelle  de  deux  courants  déjà  anciens.  D'une 
part,  les  mathématiciens  se  sont  efforcés,  dans  la  deuxième  moitié 
du  dernier  siècle,  d'assurer  la  rigueur  de  leurs  démonstrations  en 
<?/iminant  le  plus  possible  toute  trace  d'intuition;  et,  d'un  autre 
côté,  les  logiciens  se  sont  peu  à  peu  habitués  à  traduire  leurs  rela- 
tions dans   un    langage   qui  rappelait  celui  des  Mathématiques. 
Celles-ci  sont  allées  de  plus  en  plus  vers  la  Logique,  tandis  que 
la    Logique  se  revêtait  de  mieux  en  mieux  d'une  forme  mathéma- 
l*«|*««:  il  est  arrivé  à  la  fin  qu'elles  se  sont  fondues  l'une  dans 
'  a,m  t-re.  Le  premier  de  ces  courants  est  trop  connu  des  lecteurs  du 
**€*£éctin  pour  qu'il  soit  utile  d'insister.  M.  Couturat  nous  donne 
Mne    idée  des  derniers  travaux  auxquels  aboutit  le  second  en  nous 
exf>c3sant,  surtout  d'après  Russell  et  Peano,  les  principes  de  la 
^^^ique  moderne. 


■—es  premiers  novateurs,  tels  que  Boole,  héritiers  directs  de  la 

01  Ile  Logique  classique,  s'appliquaient  avant  tout  au  calcul  des 

asses;  le  calcul  des  propositions  ne  venait  que  comme  consé- 

»        Ctice  du  premier.  Au  contraire,  il  y  a  une  tendance  aujourd'hui 

ï^^scr  comme  fondamental  le  calcul  des  propositions.  Celui-ci 

«   °s«   sur  une   première    notion  indéfinissable,   une    première 

^^  tante  logique,  à  savoir  la  notion  d'implication,  pïq  signifie  : 

1  ***  plique  q.  La  proposition  est  ce  qui  s'implique  soi-même. 

t>roduit  logique  de  deux  propositions  (p-q)  est  l'affirmation 

^       ^  **llanée  de  ces  propositions.  L'équivalence  de  p  et  de  q,  ou  la 

l>Ie  affirmation  p  )  q  et  q  )pf  s'énonce  et  s'écrit  :  f)q*q  >/?. 

^Omme  logique  est  l'affirmation  de  l'une  ou  de  l'autre  de  deux 

(Positions,  et  s'écrit  p^  q. 

-        -**nq  principes  fondamentaux  sont  posés,  parmi  lesquels  le  prin- 

^  V  ^  du  Syllogisme  hypothétique  :  Si  p  implique  q  et  q  implique  r, 

***plique  r,  ou 

Cies    principes,  joints   aux  premières  notions,  permettent  de 
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démontrer  séparément  trois  propositions  qui,  jusqu'ici,  étaient 
admises  comme  formant  à  elles  trois  la  base  de  toute  logique,  à 
savoir  :  le  principe  de  contradiction,  p  et  non-/?  (ou  p1)  ne  sont 
pas  vrais  à  la  fois,  ou  (/>/>')';  le  principe  du  milieu  exclu, p^pf] le 
principe  de  la  double  négation,  (pf)'  =  p. 

La  notion  de  classe  se  tire  de  celle  de  proposition  et  de  celle  de 
fonction.  Une  fonction  est  une  expression  contenant  une  ou  plu- 
sieurs variables.  Lorsque,  pour  toutes  valeurs  attribuées  aux  ra.- 
riables,  la  fonction  devient  une  proposition,  elle  est  d'île  fonctio  * 
propositionnelle.  Supposons  qu'elle  ne  dépende  que  d'une  v 
riable  :  l'ensemble  des  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  dévie 
une  proposition  vraie  forme  une  classe.  A.  l'implication  des  pn 
positions  correspond  l'inclusion  des  classes.  Dire  que  la  classe 
est  incluse  dans  la  classe  6,  c'est  dire  que  xta  implique  xtb, 
que  l'on  peut  écrire 

a  )  b  =  xta")  xtb) 

le  signe  6  exprimant  qu*un  terme  ou  un  individu  logique  appa 
tient  à  une  classe.  La  somme  et  le  produit  logiques  des  classes 
définissent  sans  peine;  le  calcul  des  classes  coïncide  avec  celui  d 
fonctions  propositionnellcs.  La  classe  nulle  ou  zéro  est  définie 
une  fonction  propositionnelle  toujours  fausse;  la  classe  singulier 
ou  un,  se  trouvera  définie  par  une  fonction  propositionnelle  tel 
que  deux  valeurs  quelconques  qui  v  satisfont  se  trouvent  toujou 
identiques. 

Après  les  propositions  et  les  classes  vient  le  calcul  des  relatio 
qui  est  la  partie  la  plus  neuve  de  l'œuvre  de  Russell.  xKy  exprimem 
que^c  a  la  relation  R  avec  y.  Le  calcul  des  relations  est  soumis 
quelques  axiomes  fondamentaux  : 

i°  Si  R  est  une  relation,  xl\y  est  une  proposition  pour  touti 
valeurs  de  x  et  de  y  ; 

2°  Toute  relation  R  a  sa  converse  R,  ou  xJKy  et  yYix  s'il 
pliquentl'un  l'autre; 

3°  Toute  relation  R  a  sa  négative  R'; 

4°  Si  l'on  a  xRy  et  yl\{  z,  il  y  a  entre  x  et  z  une  relation  q 
s'appellera  te  produit  relatif  Ao  R  et  de  R|B 


ne  1-  ■ 

•tût'"!1 


\> 


-O 


ie 

* 

a 


Une  relation  est  symétrique  si  elle  est  identique  à  sa  convenu 
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elle     est  transitive  si  le  produit  de  la  relation  avec  elle-même  est 
'rterftiique  à  cette  relation,  ou  si 

xRy.yRz  )jR;. 

M_~*a  somme  logique  de  deux  relations  l\t  et  R2  est  la  relation  qui 
e^t  ï  s^  te  entre  x  et  y,  dès  qu'il  existe  entre  eux  l'une  au  moins  des 
««  «"■  -ac  relations  R,,  H2.  Le  produit  logique,  distinct  du  produit 
rel  «**  lif,  est  la  relation  qui  existe  entre  x  et  yy  dès  que  Kt  et  K2 
c  ^^  ■  ^^lent  à  la  fois  entre  ces  deux  termes.  Quelques  axiomes  spé- 
c»a*  «_■*  permettent  de  postuler  l'existence  de  la  somme  et  du  pro- 
<"  •-■  v  ^  logiques  pour  toute  une  classe  de  relations  finie  ou  infinie;  et 
e  ■"*  CS  n  peuvent  se  démontrer  sur  les  relations  une  série  de  théo- 
r*2'  ■'■rmes  importants. 


Logique  moderne  montre,  dit  M.  Cou  lu  rat  en  terminant 

■>e  première  partie,  Terreur  de  ceux  qui   faisaient  reposer  la 

^^ique  sur  un  principe  unique.  Les  principes  de  contradiction, 

*-*     m  ^lenlilé,  de  milieu  exclu,  sont  indépendants,  et  ils  ne  suffisent 

K*^s  encore,  car  le  Syllogisme  a  besoin  d'un  nouveau  principe  spé- 

c*^al  ,  et  même,  à  y  regarder  de  près,  de  quelques  principes  nou- 


inment,  de  ces  notions  logiques,  fera-l-on  sortir  le  nombre? 

•>*  a  deux  manières  de  poser  le  nombre,  soit  comme  cardinal, 

*  *•  comme  ordinal.  Russell  et  Couturat  préfèrent  la  théorie  car- 

^  ^^Ic,  qui  permet  de  dégager  la  notion  de  nombre  de  celle  d'ordre. 

I^Osons-la  en  quelques  mots. 

,    <*~*^ux  classes  sont  dites  avoir  le  même  nombre  quand  on  peut 

***«ir  entre  ieurs  termes  une  correspondance  univoque  et  reci- 

^  tic,  ou,  comme  on  dit,  une  relation  biuniforme,  ou  encore 

.     ^**d  elles  sont  équivalentes.  On  appellera  zéro  le  nombre  de 

.      ^  X.  classes  nulles;  un,  le  nombre  de  deux  classes  singulières.  Si 

**u>ts  un,  nul,  zéro  intervenaient  déjà  dans  les  notions  qui 

.  „       ^    ici  invoquées,  ils  avaient  des  définitions  purement  logiques. 

f      *^*.  en  particulier,  qui  semble  se  présenter  dans  la  relation  biuni- 

,<r*e,  se  définissait  à  l'aide  d'une  relation  d'identité  entre  deux 

^*vidus;  et,  pour  ce  qui  est  des  classes  singulières,  l'unité  impli- 

*    ^^  dans  leur  définition  est  une  propriété  de  classe  et  non  d'élé- 

&utl.  de»  Sciences  mathem.,  j#  série,  t.  \XX.  (Novembre  i;i«i«i.)  ji. 
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Mais  cette  définition  du  nombre  comme  propriété  commune 
aux  classes  équivalentes  a  pourtant  un  inconvénient  :  elle  procède 
par  abstraction,  et  ne  montre  pas  l'existence  de  cette  propriété 
commune  à  laquelle  on  donne  un  nom.  Du  moins  les  classes  équi- 
valentes, ou  ayant  le  même  nombre,  forment  elles-mêmes  une 
classe.  Il  y  a  là  une  entité  correspondante  à  la  propriété  abstraite 
des  classes  qui  en  sont  les  termes  :  pourquoi  ne  pas  la  considérer 
comme  représentant  le  nombre  cardinal  correspondant?  C'est  ce 
que  fait  Russell.  M.  Couturat  montre,  en  invoquant  les  principes 
du  calcul  des  relations,  que  celte  définition  est  logiquement  très 
naturelle.  Elle  est  aussi,  remarque-t-il,  conforme  au  sens  commun 
et  même  à  l'usage  :  le  nombre  deux  n'est-il  pas  l'idée  de  couple,  le 
nombre  trois  l'idée  de  trio,  etc.? 

Le  nombre  çtant  une  classe,  l'addition  logique  de  deux  classes  a 
et  b  (c'est-à-dire  la  classe  des  x  qui  sont  soit  des  a,  soit  des  6) 
nous  conduit  immédiatement  à  la  somme  arithmétique  de  deux 
nombres.  Et  de  même  pour  le  produit.  Soit  k  une  classe  déclasses 
n'ayant  pas  d'élément  commun;  si  l'on  appelle  avec  Whilliead 
classe  multiplicative  des  k  la  classe  des  classes  formées  en  em- 
pruntant un  élément  et  un  seul  à  chacune  des  classes  À\  le  nombre 
de  la  classe  k  représentera  le  produit  des  nombres  des  classes  de  À*. 
Comme  l'addition,   la   multiplication  se  trouve  être  commutalive 
par  sa  définition  même.  En  outre,  comme   toutes  les  définitions 
précédentes,  elle  n'implique  aucune  définition  des  nombres  finis 
cl  des  nombres  infinis. 

La  théorie  ordinale  du  nombre  ne  donne,  au  contraire,  que  le 
nombre  fini.  On  y  considère  les  nombres  comme  consécutifs  et  on 
les  définit,  par  leur  succession  même,  à  l'aide  de  trois  notions 
indéfinissables  :  zéro,  nombre  entier,  et  le  suivant  de,  sur  les- 
quelles on  énonce  cinq  postulats  : 

i°  Zéro  est  de  la  classe  nombre  entier; 

*>.°  Zéro  n'est  le  suivant  d'aucun  nombre  entier; 

3°   Le  suivant  d'un  nombre  entier  est  un  nombre  entier; 

4°  Deux  nombres  entiers  sont  égaux  si  leurs  suivants  le  sont; 

f>"  (Principe  de  l'induction  complète).  Si  5  est  une  classe  qui 
contient  zéro,  et  si,  pour  tout  x  qu'elle  contient,  elle  contient 
aussi  le  suivant  de  x,  s  contient  tous  les  nombres  entiers. 
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Pcano  et  Padoa  ont  démontré  l'indépendance  de  ces  cinq  postu- 
lats, de  sorte  qu'on  ne  peut  espérer  en  réduire  le  nombre;  d'autre 
part,  ils  suffisent  pour  fonder  toute  l'Arithmétique.  Russell  com- 
plète cette  théorie  et  lui  ôte  son  indétermination  (car  elle  est  éga- 
lement valable  pour  toutes  les  suites  commençant  à  n'importe  quel 
nombre  autre  que  zéro)  en  faisant  reposer  les  notions  premières 
sur  des  définitions  déjà  données  en  Logique  : 

i°  Zéro  est  le  nombre  cardinal  de  la  classe  nulle  ; 

2°  Un  est  le  nombre  cardinal  des  classes  singulières  ; 

3°  Le  suivant  d'un  nombre  n  est  le  nombre  n  -+- 1 ,  somme 
arithmétique  de  n  et  de  i  ; 

4°  Nombre  entier  désigne  la  classe  des  nombres  entiers  finis, 
c'est-à-dire  des  nombres  qui  appartiennent  à  toute  classe  qui  con- 
tient zéro,  et  qui  contient  n  -+- 1  dès  qu'elle  contient  n. 

Ces  définitions  permettent  de  démontrer  les  cinq  postulats  de 
Peano,  et  finalement  servent  de  lien  entre  les  deux  théories  du 
nombre  cardinal.  En  tous  cas,  l'Arithmétique  se  trouve  complé- 
ment rattachée  à  la  Logique. 

La  théorie  cardinale  permet  de  donner  une  définition  très  claire 
des  nombres  infinis.  Une  classe  est  infinie  quand  elle  est  équiva- 
lente à  une  partie  intégrante  d'elle-même  (G.  Cantor).  De  deux 
infinis  a,  b,  a  est  plus  petit  que  6,  si  a  est  équivalent  à  une  partie 
intégrante  de  by  sans  que  b  soit  équivalent  à  une  partie  intégrante 
de  a.  La  théorie  des  nombres  cardinaux  peut  être  ainsi  tout  en- 
tière constituée  sur  une  base  purement  logique. 

De  plus,  et  c'est  là  un  point  sur  lequel  M.  Couturat  insiste  for- 
tement, la  notion  d'ordre  a  été  jusqu'ici  complètement  inutile. 
Les  deux  idées  de  nombre  et  d'ordre  form?nt  ensemble  l'objet 
essentiel  des  Mathématiques,  mais  il  a  été  intéressant  de  pouvoir 
dégager  complètement  la  théorie  du  nombre  de  l'idée  d'ordre. 
D'ailleurs  celle-ci  est  moins  simple  que  l'autre,  car,  si  toutes  deux 
ont  pour  support  des  classes  ou  des  ensembles,  toute  classe  donnée 
immédiatement  a  un  nombre,  tandis  qu'elle  n'a  un  ordre  que 
moyennant  certaines  relations  établies  entre  ses  termes. 

Pour  définir  l'ordre,  il  faut  pouvoir  définir  les  notions  tfavant 
et  d'après,  et  d'entre.  Plusieurs  méthodes  permettent  dy  arriver, 
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suggérées  loutes  par  l'élude  des  Mathématiques  modernes;  elle 
reviennent  toutes  à  poser  des  relations  qui  se  réduisent  à  un  seu1 
et  même  type  de  relation  binaire,  à  savoir  à  la  relation  asymé 
trique   et   transitive.    La  théorie  de   Tordre  engendre  celle  d 
nombres  ordinaux,  en    entendant  par  là  les  types  d'ordre  des 
classes  bien  ordonnées  (G.  Cantor),  et  permet  d'obtenir  la  géné- 
ralisation de  Tidée  de  nombre  et  la  définition  du  continu.  Pour  les 
nombres  irrationnels,  M.  Coulurat  explique  comment  la  méthode 
de  Russell  et  Paseh  par  les  segments  permet  d'éviter  l'axiome  de 
Dcdekind  qui  postule  l'existence  de  la  chose  définie.  Et,  quant  au 
continu,  il  rappelle  comment  G.  Cantor  est  parvenu  à  en  donne 
une  définition  purement  ordinale.  Finalement  l'étude  des  nombre 
et  du  continu  semble  pouvoir  se  constituer  sur  les  seules  pro 
priétes  ordinales,  à  l'exclusion  de  toute  idée  de  grandeur.  On  peu 
ensuite  greffer  sur  une  théorie  arithmétique  ainsi  construite  u 
ensemble  de  postulats  qui  formeront  (Burali-Forti)  une  définitio 
nominale  et  logique  de  la  grandeur,  mais  il  faudra  sortir  de  l'es- 
prit et  de  la  logique  pour  déclarer  que  telle  ou  telle  espèce  d 
grandeur  y  satisfait,  et  c'est  pourquoi  Russell,  avec  quelques  m 
thématiciens,  rejette  l'étude  des  grandeurs  hors  de  la  Malliém 
tique  pure.  Reste  à  savoir,  observe  M.  Coulurat,  si  en  réalité 
généralisation  du  nombre  qui  logiquement  se  passe  de  la  gra 
(leur  ne  dérive  pas  rationnellement  de  la  notion  de  grandeur.  Ma 
la  question  dépasse  le  ressort  de  la  logique. 

Reste  pour  notre  auteur  à  exposer  les  théories  géométrique? 
lTne  première  branche  de  la  Géométrie,  plus  analytique  que 
métrique,   est   celle  où   Ton    considère  les   lignes  et  les  surface 
comme  telles.  Yanalvsis  situs  de  Riemann.  La  ligne,  la  surface 
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l'espace  y  seront  définis  comme  ensembles  continus  à  une,  de 
ou  trois  dimen>ions.  Kn  laissant  de  côté  cette  branche  isolée  ^^  e 

peu  dé\eloppée,  toutes  les  théories  géométriques  se  rattachent 
trois  corps  de  doctrine  :  la  Géométrie  projectile,  la  Géométr 
tli\scriftt\\\  la  Géométrie  mètrô/tic.  Toutes  trois  ont  pour  notion 
première  indéfinissable  (V  point.  On  admet,  à  propos  du  point- 
que  les  points  forment  une  classe:  qu'il  va  des  points:  que.  si  */ 
est  un  point,  il  existe  un  point  di lièrent  de  ci...  A  cette  première 
notion  la  Géométrie  projectixe  en  ajoute  une  seconde,  la  droite 
illimitée,  qui  c>l  déterminée  par  deux  points  el  dont  la  donnée 
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>mpagne  de  quelques  postulais  du  genre  de  ceux-ci  :  Si  a  el  b 
les  points  différents,  la  droite  ab  est  une  classe;  chaque  indi- 
le  cette  classe  est  un  point;  la  droite  ab  est  contenue  dans 
ile  ba\  a  appartient  à  la  droite  ab)  la  droite  ab  contient  au 
>  un  point  distinct  de  a  et  de  b,  etc.  La  Géométrie  descriptive 
i  au  point,  comme  autre  notion  première,  le  segment  recti- 
.  (L'idée  de  segment  équivaut  à  la  relation  entre,  le  seg- 
ab  est  l'ensemble  des  points  entre  a  et  b.)  La  Géométrie 
jue  ajoute  la  distance  et  le  mouvement. 
serait  trop  long  de  suivre  M.  Cou  tu  rat  dans  tous  les  détails 
ravaux,  qu'il  résume  lui-même  après  Russell,  de  Picri,  de 
,  de  Peano,  de  Hilbert,  de  Veronèse,  etc.,  et  d'où  se  dégage 
rps  de  Géométrie  pure  semblant,  comme  l'Arithmélique,  se 
e  elle  aussi  dans  la  Logique.  Aussi  bien,  en  insistant  davan- 
sur  les  notions  essentielles  de  l'Arithmétique,  nous  avons 
;  une  idée  suffisante  de  la  méthode  et  de  l'esprit  de  ces  re- 
lies. Pour  M.  Couturat  plus  encore  que  pour  Russell,  elles 
issent  à  constituer  définitivement  la  véritable  Philosophie 
[athématiques;  en  particulier,  elles  ruinent  les  systèmes  où 
otions  mathématiques  gardent  une  signification  propre  et 
urent  un  objet  spécifique  d'une  science  qui  se  trouve  être 
chose  alors  qu'un  mode  de  penser  et  de  raisonner,  comme 
Kant.  Aussi  n'est-on  point  surpris  de  trouver  à  la  suite  des 
ùpes  des  Mathématiques,  et  comme  Appendice,  la  coudam- 
i  en  règle  de  la  Philosophie  des  Mathématiques  de  Kant. 
e  dégageait  à  chaque  page  des  réflexions  de  l'auteur;  mais 
n'est  pas  un  adversaire  banal,  et  l'on  comprend  le  désir  qu'a 
Couturat  de  lui  porter  un  dernier  coup  direct  et  d'éclairer 
reurs  à  la  lumière  des  nouvelles  théories. 

crois  superflu  d'insister  près  des  lecteurs  du  Bulletin  sur 
rêt  des  travaux  que  ce  livre  nous  fait  connaître.  Ils  forment 
uite  naturelle  à  tous  ceux  par  lesquels  Helmholtz,  Riemann, 
kind,  Canlor  et  quelques  autres  ont  cherché  à  construire 
lement  les  notions  fondamentales  de  l'Arithmétique  el  de  la 
télrie.  Si  quelques-uns  de  nos  jeunes  mathématiciens,  séduits 
;s  problèmes  que  soulève  la  nouvelle  école  de  logisticiens, 
ent  leurs  efforts  de  ce  côté,  ils  pourront  même  avoir  le  sen- 
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timent  qu'ils  se  conforment  aux  tendances  les  plus  naturelles  de     1  ^ 

pensée  mathématique, à  celles  qu'elle  a  manifestées  non  pas  seule 

ment  depuis  Weierslrass,  mais  depuis  les  premiers  Grecs  C|t«2 
apportaient  tant  de  soin  à  chercher  le  minimum  de  demandes  es~ 
de  définitions  sur  lesquelles  ils  pussent  essayer  de  construire  log-î — 
quement  l'édifice  entier  de  leur  Géométrie.  Mais  que  par  là  i  I  -» 
doivent  collaborer  à  une  révolution  philosophique  décisive,  c'e^  *• 
ce  que  je  ne  saurais  leur  affirmer  avec  la  foi  robuste  de  M.  Co**  — " 
turat.  On  pourra  lire,  dans  la  Revue  de  Métaphysique,  une  sérï 
de  discussions,  notamment  entre  M.  Henri  Poincaré  et  M.  Col» 
turat.  Je  ne  suis  pas  sûr  que  M.  Poincaré,  par  quelques  exagéra 
tions,  et  par  son  insistance  à  attribuer  au  principe  de  l'induclio 
complète  une  signification  et  une  valeur  trop  spéciale,  n'ait 
parfois  donné  beau  jeu  à  son  redoutable  adversaire;  mais,  d'u 
autre  côté,  ni  la  tranquillité  sereine  que  M.  Couturat  continue 
apporter  dans  ses  affirmations,  ni  la  vigoureuse  dialectique  av 
laquelle  il  tente  de  réfuter  toutes  les  objections,  n'ont  pu  m'Ai 
celte  impression  que  les  logiciens  nouveaux  dépassent  les  born 
et  la  portée  de  leurs  savantes  constructions  dans  les  conclusio 
philosophiques  qu'ils  en  tirent.  J'ai  soutenu  jadis  que  Kant,  s' 
revenait,  pourrait,  contrairement  aux  thèses  de  Helmholtz, 
Ricmann  et  de  presque  tous  les  néogéomètres,  maintenir  son  att 
tude  en  face  des  gcomélries  non  euclidiennes,  logiques  sans  doul~ 
mais  pour  lui  artificielles  et  non  adaptées  à  la  capacité  intuitive 
notre  esprit.  De  même  il  serait  aujourd'hui  peut-être  fort 
intimidé  par  les  travaux  de  nos  logisticiens. 
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«  Vous  parvenez,  leur  dirait-il,  à  supprimer  toute  intuiti 
Mais  ce  n'est  là  qu'une  apparence.  Les  données  de  cette  intuiti 
qui  forment  l'objet  spécial  des  Sciences  mathématiques,  sonl 
seule  raison  de  vos  ingénieuses  définitions  et  de  l'ordre  sav 
dans  lequel  vous  les  enchaînez.  Et  à  quoi  aboutissez-vous,  sina 
énoncer  dans  une  certaine  langue  ce  que  l'intuition  naturelle  v 
suggérait  d'un  coup?  Vos  constructions  sont  logiques,  mais  ai 
ficielles...  » 


N'importe,  dira-l-on,  artificielles  ou  non,  puisque  ces  conslruc 
tions  sont  possibles,  il  n'est  plus  permis  d'affirmer  le  caractère 


ni 
h 
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synthétique  des  jugements  mathématiques.  Et  c'est  là  l'un  des 
points  sur  lesquels,  dans  l'Appendice,  M.  Couturat  tente  le  plus 
vigoureux  effort.  Mais  que  signifie  donc  au  juste  la  thèse  de  Kant? 
Sinon  que,  si  Ton  veut  justifier  complètement  une  proposition 
m»  thématique,  quelle  qu'elle  soit,  il  faudra   toujours  invoquer 
UI*    emprunt  à  l'intuition  (d'autres  diraient  à  l'expérience).  Per- 
sonne n'a  jamais  voulu  dire  que   tout  jugement  mathématique 
lmplique  une  synthèse  nouvelle  par  rapport  aux  précédents.  Kant, 
pas  plus  que  d'autres,  n'a  pu  contester  la  possibilité  de  construire 
"es  suites  de  propositions  arithmétiques  ou  géométriques  se  dé- 
c'uisant  logiquement  les  unes  des  autres,  sans  emprunt  nouveau. 
**   lui  suffit  pour  qu'un  jugement  mathématique  soit  dit  synthé- 
tl*7**e  qu'il  découle  logiquement  (Kant  disait,  à  tort  ou  à  raison, 
*^'o#i  le  principe  de  contradiction)  et  de  façon  plus  ou  moins 
0l**  laine,  d'axiomes  antérieurs  énoncés  ou  tacitement  utilisés. 

<*  On  constatait,  dit-il,  dans  les  Prolégomènes  (p.  27  de  la 
*r^<ïuclion),  que  les  Mathématiques  tirent  toutes  leurs  conclusions 
On  le  principe  de  contradiction  (ce  qu'exige  la  nature  d'une 
tude  apodictique)  (*  ),  et  alors  on  se  persuadait  que  les  prin- 
ClPes  fondamentaux  eux-mêmes  nous  sont  connus  grâce  à  ce  même 
ax,Onie.En  quoi  l'on  se  trompait  fort,  car  une  proposition  synthé- 
tique peut  sans  doute  être  considérée  sous  le  rapport  du  prin- 
c,pe  de  contradiction;  mais  ce  n'est  pas  en  elle-même,  c'est  seu- 
e***ent  en  tant  qu'on  suppose  au  préalable  une  autre  proposition 
s.y**t  lié  tique  d'où  elle  peut  découler.  » 

«ref,  pour  ruiner  la  thèse  kantienne,  il  faudrait  non  pas  seulc- 

-ot  reculer  les  traces  des  emprunts  faits  à  l'intuition,  mais  les 

,  uf^J>rimer   d'une  façon  absolue.   Or,   que   sont    les  constantes 

S1cjues  de  Russell,  et  les  postulats  qui,  à  chaque  instant,  viennent 

**vir  de  support  aux  notions  nouvelles  de  la  Logistique?  M.  Cou- 

r*=k  t  proteste  énergiquement  contre  tout  soupçon  de  nominalisme. 


*)e  sont  pas  là  des  mots  vides  de  sens  par  eux-mêmes  et  ne 
*^nt  que  par  des  conventions  sur  l'usage  qui  sera  fait  de  tels  ou 
*^  arrangements  verbaux...  Les  idées  d'implication,  de  fonction, 

^  v  )  Kant  n'y  contredit  pas. 
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de  relation,  de  classe...,  répondent  à  quelque  chose  de  réel  pour 
l'esprit;  les  postulats  qu'on  énonce  sur  elles  sont  vrais.  On  les 
prend  pour  points  de  départ  des  développements  logiques  et  ma- 
thématiques, et  par  conséquent  on  renonce  à  définir  ces  notions,  à 
démontrer  ces  principes.  Mais  nous  donne-t-on  l'assurance  qu'on 
n'a  pas  enfermé  dans  ces  données  premières  toute  la  matière  spé- 
cifique qui  forme  pour  quelques-uns  l'objet  propre  des  Sciences 
mathématiques? 

Certes,  il  est  difficile  de  n'être  pas  frappé  des  efforts  tentés  par 
Russell  et  par  Coulurat  pour  dégager,  par  exemple,  de  toute 
notion  numérique  les  idées  de  classe,  d'ensemble,  de  variables, 
de  termes,  d'individu,  de  correspondance  biuniforme,  de  un,  de 
zéro,  ...,  telles  qu'elles  interviennent  d'abord  dans  la  logique 
symbolique.  La  sérénité  avec  laquelle  des  esprits  aussi  lucides  et 
aussi  vigoureux  affirment  la  distinction  radicale  du  sens  purement 
logique  des  premiers  mots  et  de  la  signification  arithmétique  des 
notions  auxquelles  on  n'aboutira  qu'après  un  long  détour,  quand 
on  croyait  les  trouver  à  la  racine  même  du  langage  élémentaire  de 
la  Logique,  celte  sérénité  a  de  quoi  nous  troubler,  et  j'avoue  pour 
ma  part  que  je  ne  lis  jamais  M.  Couturat  sans  me  demander  si  je 
l'ai  bien  compris,  et  s'il  ne  faudrait  pas  s'être  longtemps  exercé 
aux  questions  de  Logistique  pour  y  acquérir  une  sorte  de  flair 
comparable  à  ce  sens  de  la  rigueur  géométrique  que  seuls  pos- 
sèdent les  mathématiciens  exercés.  Sous  cette  réserve,  je  ne  peux 
m'empêcher  de  penser  que  la  Logique  symbolique,  pas  plus  que 
la  grammaire,  pas  plus  que  les  formes  primitives  du  langage 
humain,  ne  se  trouve  exemple  de  quelques  traces  de  ces  intuitions 
numériques  ou  spatiales  (a  priori  ou  fournies  par  l'expérience, 
ce  n'est  pas  en  question  ici)  qui  n'attendent  qu'un  certain  degré 
de  maturité  de  l'esprit  pour  se  constituer  l'objet  propre  de  l'Arith- 
métique et  de  la  Géométrie. 

Au  reste,  je  n'ose  pas  insister  et  je  veux  seulement  résumer 
mes  préoccupations  par  un  dernier  mot.  Quand  il  se  demande 
incidemment  quelle  est  celle  des  deux  notions,  nombre  et  gran- 
deur, qui  est  vraiment  le  fondement  de  l'autre,  M.  Couturat  nous 
dit  en  substance  :  «  Qu'on  définisse  le  nombre  par  la  grandeur  ou 
la  grandeur  par  le  nombre,  cela  est  également  logique,  mais  il 
faudrait  dépasser  les  bornes  de  la  Logique  pour  décider  laquelle 
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des  deux  méthodes  est  la  plus  rationnelle.  »  Eh  bien,  au  fond, 
c'est  la  même  pensée  qui  m'empêche  de  croire  que  la  Logique 
mathématique  puisse  aboutir  à  fixer  définitivement  la  Philosophie 
des  Mathématiques.  Philosophique  ou  rationnel,  n'est-ce  pas 
presque  la  même  chose?  Et  ne  suffit-il  pas  peut-être,  pour  faire 
des  réserves  à  propos  des  conclusions  de  M.  Couturat,  d'en  appe- 
ler simplement,  par  une  voie  qu'il  nous  indique  lui-même,  de  la 
Logique...  à  la  Raison?  G.  Milhaud. 
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Vugt  (H.).  —  Eléments  de  Mathématiques  supérieures,  à  l'usage  des 
physiciens,  chiuii*les  el  ingénieurs.  3""  édit.  In-8",  vii-620  p.  avec  fig.  Paris, 
Vuihert  et  Nonv. 

Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  publiées  sous  la  direction  de 
Mai  11  ici-:  Lokwy.  Observations,  ryoa.  In -4°,  viii-5'.io  p.  Paris,  Gauthier- 
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MULLER  I.F.i.  —  Ktni.  Sciiki.lbu:ii  aCcKMcu  vif  sf.in  wi*!<iis«:ihkti.Ii:iie* 
Lbbe.v  neist  ïwei  Schriftkn  aif  skinku  IW.hi.vm  imi  Rhif.fkx  von 
Jacupi,  JovciimSTiUi.  LHD  W'KiKHsrR  tss.  80  pages  in-H".  I.ei|)*ig,  Teubiier, 
1906  (>). 


Cel  article  a  été  écrit  avec   une  véritable  piété,   qui   honore 
M.  Félix  Millier.  Qu'on  exalte  te  génie  «le  ceux  qui  ont  fuit  de 
grandes  découvertes,  cela  est  lion  :  il  faut  que  lu  gloire  scienti- 
fique soit  désirée  par  les  jeunes  gens.  .Mais  il  est  lion  aussi  de  11e 
pas  laisser  trop  tôl  tomber  dans  l'inévitable  oubli  le  nom  d'hommes 
M"'  ont,  comme  Sclicllhach,  apporté  par  leur  travail  une  longue  et   , 
"tile  contribution  à  la  Science,  et  qui  ont,  par  leur  enseignement, 
e*ercé  une  influence  considérable.   Une  pareille  influence,  sans 
'Ouïe,  continue  d'agir  et  de  vivre  ebe/.  ceux  qui  l'ont  subie,  cbez 
ce»x  à  quî  elle  a  été  transmise;   mais  elle  devient  latente  eu  se 
•""Usant;  au  bout  de  deux  on  trois  générations,  elle  n'est  plus 
?"  «ne  de  ces  influences  aneettrales  dont  nul  ne  suit  l'origine. 
*•    *•"««.  Mûller  a  bien  l'ail  de  fixer  les  traits  de  Scbellbaeli,  de 
.     **^cer  sa  longue  vie,  de  résumer  ses  intéressants  travail  \,  d'in- 
t,.*l^T  sur  sou  rôle  comme  éducateur  et  comme  examinateur,  sur 
g,  *-«rùt  passionné  qu'il  apportait  aux  grandes  découvertes  scienli- 

f  JîA*  **t  de  montrer  la  part  importante  qu'il  a  prise  à  la  création  île 


publier 
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e  -*servaloire   d'Astronomie   physique   de    l'olsdfcm, 

-^  .**  an  deux  écrits  de  lui,  dont  l'un  célèbre  avec  enth. 
s  _  ^*ice  de  prédilection  et  la  place  qu'elle  devrait  tenir  dans  le 
,^  paiement,  dont  l'autre  est  le  projet  détaillé  d'un  grand  lustii 
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Karl  Schellbach  est  né  en  i8o4;  >'  mourut  en  1892.  Ses  travaux 
mathématiques  se  rapportent  à  l'Analyse,  à  Ja  Mécanique  ration- 
nelle, à  l'Optique.  Il  a  vu  le  rôle  des  produits  infinis  dans  la 
théorie  des  fonctions  périodiques;  il  a  publié,  en  1864,  un  livre 
important  sur  la  théorie  des  fondions  elliptiques  (f),  où  se 
trouvent  de  nombreuses  applications.  On  lui  doit  uoe  intéres- 
sante démonstration  du  théorème  d'addition  (2)  une  ingénieuse 
interprétation  de  la  transformation  de  Landen  (3);  il  s'est  occupé 
à  plusieurs  reprises  des  quadratures  approchées.  Il  a  donné  une 
élégante  solution  du  problème  de  Malfatli  (')  pour  le  plan  et  pour 
la  sphère  ;  il  a  traité  un  grand  nombre  de  sujets  de  Mécanique, 
touchant  l'attraction,  la  rotation  d'un  corps  solide,  diverses  trajec- 
toires; signalons  en  particulier  le  mouvement  d'un  point  sur  un 
ellipsoïde,  attiré  par  le  centre  proportionnellement  à  la  dis- 
tance (5)  ;  il  a  développe  aussi  plusieurs  applications  du  calcul  des 
variations  (°). 

Les  A nnale n  der  Physik  und  C hernie,  la  Zeitschrift  fur 
den  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  contiennent  un 
grand  nombre  de  Notes  et  de  Mémoires  de  Schellbach  sur  l'Optique 
géométrique  et  d'autres  sujets.  Sa  Darstellende  Optik,  publiée 
en  collaboration  avec  le  dessinateur  Engel  (Halle,  1849,  *85o, 
i856),  est  un  livre  classique  qui  a  été  traduit  en  anglais  et  en 
français. 

11  s'intéressa  vivement  à  la  Daguerréotypie  et  à  la  Photographie. 
Les  découvertes  de  Bunsen  et  de  Kirchlioff  sur  le  spectre,  «  qui 
permettent  aux  hommes  de  lire  l'écriture  hiéroglyphique  des  raies 
de  Fraunhofer  »,  excitèrent  chez  lui  un  enthousiasme  bien  naturel  ; 
il  conçut  alors  le  projet  d'un  observatoire  destiné  principalement 
à  éludier  le  Soleil;  il  intéressa  à  ce  sujet  le  Kronprinz  Friedrick- 
Wilhelm,  auquel  il  avait  enseigné,  pendant  neuf  années,  les 
Mathématiques  et  la  Physique  ;    la  création  de  cet  observatoire 


')  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Intcgralen  und  den  Thetafunctionen. 
7)  Journal  /.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  t.  54. 
3  )  Ibid.,  t.  91. 
*)  Ibid.,  t.  45. 
s)  Ibid.,  t.  54. 

6)  Ibid.,  t.  41.  A  partir  de  la  mort  de  Crclle,  il  a  été  un  des  rédacteurs  do 
journal  que  celui-ci  avait  fondé  en  1826. 
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(Potsdam)  fut  décidée  une  dizaine  d'années  plus  tard  (1872). 
A  cette  décision,  à  la  fondation  de  l'établissement,  Schellbach 
prit  encore  une  part  importante. 

II  a  cherché  à  déterminer  expérimentalement  la  loi  de  la  résis- 
tance de  l'air  et  fit  construire  pour  cela  un  appareil  qu'il  a  décrit 
dans  les  Ânnalen  der  Physik  und  Chemie  (t.  CXLIII).  Ses 
expériences  ont  été  poursuivies  par  M.  Thiesen  ('). 

En  dehors  de  leur  valeur  scientifique,  la  plupart  des  publica- 
tions de  Schellbach  ont  une  tendance  très  marquée  :  le  savant 
pense  à  ses  élèves;  il  désire  rendre  les  choses  aisées  pour  eux  et 
leur  donner  le  goût  de  la  beauté  scientifique;  il  se  plaît  à  rendre 
élémentaire  la  démonstration  des  faits  importants  ;  il  fait  ressortir 
les  parties  de  la  démonstration  qui  ont  de  la  portée  et  qui  peuvent 
être  utilisées  ailleurs.  Je  viens  de  lire,  par  exemple,  sur  l'indica- 
tion de  M.  Félix  Muller,  les  quelques  pages  du  Journal  de  Crclle 
(t.  80)  intitulées  Construction  der  Bahn  eines  Punktes,  der 
von  einem  festen  Punkte  nach  dem  Newtonschen  Gesetse 
angezogen  wird  :  c'est  bien  le  type  d'un  article  dont  la  lecture 
est  vraiment  utile  à  un  étudiant  en  Mathématiques. 

Au  reste,  c'est  vers  l'enseignement  que  l'activité  de  Schellbach 
a  été  principalement  tournée.  Il  fut  nommé  en  i834,  sur  'a  recom- 
mandation de  Lejeune-Dirichlet,  Lehrer  au  Friedrichs-Gymna- 
sium  et  reçut  le  titre  de  Professor  en  1840.  Il  enseigna  plus  tard 
au  Friedrich-  Wilhelms-Gymnasium  et  dirigea  un  séminaire  de 
pédagogie  mathématique  qui  devint,  en  i855,  Y  Institut  zur  Aus- 
bildung  der  Lehrer  Mathematik  und  Physik  fur  Gymnasien 
und  Realsc haie n.  La  liste  est  longue  des  noms  des  mathémati- 
ciens illustres  qui  ont  passé  par  là  :  c'est  Clebsch  qui  l'ouvre. 
Schellbach  enseigna  en  outre,  à  partir  de  1 843,  à  l'École  de 
Guerre,  plus  lard  Kriegs-Akademie.  Son  action  sur  le  progrès 
de  l'enseignement  mathématique  a  été  considérable  :  il  l'a  exercée 
non  seulement  comme  professeur  et  comme  membre  de  la  Prii- 
fungs-Kommission,  mais  encore  par  les  nombreux  livres  clas- 
siques qu'il  a  publiés  ou  inspirés.  Voici,  d'après  M.  Muller,  les 
titres  de  quelques-uns  de  ces  livres  : 

(  «  )  fbid.,  2*  série,  t.  26. 
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Die  Kegelschnitte,  far  den  Gebrauch  inx  Gymnasien  und 
Realschulen  (i843)  ; 

Haupsàtze  der  Elementar-Mathematik  zum  Gebrauche  an 
Gymnasien  und  Realschulen,  bearbeitet  von  F.-G.  Mehler,  rail 
einem  Vorworte  von  Schellbacli  (i85o,); 

Neue  Elemente  der  Mechanik  von  Schellbach,  dargestelll 
und  bearbeitet  von  G.  Arendt  (1860); 

Mathematische  Lehrstunden  von  Schellbach;  Ausgaben  aus 
der  Lehre  von  Grôssten  und  Kleinsten,  bearbeitet  und  heraus- 
gegeben  von  A.  Bode  und  E.  Fischer  (1860); 

Sammlung  und  Auflosung  mathematischer  Aufgaben  von 
Schellbach;  tinter  Mitwirkung  von  H.  Lieber,  bearbeitet  und 
herausgegeben  von  E.  Fischer  (i863). 

Le  Plan  zur  Grundung  eines  mathematischen  Instituts  su 
Berlin,  que  M.  Félix  Mùller  a  tiré  des  papiers  posthumes  de 
Schellbach,  est  fort  curieux.  Il  s'agit  d'un  projet  détaillé  pour 
instituer  à  Berlin  une  grande  École  qu'on  peut  assez  bien  se 
figurer  comme  réunissant  notre  École  polytechnique  et  notre  École 
normale,  section  des  sciences.  Elle  aurait  donné  accès  aux  fonc- 
tions d'ingénieur,  d'officier  de  terre  et  de  mer,  de  professeur. 
Schellbach  pousse  le  projet  jusqu'à  l'horaire  des  études  et  des 
exercices,  à  la  rétribution  scolaire,  au  traitement  des  directeurs  et 
des  maîtres,  au  devis  des  frais  de  premier  établissement,  au  budget 
annuel.  Les  études  sont  surtout  dirigées  vers  les  Mathématiques; 
pourtant  une  large  part  est  faite  à  la  Physique  et  à  la  Chimie,  à  la 
Technologie,  à  la  Physiologie;  même  l'étude  du  latin,  indispen- 
sable alors  pour  lire  les  grands  mathématiciens,  celle  du  français 
et  de  l'anglais  y  trouvent  leur  place.  La  durée  prévue  des  études 
y  est  de  quatre  ans  ;  il  ne  faut  pas  s'en  étonner,  puisque  les  élèves 
devaient  y  entrer  directement,  en  sortant  du  gymnase.  Point  de 
concours  à  la  porte  :  les  élèves  qui  ont  fait  leurs  études  au  gym- 
nase entrent  librement;  pour  les  autres,  un  examen  établira  qu'ils 
en  sont  à  peu  près  au  même  point  que  ceux-ci.  Le  premier  tri- 
mestre se  passera  à  reviser  les  connaissances  acquises,  à  s'assurer 
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de  leur  solidité  ;  les  maîtres  connaîtront  alors  leurs  élèves  et  pour- 
ront éliminer  ceux  qui  sont  incapables  de  profiter  de  renseigne- 
ment ultérieur. 

Non  seulement  on  aura  ainsi  préparé  les  jeunes  gens  aux  car- 
rières scientifiques,  mais  on  leur  aura  donné  une  excellente  for- 
mation scientifique,  où  les  Mathématiques  occupent  la  position 
centrale,  comme  l' étude  des  langues  anciennes  (f  )  dans  la  forma- 
tion littéraire;  les  sciences  expérimentales  compléteront  et  assure- 
ront cette  formation  intellectuelle. 

Une  pareille  conception  étonne  dans  un  pays  d'universités  :  il 
est  vrai  qu'elle  remonte  à  1 844 ,  à  une  époque  où,  sans  doute,  les 
universités  étaient  sous  la  main  des  philologues.  Schellbach,  qui 
est  revenu  d'ailleurs  plusieurs  fois  sur  son  projet,  estimait  que  ni 
les  universités  ni  les  écoles  techniques  ne  peuvent  former  des 
ingénieurs,  des  officiers  ou  des  professeurs  vraiment  savants.  Au 
fond,  ce  qu'il  propose  c'est  l'organisation  d'une  scolarité.  Cette 
scolarité,  les  universités  peuvent  l'organiser  chez  elles,  pour  les 
étudiants  qui  veulent  s'y  soumettre  ;  elles  peuvent  l'organiser 
sérieusement  si  elles  sont  assez  riches  en  maîtres,  en  argent  et  en 
étudiants.  Comme  l'observe  M.  Miïller,  ce  que  M.  F.  Klein  et  ses 
collègues  s'efforcent  de  réaliser  à  Gœttingue  n'est  pas  éloigné  de 
la  conception  de  Schellbach.  En  France,  plusieurs  universités 
tendent  aussi  à  organiser  une  scolarité,  mais  avec  un  but  plus 
limité  que  le  but  visé  par  Schellbach,  il  y  a  soixante  ans  :  une  plus 
grande  spécialisation  est  sans  doute  devenue  nécessaire.  Il  y  aurait 
beaucoup  à  dire  sur  ce  qui  se  passe  à  Paris,  sur  les  rapports 
intimes  ou  nuls  de  nos  grandes  écoles  spéciales  avec  l'Université. 

Mais  il  faut  revenir  au  Livre  de  M.  Millier;  il  se  termine  par  des 
lettres  fort  intéressantes  écrites  à  Schellbach  :  une  lettre  de  Jacobi 
sur  l'aire  d'un  quadrilatère  dont  on  donne  les  côtés  et  un  angle; 
une  lettre  de  Joachimslhal  sur  la  surface  des  ondes,  une  autre  sur 


(')  Je  ne  puis  résister  au  plaisir  de  citer,  d'après  M.  Mûller,  une  phrase  d'un 
haut  fonctionnaire  prussien  de  la  première  moitié  du  dernier  siècle;  elle  con- 
tient, sous  une  forme  lapidaire,  de  quoi  réjouir  amplement  des  gens  d'opinions 
très  opposées  : 

«  H  y  a  plus  de  matière  pour  la  formation  de  l'esprit  dans  une  ligne  de  Cor- 
nélius Nepos  que  dans  vingt  formules  mathématiques.  » 
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la  causlique  par  réflexion  du  cercle  ;  deux  lettres  de  Weierstrass, 
l'une  sur  une  enveloppe  de  plans  signalée  par  Steiner,  l'autre  s»,r 
un  problème  de  calcul  des  variations. 

On  trouvera  en  tête  un  beau  portrait  de  Schellbach.       J.  T. 


BURKHARDT  (II.)*  —  Elliptisciik  Funktioxbx.  Zweite,  durchgesche 
und  verbesserte  Auflage.  i  vol.  in-8°.  xvi-373  pages.  Leipzig,  v< 
Veit,  1906. 


Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  des  Fo 
lions  elliptiques  de  M.  Burkhardt;  le  succès  de  cet  excellent  Liv 
où  l'auteur  a  su  condenser,  dans  un  petit  espace  et  sous  une  fo 
élégante  et  claire,  tant  de  choses  importantes,  est  tout  naturel. 
nouvelle  édition  ne  comporte  pas  de  changements  essentiels;  l'a 
teur  s'est  borné   à   ces  améliorations    et  corrections  de  délai 
qu'entraîne  toute  revision  consciencieuse;  il  se  félicite  d'ailieu 
du  secours  que  lui  ont  apporté  ses  jeunes  lecteurs.  Je  me  conte 
lerai  de  rappeler  que  l'exposition  est  fondée,  en  grande  parti 
sur  la  considération  de  la  surface  à  deux  feuillets,  de  Rieman 
([lie  le  problème  de  l'inversion  est  traité  avec  un  soin  particuli 
que   la   façon    dont   les    propriétés   fondamentales    des   foncli 
modulaires  sont  exposées  est  très  bien   faite  pour  introduire 
lecteur  dans  les  parties  élevées  de  celte  théorie,  et,  pour  le  re^^^, 
je  renverrai  le  lecteur  au  compte  rendu  que  le  Bulletin  a  pu 
de  la  première  édilion  (t.  XXIV,  1906,  p.  i45-i5i).       J.  T. 
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PESLOU AN  (Lucas  db).—  N.-H.  Abel,  sa  vie  Et  son  oeuvre,  i  vol.  in-8°, 

xiu-168  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  1906. 


Retracer  la  vie  d'Abel,  situer  ses  grandes  découvertes  dans  cette 
vie  même;  suivre  leur  filiation,  pénétrer  la  pensée  du  créateur  et 
la  coordonner,  tel  a  été  le  but  de  M.  Lucas  de  Peslouân,  en  écri- 
vant ce  Livre.  C'est  un  but  très  noble  et  très  haut.  Est-il  possible 
de  l'atteindre?  Que  d'efforts  demande  l'étude  approfondie  de  ce 
qui  nous  reste  de  l'œuvre  d'Abel,  et  de  ce  qui  est  sorti  de  cette 
œuvre,  de  ce  qu'elle  contenait  donc  en  germe  !   Jusqu'où  Abel 
a-t-il  prévu   le  développement  de  ce  qu'il  créait?   Sans  doute, 
31.  de  Peslouân  ne  s'est  pas  dissimulé  les  d  i  (lieu  I  tés,  mais  il  a  été 
séduit  et  soutenu  par  la  beauté  de  sa  tâche.  On  doit  l'en  féliciter. 
Pour  juger  son  Livre,  il  faudrait  avoir  approfondi  soi-même  un 
sujet  qui,  si  courte  que  soit  l'œuvre  d'Abel,  demanderait  peut-être 
toute  une  vie,  bien  employée  :  contentons-nous  de  dire  qu'il  se 
lit.    avec  une  émotion  grandissante,  qu'aucun  détail  n'est  de  trop 
&*mrle  caractère  et  la  vie  intime  d'Abel  en  Norvège,  à  Copenhague, 
à   Berlin,  à  Paris;  que  les  inductions  et  les  questions  de  M.  de  Pes- 
louâd,  relatives  à  l'œuvre  mathématique,  sont  bien  dignes  d'être 
<«»cutées,  et  qu'il  y  a  dans  son  étude  de  quoi  intéresser  le  grand 
P***>Iïc,  les  psychologues  et  les  mathématiciens.  J.  T. 
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^Biemieu    (V.).  —  Recherches   expérimentales  sur    la   gravitation. 
*~~&%  i5  p.  avec  fîg.  Tours,  împr.  Deslis  frères. 

ftouuL  (Theod.).  —  Das  Universaltachymeter  Patent  Laska-Rost 


3*4  PIIEMIÈRK  PARTIE. 

zur  Bestimmg.  von  Horizontaldifferenz  u.  Hôhenuntersehied  okne  je~ 
Rechnung.  Gr.  in-8",  88  p.  avec  fi  g.  Wien,  Seidel  et  Sohn.  3  m. 

Encyklopâdie  der  math e mat ischen   Wissenscha/ten  mit  Einschl 
ihrer  Anwendungen.  II.   Bd.  Analysis.  Redig.   von  W.  Burkhardt  * 
W.  Wirtinger.  1.  Thl.  6.  Heft.  In-8".  Leipzig,  Teubner.  i  m.  6o  pf. 

—  V.  Bd.  Physik.  Redig.  von  A.  Soramerfeld.  1.  Thl.  3.    Heft,  tv< 
i  planche  lith.  5  m.  io  pf. 

—  VI.  Bd.  1.  Thl.  Geodàsie  u.  Geophysik.  Redig.  von  Ph.  Furtwingl 
u.  E.  Wiechert.  1.  Heft.  In-8.  3  m.  4o  pf. 

Hagbn   (Joh.-G.). — Atlas  stellarum   variabilium.  Séries   V,   totits 
cœli  stellas  variabiles  complectens,  quarurn  lux  mi  ni  ma  est  supra  magni- 
tudinem    7ro,    composita  a    H.,  et  typis  descripta  subsidiis   Cl.   Dominas 
Gatharinse    W.  Bruce,  21  planches  et  vm  p.  texte.  In-40,  Berlin,  Dame*. 
37  m.  20  pf. 

—  Synopsis  der  hôheren  Mathematik.  III.  Bd.  Diffère ntial -  u.  Inte- 
gralrechnung.  7e  fasc.  In-4°.  Berlin,  Daines.  5  m.  (III.  vol.  compl.  35  m.). 

Hardy  (G. -H.).  —  Intégration  of  functions  0/  a  single  variable. 
(Cambridge  tracts  in  mathematics  and  mathematical  Physics.  N*  î.  ) 
In-8°,  62  p.  London,  Cambridge  Univ.  Press.  1  sh.  6  d. 
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.4  m  lieu  de  i865,  lisez  i563. 
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caractérisé  par  la  fonction 

S  =  -  >   #11 J2, 

où  J  est  l'accélération  du  point  de  niasse  m.  Si  </,,  qv  . ..,  qn  désignent  les 
paramétres  dont  les  variations  virtuelles  sont  arbitraires,  S  est  une  fonction 
quadratique  de  q],  q\,  . ..,  q"m.  Pour  un  déplacement  virtuel  arbitraire  du  sys- 
tème, la  somme  des  travaux  des  forces  est 

Qi  3?,+  Q,  «fr  +  .. .+  Q„  lqn; 

dès  lors  les  équations  du  mouvement  s'écrivent 

M.  Appell  suppose  ici  que  les  liaisons  ne  dépendent  pas  du  temps  et  que  les 
coefficients  de  S  ne  contiennent  que  </,,  </2,  ...,  </„.  Il  établit  les  conditions 
auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  S.  Si  l'on  pose 

s  =  ?,  + +irf +  ♦.?;+•  ••+*•?:> 

9,  est  une  forme  quadratique  des  q\;  ses  coefficients  dépendent  unique  me  n 
des  q%;  les  ^«  sont  des  formes  quadratiques  des  q'^  et  leurs  coefficients  dépen- 
dent aussi  des  qa. 

La  force  vive  T  du  système  est  une  forme  quadratique  des  q\ 


\ 

4- 


qui  a  mêmes  coefficients  que  <?2t 
Cela  posé,  on  doit  avoir 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  qx  et  des  g£.  L'expression  commune  des  deux 
membres  est  une  fonction  E,  homogène  et  du  troisième  degré  par  rapport 
aux  q*. 

A  l'aide  de  cette  forme,  M.  Appell  calcule  les  termes  correctifs  des  équations 
de  La  grange  et  trouve 

d  /0T\       t)T 
dtKdq'J^Ô^-^^^ 
en  posant 

On  voit  que  les  équations  de  Lagrange  pourront  s'appliquer  au  système,  si 
les  A#  sont  tous  identiquement  nuls  :  c'est  ce  qui  arrive  quand  le  système 
considéré  est  assujetti  à  des  liaisons  qui  peuvent  toutes  s'exprimer  sous  forme 

Bull*  de*  Sciences  ma  thé  m.,  a*  série,  t.  XXX.  (Décembre  1906.)         R.14 
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finie  et  quand  les  paramètres  qm  sont  de  véritables  coordonnées  (système  hoio- 
nome,  d'après  Hertz). 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  de  nouvelles  analogies  entre  la  théorie 
des  groupes  de  substitutions  et  celles  des  groupes  finis,  coutinus, 
de  transformations  de  Lie.  (i3-82). 

Extrait  de  l'Introduction.  —  De  nombreuses  analogies  ont  déjà  été  constatées 
entre  la  théorie  des  groupes  de  substitutions  et  celle  des  groupes  finis,  continus, 
de  transformations  de  Lie,  soit  au  point  de  vue  de  la  théorie  pure,  soit  au  point 
de  vue  des  applications.... 

De  pareilles  analogies  sont  évidemment  très  importantes  :  ...  comme  elles  se 
présentent  parfois  également  avec  la  théorie  des  groupes  discontinus,  elles  font 
espérer  (qu'on  excuse  cette  hypothèse  peut-élrc  un  peu  prématurée  et  bien 
hardie)  qu'on  pourra  établir  un  jour,  à  la  base  de  ces  diverses  parties  des 
Mathématiques,  assez  d'idées  communes  pour  qu'un  exposé  général  commun  en 
soit  possible. 

C'est  à  ce  point  de  vue  que  nous  nous  sommes  placé  dans  la  rédaction  du 
Mémoire  qui  suit,  composé  de  trois  Notes.... 

Dans  une  première  Note,  Sur  des  suites  remarquables  de  sous-groupes  d'un 
groupe  de  substitutions,  nous  établissons...  des  propriétés  de  suites  de  groupes 
qui  sont  une  extension  des  suites  de  composition  de  Galois  et  de  M.  Jordan.... 
Ces  propriétés  s'étendent  aux  groupes  de  transformations  de  Lie. 

Dans  une  deuxième  Note,  Sur  la  décomposition  des  groupes  finis  continus 
de  transformations  de  Lie,  nous  étudions  les  groupes  de  transformations 
échangeables.  Nous  montrons,  ce  que  nous  n'avons  pu  établir  pour  les  groupes 
de  substitutions,  et  ce  qui  ne  serait  peut-être  pas  vrai  pour  tous  ces  groupes, 
que  les  groupes  de  Lie  à  plus  d'un  paramètre  sont  toujours  déco  m  posa  blés  en 
un  produit  de  deux  sous-groupes....  Enfin,  nous  nous  occupons  des  sous- 
groupes  échangeables  d'un  groupe  transitif  en  montrant  le  lien  de  ces  recherches 
avec  la  Géométrie  et  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  une  troisième  Note,  nous  revenons  sur  des  définitions  de  Lie  relatives  à 
la  transilivilé  des  groupes  en  les  précisant  ou  les  complétant,  de  façon  à  pou- 
voir introduire  de  nouveaux  énoncés  semblables  à  ceux  des  substitutions  pour 
les  groupes  plusieurs  fois  transitifs,  et  nous  nous  occupons  de  la  classe  des 
groupes  transitifs.  Nous  mon  trous,  par  exemple,  que  le  groupe  dérivé  d'un 
groupe  régulier  (ein/ach  transitiv)  simple  et  de  son  conjoint  (  reciproke)  est 
primitif  et  de  classe  i,  et  nous  sommes  conduit  à  des  régies  semblables  à  celles 
de  la  théorie  des  substitutions  pour  la  détermination  de  ce  que  nous  appelons 
provisoirement  sa  classe  géométrique  c,  qui  correspond  i  la  classe  des  groupes 
de  substitutions  et  peut  remplacer  la  notion  de  classe  C  de  Lie,  car  c  =  ?(C), 
tout  en  correspondant  à  une  idée  plus  précise....  Nous  montrons,  enfin,  que  la 
notion  de  classe  (ou  ordre)  d'une  transformation  a  une  interprétation  dans  la 
théorie  du  contact  des  courbes. 


Saurel  (Paul).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Duhem.  (83-go). 

Un  théorème   bien   connu,   dû   à   Clcbsch,   a  été  généralisé   par  M.    Duhcm 
(  même  Recueil,  année  1900)  de  la  façon  suivante  : 
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On  considère  les  trois  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles 

/(te)  +^(Au)  +  -A(a)  =  o, 

/(«0  +  #(Acv)-+-  —  A<<ï)  =  o, 
oè  u,  p,  çp  sont  des  fonctions  de  x,  yt  x%  t\  on  a  posé 


d        A    «P  .     d' 


/=s  Aa+ A,^-  -+-  Aj^-3  -+-... H-  A„-r—» 


A*,  Ap  ...,  AA  étant  des  constantes, 

d2  d2         d2  du       âv       d*> 

du?a       dp3       d*2  djp       djy       dz 

enfin  g  et  h  sont  deux  opérateurs  linéaires  quelconques  à  coefficients  constants. 
Des  équations  (1)  résulte  Y  équation  aux  dilatations 

/(<r)H-#(A<r)4-MA*)=o, 
et  aussi  V équation  aux  rotations 

oà  «•  désigne  Tune  quelconque  des  expressions 


dtv 

dv 

du 

àz  "~ 

dtv 

dx  ' 

d* 
dx 

du 

»  w 

des  équations  (x)  peut 

être  mise 

;  so 

a 

~~  dx 

dy 

5?' 

V 

dF 

dP 
ds 

dR 

w 

ds 

dx 

à?' 

F  étant  une  intégrale  de  l'équation  aux  dilatations,  et  P,  Q,  R  trois  intégrales 
de  Téquation  aux  rotations,  liées  par  la  relation 

dP       dQ       d\\ 
dx       dy       Oz 

Tel  est  le  résultat  de  M.  Duhcm,  dont  Fauteur  expose  une  démonstration 
simple. 

Jordan  (C).  —  Notice  sur  M.  Ch.  Hcrmttc.  (91-9^). 
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Humbert  (G.).  —  Sur  les  fonctions  abélicnncs  singulières.  (Trc=zz=^>\- 
sième  Mémoire).  (97-123). 

Ce  travail  fait  suite  aux  deux  Mémoires  récemment  publiés  par  l'auteur 
le  même  litre  (même  Kccueil,  1899  et  1900). 

Il  a  son  point  de  départ  dans  la  remarque  suivante  :  les  couples  de  pério— 
normales  des  fonctions  abeliennes  auxquelles  conduit  le  problème  de  l'iovers 
relatif  aux  courbes  de  genre  deux,  sont  du  type 

(1,0);   (o,  0;   </Ti  M;   <*.*■) 

et,  si  gv  hv  g\  désignent  les  parties  imaginaires  de  g,  h%  g',  la  quantité 

est  essentiellement  négative.  Dès  lors,  en  effet,  cette  question  se  pose  : 

Kxistc-t-il    des    fonctions    uniformes  de   deux   variables,   admettant  q 
roupies  de   périodes   du    type    précédent    dans    le   cas    où  À}  —  gxrfx  st 
positif? 

Ces   fonctions  n'existent  que  si  g,  A,  g'  vérifient  une  de  ces  rclatio—  ns  4 

coefficients  entiers 

\g+Kh  +  Cg'+  D(AJ—  ffff')4-E  =  o 

qui  caractérisent  les  fonctions  abeliennes  singulières  étudiées  par  M.  llui 
dans  ses  deux  Mémoires  précédents. 

L'auteur  commence  par  rechercher  les  conditions  d'existence  de  ces 
lions,  qu'il  appelle  fonctions  quadruple  ment  périodiques  singulières,  1 
vaut  le  nom  de  fonctions  abeliennes  singulières  à  celles  pour  lesquelles 

est  négatif,  et  il  obtient  leur  expression  par  des  quotients  de  fonctions  ■»  tcr" 

médiaircs  d'une  opère  nouvelle. 

Il  constitue  ensuite  la  théorie  de  la  transformation   pour  ces  fonctions  et 
transformations  de  degré  négatif  pour  les  fonctions  abeliennes  singulières.-       "*• 
qui  lui  permet  d'établir  un  lien  étroit  entre  ces  deux  classes  de  fonctions: 
transformations  de  degré   négatif  font  passer  d'un  système  de  périodes 
lequel  h]  —  gxg'x  est  négatif  à  un  système  analogue  pour  lequel  A]  —  èTi^i  * 
positif,  et   réciproquement,  de  sorte  que   les  fonctions  quadruplemcnt  péri 
diques  singulières  et   les  tondions  abeliennes  singulières  se  changent  les  uoi 
dans  les  autres  par  ces  transformations.  .^ 

LnMiiie  vient  l'examen  des  principales  propriétés  dont  jouissent  les  nouv cil  ^  Qt 

foliotions  intermédiaires  qui  servent  à  exprimer  les  fonctions  quadrupleoie* 
périodiques  >i n g u lières. 

Kuliti,  M.   H  limite  it  étudie  le  cas  où  h]  — gxg\  est  nul;  il  montre  qu'il  y 
alors  dégénérescence  ou  réduction  du  nombre  des  périodes. 


ur 
1  rw- 


SaitlrcatLC  (C).  —  Mouvement  d'un  liquide  parfait  soumis  a 
pointeur.  Détermination  des  lignes  de  courant.  (12J-IJ9). 


h 
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Dans  un  travail  précédent  (Annales  de  l'enseignement  supérieur  de  Gre- 
noble, t.  VII),  l'auteur  a  établi  qu'un  point  de  la  surface  libre  d'un  liquide 
soumis  à  Faction  de  la  pesanteur  a  des  coordonnées  {x,  y)  exprimées  par  les 
formules  suivantes 

ix  =  S((v), 


2y=    fi/    .,    V6 -  —  S'2(w)rf»v, 

J  V  #S(iv)-4-aK  ' 

où  S  désigne  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité  complexe  w  —  9  -+-  i<\>,  et  K 
la  constante 

3C%  élant  l'abscisse  du  point  où  la  paroi  cesse  et  où  commence  la  surface  libre, 
V,  la  vitesse  en  ce  point.  Il  s'est  attaché  spécialement  à  la  détermination  de  la 
surface  libre. 

Dans  le  présent  Mémoire,  il  se  propose  l'étude  des  trajectoires  que  parcourent 
les  molécules  fluides.  II  fait  cette  étude,  en  assignant  à  la  fonction  S(iv)  la 
forme  particulière 

S(H')  =  g-*+a        (a  =  const.). 

Il  suppose,  en  outre,  que  la  force  constante  qui  agit  parallèlement  à  Ojt,  au 
lieu  d'être  la  pesanteur  même,  soit  une  force  constante  d'accélération  g  =  16 
(au  lieu  de  9,8);  enfin  que  la  somme  8a  •+■  K  soit  égale  à  zéro. 

F*oincarè  (//.).  —  Sur  les  propriétés  arithmétiques  des  courbes 
algébriques.  (i6i-233). 

Les  propriétés  arithmétiques  de  certaines  expressions  et,  en  particulier,  celles 
des  formes  quadratiques  binaires,  se  rattachent  aux  substitutions  linéaires  à 
coefficients  entiers  et  l'on  sait  quel  parti  a  été  tiré  de  l'élude  de  ces  substitu- 
tions. 

«  On  peut,  dit  M.  Poincaré,  supposer  que  l'étude  des  groupes  de  transfor- 
mations analogues  est  appelée  à  rendre  de  grands  services  à  l'Arithmétique. 
C'est  ce  qui  m'engage  à  publier  les  considérations  suivantes,  bien  qu'elles  con- 
stituent plutôt  un  programme  d'étude  qu'une  véritable  théorie.  » 

En  vue  de  rattacher  éventuellement  les  uns  aux  autres  plusieurs  problèmes 
d'Analyse  indéterminée,  l'auteur  établit  une  classification  des  formes  ternaires 
d'ordre  supérieur  à  coefficients  entiers  fondée  sur  le  groupe  des  transforma- 
tions birationnelles  à  coefficients  rationnels  que  peut  subir  une  courbe  algé- 
brique. 

Deux  formes  ternaires  à  coefficients  entiers  (formes  rationnelles) 

sont  regardées  comme  équivalentes  ou  appartenant  à  la  même  classe,  si  l'on 
peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  transformation   biralionncllc  à  coeffi- 
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cicnts  rationnels  ou,  pour  abréger,  par  une  transformation  purement  rath 
ne  lie. 

Toute»  les  droites  rationnelles  appartiennent  a  une  même  classe,  qui 
prend  aussi  toutes  les  coniques  admettant  un  /toint  rationnel  (point  à  eooi 
données  homogènes  entières)  et  toutes  les  cubiques  rationnelles  de  genre  ter 
M.   Poinraré  montre,  de  plus,  que  toute  courbe  unicurtale  rationnelle 
équivalente  à  une  droite  ou  à  une  conique. 

Il  retrouve  ce  résultat  par  la  considération  des  groupe*  rationnels. 
groupes  de  points  tels  que  toute  fonction  symétrique  de  leurs  coordonnées 
rationnelle. 

Puis  il  étudie  la  distribution  des  points  rationnels  sur  les  cubiques  de  gen 
Si  les  points  d'arguments  elliptiques 

a»     *i>    *i»     •  •  •»    *<| 

■ 

sont  rationnels,  il  en  sera  de  mémo  de  tous  les  points  dont  les  argnme^s  0(3 

elliptiques  sont  compris  dans  la  formule 

a-+-3/#at-t-/>l(al  — a)-4-y>a(34— a)H-...H-/?f(af  — a), 

où  n  et  les  p  sont  entiers.  Si  cette  formule  donne  tous  les  points  rationnel ^»-         de 
la  cubique,  les  q  4-1  points  d'arguments  a,  a„  ...,  3     formeront  un  syst  ^l^~  Jnc 
de  points  rationnels  fondamentaux.  La  valeur  mini  ma  du  membre  9-+-1    ^fc--^ra 
le  rang  de  la  cubique,  élément  important  pour  la  classification. 

Les  raisonnements  faits  sur  les  cubiques  s'étendent  à  des  courbes  quelconqj  m^  <*, 
de  genre  1.  Soit/  =  o  une  pareille  courbe,  de  degré  m,  et  soit  8  le  plus  p**&7f/t 
membre  tel  qu'il  existe  sur/  =  o  un  groupe  rationnel  de  S  points  :  ce  noria  Ktc 
divise  m;  il  divise  aussi  le  degré  de  toutes  les  courbes  équivalentes  »/  =  °  =  '' 
divise  également  le  nombre  des  points  d'un  groupe  rationnel  quelconque  <** 
/  —  o.  Ce  nombre  caractéristique  8  est  un  des  éléments  les  plus  importants  ••** 
la  classilicalion  des  courbes  rationnelles  de  genre  1. 

M.  Poincaré  fait  une  étude  approfondie  de  certaines  transformations  pmpi 
aux  cubiques  de  genre  1  et  introduit  la  notion  de  sous-classe  :  deux  cobiqi 
équivalentes  sont  rangées  dans  la  même  sous-classe  si   l'on   peut   les  dedui 
Tune  de  l'autre  par  une  transformation  linéaire  à  coefficients   rationnels  (p*-" 
entiers). 

Si  l'on  étend  le  domaine  de  rationalité  en  lui  adjoignant  les  nombres  q^ 
forment  la  base  d'un  certain  eorps  algébriques  deux  cubiques  qui  n'étaient 
équivalentes  pourront  le  devenir;  deux  cubiques  équivalentes  qui  étaient  d 
sous-classes  différentes   pourront   devenir  de  même  sous-cla>s€.  D'où  de  nn< 
veaux  critères  pour  la  classification  de*  eubiques. 

Après  avoir  étudié  des  cubiques  dérivées  de  celles  qui  possèdent  trois  point  J 
d'inflexion   rationnels  en   ligne  droite,   ain«i  qu'un  quatrième  point  rationne? 
M.    Poinearé   termine   par  quelques   indications  d'où   résulte  la   possibilité  d^ 
construire,  pour  les  courbe**  île  genre  supérieur,  une  théorie  analogue  à  cell  si 
qu'il  a  développée  pour  le>  cubique**. 

Jottgut'l.  —  Lo  ihêorvnio  *li*s  tourbillons  on  The  rnioilvn  a  minute 

(235-25-). 

On  considère  une  mu»c  fluide  continue,  animée  d'un  mouvement  qui  n'altè 
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pas  sa  continuité.  Les  composantes  (w,  t>,  \v)  de  la  vitesse  d'une  molécule  sont 
des  fonctions  continues  du  temps  /  et  des  coordonnées  (x,  y,  z)  d'un  point 
géométrique.  Les  molécules  qui,  au  temps  la,  sont  situées  sur  une  courbe 
fermée  C,  forment  constamment  une  courbe  fermée  C.  On  peut  énoncer  le 
théorème  de  Helmholtz  en  disant  que  l'intégrale  curviligne 


f. 


u  dx  -+-v  dy  -\-wdz 
c 

conserve  à  tout  instant  la  même  valeur. 

La  démonstration  de  ce  théorème,  applicable  aux  fluides  dénués  de  viscosité, 
est  soumise  aux  restrictions  suivantes  : 

1*  Les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  qui  existent  sur  chaque  élé- 
ment du  fluide  admettent  un  potentiel  ; 

3*  La  pression  est  fonction  de  la  densité  seule. 

«  M.  Duhcm  a  montré,  dit  l'auteur,  comment  la  Thermodynamique  permet 
d'étudier  le  mouvement  des  fluides  pour  lesquels  ces  restrictions  n'ont  aucun 
sens.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  ce  que  devient,  dans  sa  théorie,  le 
théorème  de  llclmholti;  nous  continuerons  à  supposer  nulle  la  viscosité.  » 

ZéOvett,  —  Sur  la  Géométrie  à  n  dimensions.  (a59-3o3). 

Ce  Mémoire  contient  diverses  applications  de  la  théorie  des  groupes  continus, 
finis  et  infinis,  à  la  géométrie  de  l'espace  à  n  dimensions. 

I.  L'auteur  commence  par  construire  la  géométrie  euclidienne  de  cet  espace 
sur  deux  hypothèses  qu'il  énonce  comme  suit  : 

1*  Soit  l'espace  une  multiplicité  de  n  dimensions:  c'est-à-dire,  soient  n  choses 
indépendantes  nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  la  position  d'un  élé- 
ment de  la  multiplicité*,  ces  n  choses  indépendantes  sont  nommées  les  coor- 
données de  l'élément; 

a*  Soit  — le  nombre  de  degrés  de  liberté  d'une  figure  de  la  multipli- 
cité dans  la  multiplicité;  c'est-à-dire,  soient  — — choses   indépendantes 

nécessaires   et   suffisantes    pour    fixer    la    position    d'un    corps    rigide  ;    ces 
— -  choses  indépendantes  sont  nommées  les  paramètres  de  la  figure. 

Les  notions  fondamentales  de  distance  et  de  direction  sont  introduites  au 
moyen  de  deux  invariants  :  la  notion  de  distance  par  rapport  à  deux  éléments 
de  l'espace,  et  la  notion  de  direction  par  rapport  à  deux  multiplicités  les  plus 
simples  composées  d'un  nombre  simplement  infini  de  ces  éléments.  On  peut 
alors  dériver  toutes  les  notions  secondaires  de  la  géométrie  de  l'espace  à 
n  dimensions  par  des  extensions  successives  des  notions  primaires  de  l'espace 
ordinaire,  aussi  simples  que  sont  les  extensions  du  plan  à  l'espace  ordinaire. 

IL    M.    Lovelt   expose   ensuite   la   géométrie   des   quadriques   de   l'espace  à 
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n  dimensions  et  définit  les  transformations  de  contact  les  plu*  générales  qui 
transforment  les  plans  en  plans  dans  l'espace  à  plusieurs  dimensions. 

III.  M.  Zorawski  a  considéré  {Académie  de  Cracovie,  1895)  le  groupe  des 
mouvements  euclidiens  de  l'espace  (x,  y,  z)\  il  a  construit  les  extensions  de 
ces  transformations  par  rapport  à  toutes  les  dérivées  de  x*  y,  z  considérées 
comme  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  et  déterminé  les  invariants 
du  groupe  prolongé.  M.  Lovctt  prolonge  le  groupe  des  mouvements  de  l'espace 
à  n-f-i  dimensions  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  ses  coordonnées 
ponctuelles,  considérées  comme  fonctions  de  n  paramètres  indépendants,  sons 
l'hypothèse  que  les  transformations  laissent  ces  paramètres  absolument  inva- 
riants. 

IV.  Dans  un  Mémoire  sur  les  invariants  de  déformation  (Acta  mathematica, 
t.  XVI),  M.  Zorawski  a  appliqué  la  méthode  de  Lie  à  la  détermination  des 
invariants  de  déformation  des  surfaces  dans  l'espace  euclidien  ordinaire.  Ces 
invariants  ne  doivent  dépendre  que  des  coefficients  E,  F,  G  de  l'élément  linéaire 
et  n'être  altérés  par  aucun  changement  de  coordonnées  curvilignes.  On  effectue 
un  changement  quelconque  de  coordonnées  curvilignes.  Si  l'on  calcn le  les  nou- 
velles valeurs  de  E,  F,  G,  les  transformations  ainsi  définies  constituent  un 
groupe  infini  {groupe  de  Gauss).  Si,  de  plus,  on  exprime,  à  l'aide  de  nouvelles 
variables,  une  ou  plusieurs  fonctions  de  point,  on  obtient  des  transformations 
dont  l'ensemble  forme  un  groupe  {groupe  de  Beltrami)  Les  transformations 
qui  s'appliquent  aux  quantités  E,  F,  G  et  à  l'équation  d'une  courbe  tracée  sur 
la  surface  constituent  un  troisième  groupe  {grou/>e  de  Minding).  Enfin,  en 
considérant  à  la  fois  les  coefficients  de  l'élément  linéaire,  des  fonctions  de 
point  et  des  équations  de  courbes,  on  a  le  groupe  général.  M.  Zorawski,  » 
appliquant  la  méthode  de  Lie,  a  retrouvé  comme  invariant  de  Gauss  la  cour- 
bure totale,  comme  invariants  de  Beltrami  les  paramètres  différentiels  connus, 
comme  invariant  de  Minding  la  courbure  géodésiqite. 

M.  Lovett  s'est  proposé  de  donner  les  règles  pour  déterminer  les  invariant» 
de   déformation  de  variétés  dans  un  espace  ponctuel  à  un  nombre  quelconque 
de  dimensions  (dans  le  cas  où  une  déformation  est  possible).  Le  problème  q*1» 
consiste  à  faire  la  mièlu#  prolongation  d'une  transformation  infinitésimale  coK»" 
porte  une  infinité  de  solutions.   M.  Lovett  fait  connattre  trois  groupes  infi*11* 
qui  généralisent,  pour  un  espaee  quadratique  à  n  -h  1  dimensions,  les  groupes  &* 
l'espace  ordinaire  que  M.  Zorawski  a  étudiés  sous  les  noms  de  Gauss,  de  B^*' 
trami  et   de  Minding.   Si   l'on   particularise  ces   nouveaux   groupes  pour   ** 
espace  quadratique  quelconque  à  trois  dimensions,  les  groupes  particuliers  <& "■-1 
l'on  obtient  sont  de  la  même  forme  que  les  groupes  de  Gauss,  de  Beltrami      < 
de  Minding  pour  l'espace  ordinaire.  Il  suit  de  là  que  la  théorie  de  la  défortr»  *~ 
lion  des  surfaces  de  l'espace  ordinaire,  tous  sçs  invariants  et  tous  ses  th^**" 
rèmes  s'appliquent  immédiatement  aux  surfaces  d'un  espace  quadratique  qu»  ^  " 
conque,    euclidien   ou    non    euclidien,    à    trois    dimensions,    c'est-à-dire  q&   <ja 
retrouve  la  théorie  des  formes  quadratiques  de  différentielles;  mais,  en  rai&*,fl 
du  théorème  de  Becz,  il  n'est  pas  toujours  permis  de  parler  de  déformation. 

JJruncl  (£.).  —  Sur  les  deux  systèmes  de  triades  de  treize  clé- 
ments. (3o5-33o). 

Introduction.  —  On  appelle  système  de  triades  de  6n  -+- 1  ou  de  6n  -h 3 élé- 
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menis  un  ensemble  de  triades  tel  que  chacune  des  duades  que  Ton  peut  former 
avec  les  éléments  considérés  apparaisse  dans  l'ensemble  une  fois  et  une  fois  seu- 
lement. 

De  tels  systèmes  existent  pour  toute  valeur  de  n.  Cette  proposition  a  été  éta- 
blie par  Kirkmann,  puis  sous  une  forme  identique  au  fond,  mais  plus  explicite, 
par  Reiss. 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Netto  dans  les  Matkematische  Annalen  ne 
sont  pas  d'un  caractère  aussi  général,  mais  fournissent  dans  certains  cas  des 
systèmes  distincts  de  ceux  que  Ton  obtient  par  l'emploi  du.  procédé  de  Kirk- 
mann-Keiss.  M.  H.  Moore  a  établi  ensuite  l'existence  des  systèmes  de  triades 
pour  toute  valeur  de  n  et  a  montré  en  particulier  que,  lorsque  le  nombre  des 
éléments  est  supérieur  à  i3,  il  y  a  au  moins  deux  systèmes  de  triades  essen- 
tiellement distincts. 

Dans  le  cas  de  i3  éléments,  MM.  Netto  et  H.  Moore  étaient  portés  à  croire 
qu'il  n'existait  effectivement  qu'un  seul  système  de  triades. 

M.  Jan  de  Vrics  a  signalé  l'existence  d'un  système  de  triades  de  i3  éléments, 
rlislinct  de  celui  que  M.  Netto  avait  construit.  Il  ajoute  qu'il  n'est  pas  en  état 
de  prouver  que  les  deux  systèmes  ainsi  obtenus  sont  les  seuls  possibles. 

Nous  nous  proposons  d'établir  ici  que  le  système  donné  par  M.  Jan  de  Vries 
est  identique  au  fond  au  système  fourni  par  la  construction  de  Kirkmann- 
Reiss. 

Nous  montrerons  aussi  qu'il  n'y  a  en  réalité,  pour  i3  éléments,  que  deux 
systèmes  distincts. 

uïiem  (P.).  —  Sur  la  stabilité  de  Péquibrc  relalif  d'une  masse 
fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation.  (33i-35o). 

«  La  grange  a  montré,  dit  l'auteur,  qu'un  système  soumis  à  des  forces  qui 
dérivent  d'un  potentiel,  et  qui  se  trouve  en  équilibre  absolu,  est  en  équilibre 
stable  lorsque  le  potentiel  est  minimum.  Sa  démonstration,  fondée  sur  la  consi- 
dération des  petits  mouvements,  ne  prouve,  en  réalité,  ni  que  cette  condition 
soit  nécessaire  pour  la  stabilité  de  l'équilibre,  ni  qu'elle  soit  suffisante.  Le 
caractère  suffisant  de  cette  condition  a  été  établi  d'une  manière  entièrement 
rigoureuse  et  très  simple  par  Lcjcune-Dirichlet;  la  démonstration  est  aujourd'hui 
rlassique. 

»  Les  conditions  de  stabilité  de  l'équilibre  relatif  à  une  masse  qui  tourne 
d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  ont  été  établies  jusqu'ici  par  la 
seule  considération  des  petits  mouvements;  cette  méthode  prèle  aux  mêmes 
objections  que  la  méthode  suivie  par  Lagrangc  dans  le  cas  de  l'équilibre 
ibsolu. 

»  Nous  nous  proposons  de  trouver  ici,  par  un  artifice  semblable  à  celui  de 
Lejeune-Dirichlet,  un  caractère  qui  suffit,  au  moins  sous  certaines  conditions, 
à  assurer  cette  stabilité.  » 

utonne  {Léon).  —  Sur  les  groupes  quaternaires  réguliers  d'ordre 
fini.  Premier  Mémoire  :  généralités  et  groupes  décomposables. 
(35i-394). 

L'auteur  appelle  substitution  ra-aire  (binaire,  ternaire,  quaternaire,  etc.)  la 
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substitution  linéaire,  homogène,  entre  les  n  variables  z-, 

sn=\zf    2afizk\        (y,  À=i,  2,  ...,  /i), 

et  Um  le  problème  qui  consiste  à  construire  les  différents  groupes  d'ordre  fiai  G. 
contenus  dans  le  groupe  des  sn. 

Il  rappelle  que  le  problème  ïl3  a  été  résolu  par  MM.  Klein,  Gordan  et  Jordan, 
le  problème  H3  par  M.  Jordan. 

M.  Jordan  a  montré  aussi  que  tous  les  G„  appartiennent  à  an  nombre  de 
types  limité,  pour  n  donné,  et  abordé  la  solution  du  problème  ÏI4. 

M.  Àutonnc  estime  que  ce  problème  défiera  encore  longtemps  les  efforts  des 
géomètres.  II  apporte,  par  le  présent  travail,  une  contribution  à  l'étude  de 
certains  G4  qu'il  a  nommés  réguliers  et  qui  ont  la  propriété  caractéristique  de 
posséder  un  invariant  absolu  commun  :  si  l'on  considère  les  zf  comme  les 
coordonnées  homogènes  d'un  point  de  l'espace,  les  quaternaires  régulières  ont 
pour  invariant  commun  un  certain  complexe  linéaire  de  droites  (complexe 
capital). 

M.  Autonne  donne  d'abord  quelques  explications  sur  les  groupes  quater- 
naires G„  réguliers  et  d'ordre  fini,  puis  il  construit  tous  les  G4  décomposantes, 
au  sens  de  M.  Jordan. 

Ilumbert   (Georges).   —  Sur  la    transformation   ordinaire  des 
fonctions  abéliennes.  (395-417). 

La  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  ordinaires  comporte 
une  interprétation  géométrique  simple  qui  conduit  à  d'intéressantes  propriétés 
de  la  surface  de  Kummcr.  Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Ilumbert  montre, 
inversement,  que  l'interprétation  géométrique  peut  venir  en  aide  à  l'Analyse 
pour  la  recherche  des  trois  équations,  dites  modulaires,  qui  lient  les  modules 
des  fonctions  abéliennes  primitives  et  transformées. 

Il  commence  par  établir  le  théorème  suivant  : 

Soit,  sur  la  surface  de  Kummer,  une  courbe  C  ne  passant  par  aucun  des 
seize  points  doubles;  les  coordonnées  des  points  de  C  étant  exprimées  en 
fonction  fuchsienne  d 'un  paramètre  £,  si  l 'on  désigne  par  du  et  dv  les  dif- 
férentielles abéliennes  qui  répondent  à  la  surface  (  dans  le  mode  de  repré- 
sentation de  M.  Weber),  par  p  une  constante  quelconque,  on  a,  en  tout 
point  de  la  courbe  C, 


du  +  pdv  =  v^UWï» 

6(5)  étant  une  fonction  thêta  fuclisienne  holomorplie  d'ordre  deux,  dont 
tous  les  zéros  sont  d'ordre  pair  de  multiplicité. 

Appliqué  aux  courbes  unicursales  ce  théorème  prouve  que  : 

Sur  aucune  surface  de  Kummer,  il  n'existe  de  courbe  unicursale  ayant 
au  total  moins  de  quatre  branches  simples  en  des  points  doubles  de  la  sur- 
face. 

L'auteur  montre  ensuite  que  : 

Dans  le  cas  elliptique,  et  dans  ce  cas  seulement,  on  peut  tracer  sur  la 
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surface  de  Kummer  des  courbes  unicursales  présentant,  au  total,  quatre 
branches  simples  en  des  points  doubles  de  la  surface;  ces  courbes ,  au  nombre 
de  huit,  passent  chacune  simplement  par  quatre  points  doubles. 

Une  unicursale,  tracée  sur  une  surface  de  Kummer  non  elliptique,  doit 
présenter  en  tout,  aux  points  doubles  de  la  surface,  six  branches  simples 
au  moins. 

Pour  les  courbes  de  genre  un  ou  peut  établir  qu'une  telle  courbe,  en  dehors 
du  cas  elliptique,  présente  en  tout  quatre  branches  au  moins  en  des  points 
singuliers  de  la  surface. 

Parmi  les  courbes  de  genre  deux  tracées  sur  la  surface,  M.  Humbcrt  ne  con- 
sidère que  celles  qui  ne  passent  par  aucun  des  seize  points  doubles.  Il  parvient 
à  une  représentation  géométrique  simple  des  transformations  d'un  ordre  donné 
et  des  équations  modulaires  correspondantes,  fournie  par  le  théorème  que 
voici  : 

Les  surfaces  d'ordre  p,  qui  touchent  une  surface  de  Kummer  en  ip* — 1  points, 
c'est-à-dire  la  coupent  suivant  des  courbes  de  genre  deux  et  qui  ne  passent 
par  aucun  des  points  singuliers,  se  répartissent  en  autant  de  groupes  qu'il 
y  a  de  transformations  ordinaires,  non  équivalentes,  d'ordre  p\  chaque 
groupe  est  lié  à  une  de  ces  transformations. 

Les  surfaces  d'un  groupe  sont  en  nombre  doublement  infini  et  coupent  la 
surface  de  Kummer  proposée  suivant  des  courbes  de  degré  l\p  et  de  genre 
deux  qui  ont  les  mêmes  modules  :  ces  modules  sont  ceux  des  fonctions  abé- 
tiennes  transformées,  par  la  transformation  qui  correspond  au  groupe,  des 
fonctions  abéliennes  liées  à  la  surface  de  Kummer  initiale. 

Voici  maintenant  comment  M.  Humbert  définit  les  transformations  d'ordre 
trois  et  d'ordre  deux  : 

I.  On  considère  deux  triangles  circonscrits  à  une  même  conique  et  l'on 
désigne  par  an  a„  ...,  at  les  arguments  des  six  côtés  considérés  comme 
tangents  à  la  conique.  Il  y  a  quarante  courbes  unicursales  du  sixième  ordre 
passant  par  les  sommets  des  deux  triangles  et,  en  outre,  bi tangentes  aux 
six  côtés;  £,,  Ç„  . ..,  \t  étant  les  arguments  unicursaux  qui  répondent  aux 
sue  sommets  sur  une  de  ces  courbes,  les  fonctions  abéliennes  des  deux  radi- 
caux 

)J(x  —  al)...(x  —  ai)y    \/\x  —  £,)...(.r  —  \c) 

sont  liées  par  une  transformation  du  troisième  ordre.  On  obtient  ainsi  les 
quarante  transformations  non  équivalentes  de  cet  ordre. 

II.  Soit  donné  un  radical 

\/{x  —  al)...{x  —  at)  ; 

marquons  sur  une  conique  quelconque  les  six  points  qui  ont  pour  argu- 
ments unicursaux  les  quantités  a,,  a2,  . ..,  a6  et  joignons-les  deux  à  deux 
par  trois  droites,  de  manière  à  former  un  triangle  T  dont  chaque  côté  co/i- 
tienne  deux  des  six  points  et  dont  aucun  sommet  ne  soit  sur  la  conique.  Il 
y  a  quinze  pareils  triangles. 
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Prenons  maintenant  le  triangle  polaire  de  T  par  rapport  à  la  conique, 
soient  bl%  6„  . ..,  b6  les  arguments  des  six  points  où  ses  côtés  coupent  la 
courbe;  les  deux  radicaux 


V(-p  —  a,)...(x  —  a6),     vix  —  b^  ,.(x  —  bt) 

donnent  naissance  à  deux  systèmes  de  fonctions  abéliennes  liées  l'une  à 
l'autre  par  une  transformation  du  second  ordre. 

Aux  quinze  triangles  T  correspondent  ainsi  les  quinze  systèmes  qui  déri- 
vent du  système  primitif  par  une  transformation  quadratique. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  racines  des  équations  transcendantes 
à  coefficients  rationnels.  (419-4I0). 

L'auteur  considère  les  équations  algébriques  ou  transcendantes  dont  le  pre- 
mier membre  est  ce  qu'il  appelle  une  série  rationnelle,  c'est-à-dire  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  x, 
qui  peut  être  une  fonction  entière,  admettre  des  pôles  ou  même  un  point  sin- 
gulier essentiel,  et  dont  les  coefficients  sont  rationnels.  Il  établit  que  les  solo- 
lions  réelles  de  ces  équations,  exprimées  dans  un  système  de  numération  à  baie 
quelconque,  ne  peuvent  présenter,  dans  la  partie  fractionnaire,  des  suites  de 
zéros  dont  l'étendue  croit  trop  vite. 

Une  propriété  semblable  a  lieu  pour  les  solutions  imaginaires. 

En  terminant,  M.  Maillet  prouve  l'existence  (non  évidente  a  priori)  d'une 
infinité  de  nombres  réels  ou  imaginaires  qui,  quel  que  soit  le  système  de  numé- 
ration dans  lequel  on  les  écrit,  n'ont,  après  le  niimm  significatif  différent  de 
zéro,  qu'un  nombre  de  zéros  limité  en  fonction  de  n,  quel  que  soit  n. 


Tome  VIII;  année  1903. 

Du  hem  (/*.)•  —  Sur  la  stabilité,  pour  des  perturbations  quel- 
conques, d'un  système  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme. (5-i  8). 

«  Dans  un  précédent  travail,  dit  Fauteur,  nous  avons  établi  (même  Recueil, 
année  1901),  par  une  méthode  imitée  de  Lejcunc-Dirichlet,  un  critérium  qui 
assure  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif  d'un  système  animé  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme.  Toutefois,  le  critérium  que  nous  avons  donné  est  soumis  à 
une  restriction  :  il  suppose  que  la  perturbation  apportée  au  système  oe  modifie 
pus  le  moment  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  de  la  quantité  de  mouvement  du 
système.  Cette  restriction  est  évidemment  regrettable,  car,  les  actions  perturba- 
trices étant,  en  général,  inconnues,  il  est  difficile  de  savoir  si  la  condition  pré- 
cédente est  ou  n'est  pas  vérifiée.  Il  est  donc  désirable  d'affranchir  le  critérium 
précédemment  trouvé   de   cette  restriction   embarrassante.   C'est  ce  que  nous 
nous  proposons  de  faire  dans  le  présent  écrit.  » 

Voici  le  nouvel  énoncé  de  M.  Dulicm  : 

Soit  M0  une  valeur  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement.  Supposons 
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que,  pour  toute  valeur  M,  suffisamment  voisine  de  M0,  de  la  même  quantité, 
on  puisse  énoncer  les  propositions  suivantes  ; 

i*  A  cluxque  valeur  de  M  correspond  un  état  d'équilibre  e  dans  lequel  la 
somme 

4>  =  $  -+-  a  4-  W 

prend  une  valeur  minimum  parmi  celles  qu'elle  peut  prendre  sans  change- 
ment dans  la  valeur  de  M  ; 

2m  L'état  t  varie  d'une  manière  continue  lorsque  la  valeur  de  M  varie 
d'une  manière  continue. 

Dans  ces  conditions,  l'état  e0  qui  correspond  à  la  valeur  M0  de  M  est 
stable  même  pour  les  perturbations  qui  altèrent  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  du  système. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  une  catégorie  de  fonctions  transcendantes 
et  les  équations  différentielles  rationnelles.  (19-57). 

L'auteur  s'est  proposé  de  rechercher  si  les  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  ou  décroissantes  de  la  variable  x,  et  dont  les  exposants  ou 
les  coefficients  satisfont  à  certaines  conditions  de  croissance  ou  de  décrois- 
sance, peuvent  vérifier  des  équations  différentielles  rationnelles  par  rapport  à 
la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées,  les  coefficients  de  ces  équations  étant 

soit  des  polynômes  entiers  en  x,  soit  des  séries  en  —  ou  x  dont  les  coefficients 

satisfont  à  certaines  conditions  de  croissance  ou  de  décroissance. 
Il  obtient,  entre  autres,  le  théorème  général  que  voici  : 


La  fonction 


où  0M  est  quelconque  et  <|>n  une  fonction  croissante  de  /i,  telle  que 

(\  fini  et  différent  de  zéro,  \Ln  croissant  indéfiniment  avec  n)  ne  peut  satis- 
faire à  une  équation  différentielle  rationnelle  par  rapport  à  x,  à  y  et  aux 
dérivées  d'ordre  quelconque  de  y. 

Les  résultats  de  M.  Maillet  sont  susceptibles  d'extension  aux  séries  de  frac- 
tions rationnelles  et  aux  fractions  continues.  Ils  conduisent,  en  particulier,  à 
cette  propriété  remarquable  : 

//  existe  une  infinité  de  fonctions  {parmi  lesquelles  sont  les  fonctions 
algébriques  et  les  fonctions  définies  par  les  équations  différentielles  ration- 
nelles ),  qui,  développées  aux  environs  d'un  point  ordinaire  x9  en  séries  de 
fractions  rationnelles  de  la  forme 


H.  U,  H 


n 


Q.      Q»Qa  ^Qa  .--y, 
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(la  base  Q,,  Q,,  ...,  Q„,  ...  étant  formée  de  polynômes  entiers  en  x  arbi- 
trairement choisis  dont  les  racines  ont  leurs  modules  limités,  l\n  étant  de 
degré  supérieur  à  zéro  et  inférieur  à  celui  de  QH  et  P,  un  polynôme  )  ne 
peuvent  être  telles  que  le  terme  de  rang  n  •+■  i  soit,  par  rapport  au  terme 
précédent,  d'un  ordre  de  petitesse  supérieur  à  une  certaine  limite  fonction 
des  degrés  des  polynômes  de  base,  quelle  que  soit  la  basé  choisie. 

Ces  résultats  doivent  être  rapprochés  de  ceux  obtenus  par  Liouville  et  par 
M.  Maillet  (môme  Recueil,  année  1901)  concernant  les  nombres  algébriques  et 
les  racines  des  équations  transcendantes. 

Zaremba  (S.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  lu  -\-%u=o. 
(59-117). 

On  sait  l'importance  des  problèmes  qui  consistent  à  déterminer,  pour  un 
domaine  donné,  l'intégrale  de  l'équation 

(1)  Aie  +  Sic  =  — +  —  +_-4-ÇM  =  o        (*  =  const.), 

définie  par  les  valeurs  périphériques  de  l'intégrale  elle-même  ou  par  celles  de 
la  dérivée  suivant  la  normale  à  la  surface  limitant  le  domaine  considéré. 

Ces  problèmes  sont  des  cas  particuliers  de  ceux  que  traite  ici  M.  Zaremba  et 
que  nous  allons  formuler  d'après  lui. 

Soit  u.  celle  des  déterminations  de  \J — \  dont  la  partie  réelle  est  positive,  et 
soit  r  la  distance  de  deux  points  quelconques  (x,  y,  x)  et  (x\  y\  *').  On 
sait  que  l'expression 

e~i*r 


r 


est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (1).  On  désigne  par  a  cl  o  deux 
fonctions  continues,  définies  sur  une  surface  fermée  (S)  assujettie  à  certaines 
conditions  très  peu  restrictives;  on  regarde  x\  y\  z'  comme  les  coordonnées 
d'un  élément  ds  de  la  surface  (S)  et  l'on  considère  les  fonctions 

(2)  u-    I   9— -tir, 

(3)  v  =    I  0-5 cosoas, 

J6     dr     r 

où  ty  représente  l'angle  formé  par  la  normale  intérieure  à  l'élément  ds  avec  le 
rayon  allant  du  point  (x,  y,  z)  à  cet  élément  ds.  En  raison  d'une  analogie 
évidente  avec  les  potentiels  newlonicns,  M.  Zaremba  les  appelle  potentiel  gêné' 
ralisé  d'une  simple  couche  de  densité  a  et  potentiel  généralisé  d'une  double 
couche  de  densité  n,  ayant  pour  nombre  caractéristique  le  nombre  u..  Il  ** 
donne  une  fonction  continue  tp,  connue  sur  la  surface  (S)  et  désigne  par  X  uo 
paramètre  constant,  mais  susceptible  de  diverses  valeurs. 
Cela  étant,  il  se  propose  de  déterminer  un  potentiel  généralisé  de  simple 
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couche  u  et  un  potentiel  généralise  de  double  couche  v  vérifiant  les  équations 

(SH£).-'[(SWa)J*-* 

En  attribuant  au  paramètre  X  les  valeurs  -h  i  et  — i,  on  est  ramené  aux  pro- 
ltlëmes  classiques  rappelés  ci-dessus. 

M.  Zaremba  fait  une  étude  approfondie  des  fonctions  u  et  p  considérées 
comme  fonctions  du  paramétre  X,  en  supposant  \  réel  et  non  positif.  Les  résul- 
tats importants  qu'il  obtient  étendent  ceux  qu'il  avait  antérieurement  énoncés 
(Acad.  de  Cracovie,  4  mars  1901)  et  conduisent  à  une  démonstration  géné- 
rale de  la  légitimité  des  méthodes  classiques  de  Robin  et  de  Neumann. 

hichar  (Paul-J.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires 
de  second  ordre  à  coefficients  algébriques.  (1 19-134). 

A  la  fin  de  son  Mémoire  Sur  les  /onctions  à  multiplicateurs  constants 
(Acta  mathematica,  t.  XIII)  M.  Appell  a  signalé  certaines  équations  diffé- 
rentielle* linéaires  à  coefficients  algébriques,  dont  l'intégrale  générale  peut 
cesser  d'être  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  une  relation 
algébrique  donnée,  en  deux  sortes  de  points,  savoir  les  points  de  ramification 
de  la  surface  et  les  points  où  les  coefficients  de  l'équation  deviennent  infinis.  Il 
a  fait  sur  ces  équations  les  hypothèses  suivantes  : 

t*  L'intégrale  générale  reste  finie  dans  le  domaine  de  chaque  point  critique, 
quand  on  Ta  préalablement  multipliée  par  une  puissance  convenable  de  s  —  a, 
si  a  est  un  point  critique  ordinaire,  ou  par  une  puissance  convenable  deÇ — y> 
après  avoir  fait  dans  l'équation  la  substitution 

z-a  =  (Ç-Y),n» 

si  a  est  un  point  de  ramification  d'ordre  m; 

2*  L'équation  fondamentale  déterminante  relative  à  ces  points  n'a  que  des 
racines  entières. 

Les  équations  différentielles  ainsi  définies  se  répartissent  en  trois  espèces; 
M.  Appell  a  appelé  équations  de  première  espèce  celles  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  partout  finie,  de  deuxième  espèce  celles  dont  l'intégrale  générale  n'a 
que  des  pôles,  de  troisième  espèce  celles  dont  l'intégrale  générale  a  des  points 
critiques  logarithmiques. 

Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Suchar  forme  les  équations  différentielles 
linéaires  du  second  ordre  qui  appartiennent  à  la  première  espèce,  la  surface  de 
Riemann  étant  supposée  hyperelliptique. 

Zoukis  (Aristide).  —  Sur  rhexacoryphe  complet.  (i35-i68). 

Introduction.  —  Dans  le  présent  travail,  nous  nous  occupons  de  l'hcxacoryphe 
complet  (fgsssix,  xopvç-rj  =2  sommet).  En  considérant  les  quinze  arêtes  de 
l'hcxacoryphe  et  les  quinze  surfaces  du  second  degré  S3  ayant  pour  directrices 
trois  de  ces  droites,  nous  démontrons  diverses  propriétés  de  ces  surfaces,  et, 


212  SECONDE  PAItTIB. 

entre  autres,  celle  propriété  remarquable  que  ces  surfaces,  prises  trois  à  trois 
de  vingt  manières  différentes,  passent  par  une  même  biquadratique.  Ces  vingt 
biquadratiques  se  rangent  en  dix  couples  et  les  courbes  de  chacun  de  ces 
couples  constituent  le  lieu  géométrique  des  points  dont  on  peut  projeter,  sur 
un  plan  quelconque,  comme  trois  fois  homologues  dans  l'un  ou  l'autre  de  deux 
manières  possibles,  les  deux  triangles  d'un  des  dix  couples,  qui,  ayant  pour 
sommets  les  six  sommets  de  J'hexacoryphc,  se  trouvent  situés  sur  deux  de  ses 
faces  opposées. 

En  considérant  ensuite  les  quarante-cinq  cubiques  suivant  lesquelles  se 
coupent,  deux  à  deux,  les  quinze  surfaces  S3,  quand  elles  ont  une  directrice 
commune,  nous  sommes  amenés  à  la  considération  de  quarante-cinq  nouvelles 
surfaces  S2  du  second  degré  formant  entre  elles  et  avec  les  quinze  surfaces  S2 
certaines  configurations  remarquables. 

Les  équations  des  quinze  surfaces  S2  et  des  quarante-cinq  surfaces  S2  sont 
données  au  moyen  des  dix  polynômes  du  second  degré  qui,  égalés  à  zéro,  repré- 
sentent les  divers  couples  de  faces  opposées  de  l'hexacoryphe.  Ces  dix  poly- 
nômes sont  liés  entre  eux  par  certaines  identités  dont  l'élude  est  capitale  pour 
l'étude  que  nous  faisons. 

Enfin,  nous  considérons  quelques  surfaces  du  sixième  degré  ayant  pour  points 
triples  les  six  sommets  de  l'hexacoryphe  et  qui  font  une  configuration  semblable 
à  celle  des  couples  de  faces  opposées  de  l'hexacoryphe,  des  surfaces  S2  et  des 
surfaces  S2. 

Quelques-unes  de  ces  surfaces  ont,  parmi  d'autres  propriétés,  celle  d'avoir 
leurs  points  associés  en  couples.  Les  droites  déterminées  par  ces  couples  de 
points  rencontrent  toutes,  suivant  deux  points,  la  cubique  déterminée  par  les 
six  sommets  de  l'hexacoryphe.  Celle  propriété  établie,  nous  trouvons  diverses 
distributions  des  droites  de  cette  congruenec  en  génératrices  de  surfaces  du 
deuxième,  du  quatrième,  jusqu'au  dix-huitième  degré. 

Poincaré  (//•)•  —  Sur  les  cycles  des  surfaces  algébriques.  (Qua- 
trième complément  à  Vsinalysis  situs).  (\6§-2.\/\). 

Les  beaux  travaux  de  M.  Picard  sur  les  surfaces  algébriques  ont  mis  en  évi- 
dence l'importance  de  la  notion  des  cycles  à  une,  deux  ou  trois  dimensions. 
M.  Poincaré  applique  à  celte  question  les  principes  qu'il  a  exposés  dans  son 
Mémoire  sur  VAnalysis  situs  et  dans  les  deux  premiers  compléments  de  ce 
Mémoire,  et  complète  sur  divers  points  les  résultats  de  M.  Picard,  notamment 
en  ce  qui  concerne  les  cycles  à  trois  dimensions  el  les  cycles  à  deux  dimen- 
sions. Pour  les  cycles  à  une  dimension,  l'auteur  retrouve,  par  sa  méthode,  la 
théorie  qui  en  a  été  faite  par  M.  Picard. 

Le  contenu  du  présent  Mémoire  a  élé  résumé  par  M.  Poincaré  dans  une  Noie 
des  Comptes  rendus. 

Duhcm  (P.)-  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif.  (215-227). 

L'auteur  revient  sur  son  précédent  Mémoire  (même  Volume,  p.  5)  :  il  a 
reconnu  que  le  critérium  de  stabilité  qu'il  avait  formulé  pour  une  masse 
animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  est  strictement  équivalente 
celui  que  M.  Poincaré  avait  fait  connaître  antérieurement  .dans  son  Mémoire 
des  Acta  mathematica  (t.  VII,  i88j). 
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De  plus,  il  prouve  par  l'exemple  d'un  solide  pesant,  suspendu  par  un  point 
fixe  et  tournant  autour  de  la  verticale,  que  ce  critérium  n'est  pas  nécessaire 
pour  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif. 

irondini  (Gcm.).  —  Symétrie  langcnlielle  par  rapport  à  une 
surface  de  révolution.  (229-251). 

£  étant  une  surface  de  révolution  quelconque  et  A  un  point  de  l'espace,  on 
:oupe  S  par  le  plan  méridien  qui  contient  A.  Du  point  A,  on  mène  une  tan- 
gente AA0  à  la  section  méridienne  M  ainsi  obtenue  et  Ton  prolonge  cette  tan- 
gente, d'une  longueur  A0A,=  AA0,  au  delà  du  point  de  contact  A0;  le  point  A, 
ïst  dit  le  correspondant  du  point  A.  Le  point  A  a  autant  de  points  corres- 
pondants A,  que  la  ligne  méridienne  M  admet  de  tangentes  issues  de  A. 

Cette  construction,  appliquée  à  chaque  point  d'une  figure  quelconque,  constitue 
e  transformation  géométrique  à  laquelle'  Fauteur  donne  le  nom  de  symétrie 
tangentielle  par  rapport  à  la  surface  de  révolution  1. 

Quand  la  ligure  primitive  est  une  surface  S,  la  figure  symétrique  est,  en 
général,  une  autre  surface  S,.  Quand  la  ligure  primitive  est  une  ligne  L„  la 
figure  symétrique  est  en  général  une  ligne  L,;  dans  ce  dernier  cas.  le  lieu  des 
points  de  contact  A0  des  tangentes  AA0A,  et  de  la  surface  S  est  une  ligne  A. 

De  là  six  problèmes  que  M.  l'irondini  traite,  avec  des  exemples  : 

(A).  Connaissant  2  et  S,   déterminer  S,; 
(B).  »  S  et  S„  »  S; 

(C).  »»  S  et  L,  »  A  et  L,; 

(D).  »  2  et  A,  »  L  et  L,; 

(E).  »  L  et  A,  »  1  et  L,; 

(F).  »  L  et  Ll%  »  1  et  A. 

h  Séguier.  —  Sur  les  équations  de  certains  groupes.  (a53-3o8). 

«  L'objet  de  ce  travail,  dit  l'auteur,  est  l'extension  de  la  méthode  indiquée 
par  M.  Jordan  (Traité  des  substitutions,  p.  3a)  pour  la  recherche  des  groupes 
plusieurs  fois  transitifs,  avec  des  applications  aux  groupes  connus  d'ordre 

;/>(/>2-0,    pn{p"-i),    />"(/>,rt-i). 

J'ai  été  ainsi  amené  à  reprendre  et  à  compléter  les  recherches  de  Mathieu  sur 
les  groupes  de  degré  q  —  ip  -+-  1,  q  et  p  étant  premiers. 

auront  (//.).  —  Sur  les  séries  de  polynômes.  (3o()-3a8). 

Le  développement  d'une  fonction  synectique  en  une  série  de  polynômes  se 
ramène  en  vertu  de  la  formule  de  Cauchy 

/(x)=r/lii, 

J  v      '        ±S  Z  —  X 

iu  développement  de • 

Z  —  X 

Bull*  des  Sciences  matkém.,  2*  série,  t.  XXX.  (Décembre  1906.)  R.i5 
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Les  méthodes  employées  pour  ce  dernier  développement  fournissent  Ies>   f>ol?. 
nomes  ordonnateurs  sous  la  forme  d'intégrales  assez  difficiles  a  calculer. 
M.  Laurent  se  donne  a  priori  ces  polynômes  ordonnateurs.  Il  prouve  <g«ie  : 


Etant  donnés  des  polynômes  V9,  Pp  P2,  ...  de  degrés  o,  i,  a,  ...,  1/  e^xrùte 
des  séries  Q,,  Q„  . ..  à  coefficients  constants  de  la  forme  générale 

yw*  satisfont  formellement  aux  équations 

ces  séries  ont  leurs  coefficients  bien  déterminés  mais  ne  sont  pas  nécessaire- 
ment convergentes. 

Si  l'on  peut  choisir  les  constantes  a0,  a,,  ot2,  ...  de  manière  à  rendre  conver- 
gente la  série 

1»  1»    l>  **"i         P  F>  *"•••• 

1  •  f  •'   t  *  i»-!1  i» 

déterminant  les  séries  O,  par  des  conditions  analogues  aux  précédentes,  on  aura 

_L_  =  P#(x)2ii£i  +  Fl(X)Sii£>+.... 

L'auteur  développe  diverses  applications  de  celte  formule. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  fonctions  entières  et  quasi -en  titres. 

(329-386). 

Introduction,  —  Dans  ce  Mémoire,  nous  étudions  d'abord  un  certain  nombre 
de  propriétés  nouvelles  des  racines  des  fonctions  entières  de  genre  fini;  nous 
étendons  ensuite  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  des  fonction»  entières 
et  méromorphes  aux  fonctions  que  nous  appelons  quasi-entières  et  quasi-méro 
morphes. 

I.  Fonctions  entières.  —  Nous  reprenons  d'abord,  pour  plus  de  clarté,  la 
démonstration  de  quelques  propriétés  des  fonctions  entières.  Nous  établissons 
ensuite  les  résultats  suivants  : 

i*  Étant  donnés  un  produit  canonique  de  facteurs  primaires  d'ordre  p,  et  un 
nombre  positif  arbitraire  e,  si  Ton  décrit  autour  de  chaque  zéro  un  cercle  de 
rayon  t,  uni  (t\<i  arbitraire),  en  tout  point  extérieur  à  ces  cercles  on  a,  pour 
|s|  =  r  assez  grand,  les  inégalités 

|<i(;)l>e-r?". 

La  même  inégalité  a  lieu  pour  une  fonction  entière  /(•=)  quelconque*  £  dési- 
gnant alors  sou  ordre  apparent  ; 
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*•  Soient  /(s)  =  A,-h  A,s +...-4- Aj3*-K..  une  fonction  entière  d'ordre 
fiai  p'  et 

/f(  z  )  ==  A„  +  A  !  5  -+- . .  .-f-  A,  s'. 

Dés  que  /  dépasse  une  certaine  limite  finie,  à  toute  racine  de  /|(~),  de  module 
i 

inférieur  à  fi'*"*,  correspond  une  racine  de  /{s),  les  modules  des  deux  racines 
différant  d'aussi  peu  qu'on  veut,  pourvu  que  l  soit  assez  grand; 

3«  Pour  une  fonction  entière  F(s)  d'ordre  apparent  ©'  fini  les  sommes  des 
inverses  des  puissances  m  >  p'  des  racines  se  calculent  comme  pour  un  poly- 
nôme par  les  formules  de  récurrence  de  Ncwlon. 

On  en  conclut  diverses  applications  aux  conditions  de  réalité  des  racines 
de  F(z)f  aux  conditions  pour  que  ces  racines  soient  toutes  positives  ou  néga- 
tives, à  la  détermination  du  facteur  exponentiel  de  F(s),  aux  fonctions  entières 
simples,  à  l'invariance  de  certaines  fonctions  des  coefficients  de  F  (s)  quand  on 
multiplie  F(~)  par  un  fadeur  exponentiel. 

II.  Fonctions  quasi-entières  et  quasi-méromorphes.  —  Une  fonction  mono- 
drome  /(s),  n'ayant  dans  le  plan  des  z  d'autres  points  critiques  que  œ, 
<za,  ...,  ak  {k  fini),  est  développante  en  une  série  de  la  forme 

/=+<*>++.(r^)+...++.(5^5:). 

tyiz)i  ^o(z)-  •••«  <h(5)  étant  des  fonctions  entières.  Mais  on  peut  aussi  la 
mettre  sous  la  forme 


'-«M7=*h«(j=«} 


où  ?(«),  ?,(-)>  •  ••»  ?k(z)  sont  des  fonctions  entières;  il  y  a  réciprocité. 

Nous  montrons  que,  si  ty(s),  +«(*),  •  ••»  ,lk(-)  sont  d'ordres  finis  p,  pa,  ..., 
pk,  il  en  est  de  même,  respectivement,  de  9(2),  ?<,(-)>  •  ••»  ?k(-3)-  La  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  /(s)  soit  alors  à  croissance  régulière 
aux  environs  de  5  —  ai  est  que  +,(s)  so'1  à  croissance  régulière  (au  sens  de 
M.  Borel  ).  Quand  /(  -  )  a  ses  ordres  tous  <  a,  est  réel  et  n'a  qu'un  nombre  limité 
de  racines  imaginaires,  la  dérivée  /'(«)  na  qu'un  nombre  limité  de  racines 

imaginaires.  Enfin,  parmi  les  équations  f  -\-  —  =  o,  où  9.  et  9  ont  tous  leurs 

? 
ordres  inférieurs  à  ceux  de  /,  il  y  en  a  une  au  plus  d'ordre  réel  inférieur  à  ?( 

pour  z  =  ait  et,  a  fortiori,  d'ordres  réels  tous  inférieurs  à  p,  pa,  ...,  pfc  res- 
pectivement. Il  y  a  des  extensions  au  cas  où  f(z)  est  d'ordre  infini. 

Quand  k  =  o,  a,  =  o,  on  peut  établir  pour  les  fonctions  quasi-entières  des 
propriétés  correspondantes  aux  propriétés  1*  et  2*  ci-dessus. 

Enfin,  nous  considérons  les  fonctions  quasi-méromorphes  F(  z),  quotients  de 
deux  fonctions  quasi-entières;  si  p  et  a  sont  les  ordres  pour  z  =  oc  du  numéra- 
teur et  du  dénominateur,  x  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres,  nous  disons 
que  F(«)  est  d'ordre  x  pour  z  =  x. 

Cela  posé,  parmi  les  équations  F  =  9,  où  9  est  une  fonction  qiiasi-méro- 
morplte  quelconque  d'ordres  tous  inférieurs  à  x,  x-t  ...,  x4,  il  y  en  a  une  pour 
laquelle  tous  les  ordres  réels  sont  inférieurs  à  ceux  de  F.  11  y  en  a  au  plus 
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deux,  pour  lesquelles  les  exposants  de  convergence  des  suites  des  modules,      des 
racines  sont  inférieurs  à  t,  t0,  . ..,  t4  à  la  fois. 

Il  est  probablement  possible  d'étendre  aux  fonctions  quasi-entiéres  les  ■.  "&éo- 
ré  mes  relatifs  : 

i°  A  la  réalité  des  racines  des  dérivées  des  fonctions  entières  quand  L*<=z^rdre 
est  quelconque; 

2*  Aux  racines  des  équations  F  =  o  (9  fonction  entière  quelconque  d^^ordre 
fini,  F  fonction  entière  donnée  d'ordre  infini)  en  suivant  en  partie  la  on  -marche 
de  M.  Bord. 

Nous  laisserons  provisoirement  ces  points  de  côté. 

Auric.  —  Essai  sur  la  théorie  des  fractions  continues.  (38j-^^5;  3r). 

L'auteur  s'est  proposé  de  généraliser  la  notion  de  fraction  continue  arïfc_  Mimé- 
tique, afin  de  l'étendre  aux  nombres  négatifs  et  aux  nombres  complexes. 
A  l'égalité  classique 

a,=  A,  H , 

a-  . 

où  A,  représente  Ycnticr  immédiatement  inférieur  au  nombre  positif      *••  '* 
substitue,  à  l'exemple  de  M.  Minnigcrodc  et  de  M.  IfUrwilz,  la  relation 

a,=  A » 

«.■■m 

où  A-  est  Y  entier  le  plu*  rapproché  du  nombre  quelconque  at.  Il  y  a  avan  •*" 
en  ciïet,  à  changer  le  signe  du  reste. 

Examinant  en  premier  lieu  le  cas  des  nombres  réels,  M.   Auric  ne  s'en 
pas  exclusivement  à   la  formation   des  réduites;   il   considère  les  terme*** 
réduites  comme  des  fonctions  numériques  qu'il  fait  servir  à  l'étude  des 
tients  complets  :  il  établit  des  formules  générales  qui  permettent  d'obleni 
quotient  complet  en  fonction  de  deux  quotients  complets  quelconques,  pu 
étudie  les  variations  de  grandeur  de  ces  quotients  complets  selon  le  rang 
occupent,  et  celles  des  termes  des  réduites  ordinaires,  d'où  se  conclut 
convergence.  Celle  partie  du    Mémoire  se  termine  par  la   démonslratioi 
théorème  de  Lagrangc  sur  le  développement  en  fraction  continue  des  irral 
nellcs  du  second  degré.  ^s 

Dans  l'autre  partie,  M.  Auric  montre  que  sa  théorie  s'applique  presque  au* 

changement  aux   nombres  complexes  et  permet  de  donner  plus  d'unité 
recherches  de  Dirichlct  et  de  Dedekind. 


Desaint  (L.).  —  Théorèmes  généraux  sur  les  points  singulier! 
fonctions  données  par  une  série  de  Taylor.  (433-45 1). 

Voici  l'énoncé  par  lequel  l'auteur  synthétise  tous  les  résultats  de  son  t 
et  la  plupart  de  ceux  qui  ont  été  obtenus  antérieurement  dans  cet  ord 
recherches. 


.a  de* 
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On  considère  un  nombre  quelconque  de  fonctions 

Vl(z)  =  Zal(n)z\ 
F,(s)  =  Sa3(/i)s", 


Fr(3)  =  Sfl^(n)5-, 


valables  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  supérieur  à  un  et  une  fonction 
de  p  variables 

holomorphe  au  voisinage  du  point  xt  =  x2  = . . .  =  x  —  o.  La  fonction 

<T»(5)  =  2/[«i('0>  <M"),  ...,  a^nftz* 

Vi  pas  d'autres  points  singuliers  (sauf  5  =  1  et  z  =  oc)  que  les  points  dont 
r»  obtient  les  affixes  en  multipliant  entre  elles,  de  toutes  les  manières  pos- 
lôles,  les  affixes  des  singularités  des  p  fonctions  F,,  Fal  ...,  F  ,  chacune  de 
es  singularités  figurant  un  nombre  quelconque  de  fois  dans  les  produits 
insi  formés. 

31.  Desaint  montre  de  plus  que  : 

*Si  les  p  fonctions  F„  F2,  ....  F  ont  leurs  points  singuliers  situés  sur  un 
ombre  limité  de  droites  passant  par  l'origine  et  faisant  avec  l'axe  des 
****ntités  réelles  des  angles  commensurables  avec  l'angle  droit,  les  points 
**&uliers  de  4>(s)   sont  situés  sur  un  nombre  limité  de  droites. 

*-*    méthode  qu'il  a  suivie  s'étend  aux  fondions  de  plusieurs  variables. 


Tome  IX;  année  1903. 

dl(Paul).  —  Sur  quelques  fonctions  de  points  dans  le  mou- 
ent  d'un  fluide.  (5-ig). 


^  os  l'étude  analytique  du  mouvement  des  fluides,  il  y  a  lieu  de  mettre  en 
*^nce  les  expressions  qui  représentent  des  éléments  géométriques  ou  ciné- 
L%^|ues  indépendants  du  choix  des  axes,  car  ce  sont  les  seules  qui  puissent 
***  une  signification  physique. 

éléments  sont  de  deux  sortes  : 


Des  vecteurs  définis  en  chaque  point  du  fluide,  comme  la  vitesse,  l'accélé- 
l,r*n  ou  le  tourbillon; 

^  De»  quantités  algébriques  ayant  une  valeur  déterminée  en  chaque  point 
"*%  y,  z)  du  fluide,  comme  la  grandeur  de  la  vitesse  ou  du  tourbillon,  comme 
Produit  géométrique  de  la  vitesse  et  du  tourbillon. 
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A  ces  quantités  algébriques,  M.  Appcll  donne  le  nom  de  /onction  du 
point  P  et  il  éludie  celles  qui  sont  formées  uniquement  avec  les  neuf  dérivées 
premières  des  composantes  de  la  vitesse  par  rapport  à  x,  y,  z,  savoir 


du 

au 

du 

• 

à*- 

dv 

dv 

• 

dw 

dw 

àa* 

1 —  * 

Ox 

àï' 

dz' 

dx 

W 

dzf 

dx  ' 

*' 

ir 

m,  i%  «V  désignant  les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy, 
O z  de  la  vitesse  de  l'élément  fluide  qui,  à  l'instant  /,  passe  au  point  P(xt  y,  z). 
Ayant  posé,  comme  dans  la  théorie  de  l'élasticité, 


du 

c,=  --» 
dx 


•i 


dv 
dy 

dw 
Hz 


«3  =    —  > 


dw        dv 

2;  =  — 
dy 

dv 

—  —  , 

dz 

du        d%v 
*7~dz  "*"  dx9 

du 

2T'  =  57 

dw 

~~  dx* 

dv        du 
13      dx       dy 

*  ~  <lx 

du 

l'auteur  considère  les  six  expressions  suivantes,  qui  ont  des  valeurs  indépen- 
dantes du  choix  des  axes  et  sont,  par  suite,  des  fonctions  du  point  P, 

(I)  0    =■  t,  -+-  e,  -4-  f3, 

(II)  fi    =  TÏ-*-Ïi  +  ïj— 1(«j«j-*-Mi+«i«3>« 

(ni)  x  =4M2e3-*-riï2ï.>-«iï;--  f*rî-*-«jïi» 

(IV)  0»=p-4-T,»4-?, 

(V)  9  =  1,^+1,7,*+ !,;»+?,  T|;  +  T,R  +  T,?Tlf 

(vi)  *  =(  îmj-yï)? +...  +  ^(r4ri-^2ra);;  -+-••-• 

Les  trois  premières  dépendent  seulement  de  la  déformation  :  ce  sont  les  inva- 
riants élémentaires  de  la  forme  quadratique  qui,  égalée  à  zéro,  définit  le  cône 
des  dilatations  nulles. 

Les  trois  dernières  dépendent,  en  outre,  du  tourbillon;  la  quatrième  Û3  est 
le  carré  du  vecteur  tourbillon;  la  cinquième  est  égale  au  produit  de  Q*  par  la 
vitesse  de  dilatation  de  l'élément  fluide  issu  de  P  et  dirigé  suivant  le  vecteur 
tourbillon;  la  sixième,  égalée  à  zéro,  exprime  que  le  tourbillon  est  sur  le  cône 
supplémentaire  du  cône  des  dilatations  nulles. 

Toute  fonction  des  neuf  dérivées  de  m,  r,  w  par  rapport  à  or,  y9  z,  dont  la 
valeur  est  indépendante  du  choix  des  axes,  s'exprime  au  moyen  des  six  fonc- 
tions fondamentales  (I),  ...,  (VI). 

M.  Appcll  calcule  les  dérivées  totales  par  rapport  au  temps  des  cinq  pre- 
mières fonctions  fondamentales  0,  0,  x,  Î2:,  9. 

Bcghin  et  Rousseau.  —  Sur  les  percussions  dans  les  systèmes 
non  holonomes.  (2i-2(>). 

Les  équations  de  Lagrangc  s'appliquent  au  mouvement  d'un  système  holo- 
nome;  mais  elles  ne  sont  plus  valables  quand  certaines  liaisons  ne  sont  pas 
exprimables  par  des  relations  en  termes  finis,  c'est-à-dire  quand  le  système 
n'est  plus  lioloiioinc. 

Les  auteurs  munirent  que.  même  pour  les  systèmes  non  holonomes,  on  peut 
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conserver,  dans  la  théorie  des  percussions,  la  forme  d'équations  déduite  des 
équations  de  Lagrange. 

Appell  (Paul).  —  Remarques  sur  les  systèmes  non  holonomes. 
(27-28). 

Autre  démonstration  du  théorème  établi  ci-dessus  par  MM.  Beghin  et  Rous- 
seau. 

Heghin.  —  Extension  du  théorème  de  Carnot  au  cas  où  certaines 
liaisons  dépendent  du  temps.  (29-33). 

Ktant  donné  un  système  soumis  à  des  liaisons  sans  frottement  et  ne  dépen- 
dant pas  du  temps,  le  théorème  de  Carnot  s'applique  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  les  liaisons  antérieures  et  les  liaisons  brusquement  introduites  subsis- 
tent après  les  percussions,  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  que 
posséderait  le  système,  si  chaque  point  était  animé  de  la  vitesse  qu'il  a 
perdue. 

M.  Beghin  étend  ce  théorème,  en  le  modifiant,  aux  systèmes  dans  lesquels  les 
liaisons  peuvent  dépendre  du  temps,  mais  sont  toujours  assujetties  à  ne  point 
produire  de  frottements. 

Supposant  que  le  système  dépend,  avant  la  percussion,  de  k  paramètres  indé- 
pendants <7,,  q7i  ...,  qk,  pendant  la  percussion,  des  n  paramètres  7,,  q3,  ..., 
qm  (n  <  A)  et  que  les  liaisons  introduites  sont  représentées,  les  unes  par 

les  autres  par 

on  a  pour  expression  de  la  force  vive  2T  du  système 

2T  =  «.*?(?;,  </'„  ...,  q'h)+$(q\,  q\,  ..,  q'k)+f, 

9  étant  une  forme  quadratique  des  q[}  <J*  une  forme  linéaire  et/  ne  dépendant 
pas  des  q\.  Dans  ces  conditions,  la  perte  subie  par  la  fonction  2»  est  égale 
à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues. 

Picard  (Emile).  —  Sur  l'impossibilité   de  certaines  séries  de 
groupes  de  points  sur  une  surface  algébrique.  (35-4 1). 

Démonstration  de  ce  théorème  : 

//  est  impossible  qu'une  surface  algébrique  présente  des  séries  de  groupes 
dm  n  points  dépendant  de  in  paramètres  et  correspondant  uniformément 
à  des  fonctions  abéliennes  (non  dégénérescentes)  de  in  variables  uv  m3,  ..., 
«,„,  si  la  surface  n'est  pas  une  surface  hyper  elliptique  (n  =  1). 

Ifi  correspondance  uniforme  est  entendue  en  ce  sens  qu'à  un  système  de 
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valeurs  des  «•  ne  correspond,  en  général,  qu'un  seul  groupe  de  points  et,  à  an 
groupe  arbitraire  de  la  série,  ne  correspond  qu'un  seul  syslème  des  uit  aux 
périodes  près. 

Humbert  (G.).   —  Les   fonctions   abéliennes   singulières    el   les 
formes  quadratiques.  (/{3-i3~). 

Le  Mémoire  de  M.  Humbert  a  pour  objet  d'établir  certaines  liaisons  remar- 
quables entre  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  singulières  de  genre  deui  et 
la  théorie  arithmétique  des  formes  quadratiques.  Il  est  divisé  en  trois  Parties, 
dont  les  deux  premières  paraissent  seules  ici.  Voici  dans  quels  termes  l'auteur 
les  résume. 

I.  Dans  la  première,  consacrée  aux  fonctions  simplement  singulières,  c'est- 
à-dire  à  celles  dont  les  périodes  vérifient  une  relation  singulière,  nous  mon- 
trons, en  nous  reportant  à  un  résultat  antérieurement  établi  par  nous,  que  les 
solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation 

X-  —  \yz  —  t\lu  —  \ 

se  déduisent  de  Tune  quelconque  d'eutre  elles  par  des  formules  linéaires,  qui 
fournissent  en  même  temps  des  transformations  en  elle-même  de  la  forme 

&* —  kyz  —  'i'"« 

Ce  résultat  met  en  évidence  un  groupe  intéressant,  isomorphe  au  groupe  abc- 
lien,  et  qui  est  intimement  lié  aux  propriétés  de  la  forme  quadratique. 

Laissant  ensuite  de  côté  les  questions  purement  arithmétiques,  nous  détermi- 
nons toutes  les  transformations  qui  n'altèrent  pas  une  relation  singulière 
donnée,  ou  qui  changent  l'une  dans  l'autre  deux  relations  données,  de  même 
invariant;  nous  étendons  ces  formules  aux  transformations  singulières  du  pre- 
mier degré. 

II.  La  seconde  Partie  est  consacrée  aux  fonctions  doublement  singulières, 
dont  les  périodes  satisfont  à  un  système  de  deux  relations  singulières  données. 
Nous  faisons  voir  qu'à  chaque  syslème  de  celle  nature  correspond  une  classe 
de  formes  binaires  positives,  proprement  ou  improprement  équivalentes  entre 
elles,  et  que  cette  classe  ne  change  pas  quand  on  opère,  sur  le  système  pro- 
posé, une  transformation  ordinaire  quelconque  de  degré  un. 

Inversement,  les  systèmes  qui  donnent  naissance  à  des  formes  d'une  classe 
donnée  sont  réductibles,  par  des  transformations  ordinaires  du  premier  degré, 
à  un  nombre  lin i  d'entre  eux,  nombre  égal  à  l'unité  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  que  nous  déterminons. 

Au  lieu  des  périodes,  considérons  les  modules  des  fonctions  abéliennes;  ils 
sont  liés  par  une  ou  deux  équations  algébriques,  selon  que  les  fonctions  sont 
simplement  ou  doublement  singulières.  On  peut  ainsi  faire  correspondre  à  toute 
relation  singulière,  ou  plutôt  à  son  invariant  entier,  une  surface  algébrique;  à 
toute  classe  de  formes  binaires  positives,  on  fera  de  même  correspondre  une  ou 
plusieurs  courbes  algébriques,  dont  les  propriétés  refléteront  celles  de  la  classe. 
Par  exemple,  si  une  classe  représente  un  nombre,  la  surface  dont  ce  nombre 
est  l'invariant  contient   les  courlie<  qui   répondent  à   la  classr,  et    réciproque- 
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ment;  les  propriétés  de  cette  Géométrie  des  nombres  et  des  formes  sont  étu- 
diées et  développées. 

On  détermine  les  groupes  fuclisiens  des  courbes  algébriques  ainsi  introduites; 
on  établit  qu'ils  reviennent  à  des  groupes  découverts  par  M.  Poincaré,  et  rat- 
tachés par  lui  aux  transformations  en  elle-même  d'une  forme  quadratique  ternaire 
indéfinie. 

Cette  recherche  montre  que,  dans  des  cas-  très  étendus,  les  courbes  qui  cor- 
respondent à  des  classes  de  même  déterminant  et  de  même  genre  arithmétique 
ont  le  même  genre  géométrique  et  se  correspondent  point  par  point;  de  là, 
résulte  une  liaison  bien  inattendue  entre  les  deux  notions  si  dissemblables  de 
genre,  en  Arithmétique  et  en  Géométrie. 

On  fait  voir  ensuite  que  la  correspondance  univoque  entre  les  courbes  qui 
répondent  à  des  classes  du  même  genre  est  réalisée  par  des  transformations 
singulières  du  premier  degré,  et  l'on  met  en  évidence  le  lien  qui  unit  la 
théorie  de  ces  transformations  à  celle  des  formes  quadratiques  ternaires. 

Enfin,  dans  un  ordre  d'idées  analogue  à  celui  de  la  première  Partie,  on 
montre  comment  les  résultats  obtenus  se  rattachent  à  la  représentation  d'une 
forme  binaire  positive  par  la  forme  x1 —  f\yz  —  tu,  déjà  rencontrée  précédem- 
ment. 

JJoincaré  (//.)•    —   Sur   l'intégration   algébrique   des   équations 
linéaires  et  les  périodes  des  intégrales  abéliennes.  (139-212). 

Ce  Mémoire  constitue  le  développement  de  deux  Notes  publiées  par  l'auteur 
en  i&83  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCVII, 
p.  984  et  1189). 

Il  y  est  établi  d'abord  que,  quand  une  fonction  algébrique  satisfait  à  une 
équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  rationnels,  les  intégrales  abéliennes 
jouissent  de  propriétés  remarquables  et  que  leurs  périodes  sont  liées  par  des 
relations  curieuses.  M.  Poincaré  fait  voir,  en  passant,  qu'étant  donné  un  groupe 
fini  H  quelconque,  on  peut  toujours  trouver  (sauf  un  nombre  limité  d'excep- 
tions) un  groupe  fini  de  substitutions  linéaires  isomorphes  à  II  et  dont  les 
coefficients  soient  entiers. 

Il  applique  ses  résultats  à  un  groupe  simple,  étudié  en  détail  par  M.  Klein, 
savoir  le  groupe  de  la  résolvante  de  Galois  pour  l'équation  modulaire  du  sep- 
tième ordre,  qui  se  compose,  comme  il  est  bien  connu,  de  168  substitutions. 

M.  Poincaré  rappelle  ensuite,  avant  de  les  employer  à  l'objet  propre  de  ses 
recherches,  les  résultats  contenus  dans  les  Mémoires  publiés  récemment  par 
M.  Frobenius  sur  les  caractères  des  groupes;  il  en  rapproche  d'autres  résultats 
dos  à  M.  Cartan  et,  en  les  comparant,  éclaire  Tune  par  l'autre  les  théories  de 
ces  deux  auteurs. 

Après  diverses  applications  de  ces  théories,  M.  Poincaré  revient  sur  l'exemple 
fourni  par  le  groupe  Hlfa  de  M.  Klein,  puis  il  donne  en  terminant  la  significa- 
tion des  groupes  linéaires  à  coefficients  entiers  rencontrés  plus  haut  et  prouve 
que  tout  groupe  fini  contenu  dans  le  groupe  linéaire  conserve  une  forme  qua- 
dratique définie  positive,  ou  bien  une  forme  à  indéterminées  conjuguées. 

JLindelôf  (Ernst).  —  Sur  l'application  de  la  théorie  des  résidus 
au  prolongement  analytique  des  séries  de  Tavlor.  (21.J-221). 
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On  considère  une  fonction  9(5,  a)  analytique  par  rapport  a  la  variable  com- 
plexe z  =  oi'ii  dépendant  en  outre  d'un  paramètre  réel  et  positif  a,  à  laquelle 
sont  imposées  les  conditions  suivantes  : 

i«  «J,d  et  <{/d  étant  deux  angles  positifs  compris  entre  o  et  x,  elle  est  holo- 
morphe  pour 

quel  que  soit  p  et  pour  p  =  i,  quel  que  soit  ty; 
i*  Pour  —  <j>',=  <j>  <  <{v  on  a 

i?(5,«)i<e?Kis\ 

K(a)  tendant  vers  zéro  avec  a; 

3*  Quand  a  tend  vers  zéro,  ?(£,  a)  tend  uniformément  vers  l'unité,  dans 
toute  portion  du  domaine  où  est  vérifiée  l'hypothèse  i°; 

4*  Pour  n  infiniment  grand,  on  a 

1 
lim  {?(/!,  a)|«  =  o. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  hypothèses,  la  série 


représente  une  fonction  entière  de  la  variable  x  et  cette  fonction  tend  unifor- 
mément vers >  dans  toute  aire  intérieure  au  cercle  \x\  =  i,  lorsque  a  tend 

»  ™^  JE 

vers  zéro. 
A  ce  résultat,  M.  Lindelof  ajoute  les  deux  suivants 

I.  Le  paramètre  a  tendant  vers  zéro,  ta  fonction  entière  (i)  tend  unifor- 
mément vers dans  toute  aire  finie  intérieure  au  domaine  S  d'un  seul 

i  —  x 

tenant  dont  le  contour  est  formé  par  les  arcs  des  spirales  logarithmiques 

r  —  e<«>i«"»it,t',        r  =  «-«uns^ 

compris  entre  le  point  x  —  i  et  le  premier  point  où  ces  spirales  se  coupent 
en  dehors  du  cercle  \x\  =  i . 


II.  Étant  donnée  une  série  de  Taylor  quelconque 

f(x)-=  £anx", 
o 

ayant  un  rayon  de  convergence  fini  et  non  nul,  on  considère  le  domaine  S,, 
qu'une  inversion  ayant  l'origine  comme  pôle  fait  correspondre  à  la  portion 
du  plan  qui  est  extérieure  au  domaine  S;  on  désigne  par  (xSx)  le  domaine 
quon  déduit  de  S,  en  multipliant  géométriquement  par  x\  enfin,  on  définit 
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un  domaine  S,  comme  ensemble  des  points  x  tels  que  /(x)  soit  holomorphe 
à  l'intérieur  du  domaine  (xSt).  Lorsque  a  tend  vers  zéro,  la  /onction 
entière 


£aH?(n,  *)x> 


o 

tend  uniformément  vers  la  /onction  donnée  /(x)  dans  toute  aire  finie  inté- 
rieure au  domaine  Sa 

L'auteur  détermine  la  forme  géométrique  des  domaines  S  et  Sr  en  faisant 
diverses  hypothèses  sur  les  angles  <j/0  et  <j/d  et  applique  ses  théorèmes  au  cas  où 
la  fonction  fy(z,  a)  a  une  forme  particulière. 

Ford  (  Walter-B.).  —  Sur  la  fonction  définie  par  une  série  de 
Maclaurin.  (223-232). 

L'auteur  considère  la  série  de  Maclaurin 

(l)  ^(°)-+-5'(l)--H^(2)5,-+-...-+-^(/l)-5'»-»-... 

qui  définit  une  fonction  /(z)  de  la  variable  complexe  z  dans  un  cercle  de 
rayoo  r  et  démontre  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  la  série  (i),  la  /onction  g(tv)  de  la  variable  complexe  w  est 
uni/orme  et  analytique  quand  on  la  considère  pour  toutes  les  valeurs  de  w 
dont  la  partie  réelle  est  positive;  si,  de  plus f  pour  ces  mêmes  valeurs  de  w, 
il  existe  une  constante  c  telle  que,  quand  \w\  devient  infiniment  grand,  on 
ait 

Y\m\g(w)\  <ct 

la  /onction  /(z)  possède  une  branche  [  dont  la  série  (  i  )  est  une  partie  ]  uni' 
forme  et  analytique  dans  tout  le  plan  (fini)  de  la  variable 

z  =  p  (  cos  9  -h  i  sin  9  ) 

excepté  les  valeurs  réelles  et  positives  et  celte  branche  est  définie  par  la  /or- 
mule 


/(*) 


=  *<°>--T-/        EoTh^F d* 


où  l'on  suppose  9  compris  entre  —  n:  et  zéro. 

Le  Mémoire  se  termine  par  des  applications  de  ce  théorème  à  diverses  formes 
analytiques  de  la  fonction  g(w). 

Du  hem  (P.).  —  Sur  la  stabilité  cl  les  petits  mouvements  des 
•fluides.  (a33-3a8). 
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-    Le  Chapitre  I  Iraite  des  conditions  qui  suffisent  à  assurer  l'équilibre  d'un 

fluide. 

§  1.  La  recherche  de  ces  conditions  ne  relève  pas  exclusivement  du  calcul 
des  variations. 

§  2.  En  un  état  d'équilibre  stable,  le  potentiel  total  est  un  minimum  absolu. 
Cas  du  fluide  homogène  et  incompressible. 

§  3.  Cas  du  fluide  isolhermique  soumis  à  des  actions  extérieures  newlo- 
niennes. 

§  4.  Cas  du  fluide  homogène  et  compressible,  soumis  à  des  actions  exté- 
rieures non  newton iennes. 

§  5.  Cas  du  fluide  entropique. 

Le  Chapitre  II  contient  une  étude  cinématique  des  petits  mouvements  des 
fluides. 

§  1.  Étude  cinématique  des  petits  mouvements  quelconques. 
§  (2.  Petits  mouvements  pendulaires  d'un  corps  fluide. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  a  une  étude  dynamique  des  petits  mouvements 
des  fluides. 

§  1.  Considérations  générales. 

§  2.  Equations  des  petits  mouvements  pour  un  fluide  homogène  et  incom- 
pressible. 

§  3.  Équations  des  petits  mouvements  au  sein  d'un  fluide  homogène,  corn* 
pressible,  isolhermique,  soumis  à  des  actions  newton  iennes  et  non  newio- 
niennes. 

§  \.  Equations  des  petits  mouvements  au  sein  d'un  fluide  entropique. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  la  stabilité 
de  l'équilibre  d'un  fluide. 

§  1.  Cas  du  fluide  incompressible. 

§  2.  Cas  du    fluide    homogène,    compressible,    isothermique,    soumis    a    des 
actions  extérieures  newtoniennes  ou  non  newtnniennes. 
§  3.  Cas  du  fluide  entropique  soumis  à  une  pression  uniforme  et  constante. 
§  \.  Remarque  générale. 

Au  Chapitre  V  sont  étudiées  les  oscillations  pendulaires  des  corps  fluides. 

§  1.  Equations  générales  qui  régissent  les  oscillations  pendulaires  propres 
des  corps  fluides. 

§  2.  Relation  entre  le  problème  précédent  et  un  problème  de  calcul  des 
variations.  Cas  des  fluides  incompressibles. 

§  3.  Relation  entre  le  problème  des  petits  mouvements  pendulaires  d*un  corps 
fluide  et  un  problème  de  variations.  Cas  des  fluides  compressibles. 

Bord   {Emile).    —    Contribution   à    Kanaljse   arithmétique   du 
continu.  ( 3 29-0- j). 

Extrait  de  l'Introduction.  —  Toutes  les  .Mathématiques  peuvent   se  déduire 
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de  la  seule  nolion  de  nombre  entier;...  les  notions  fondamentales  où  inter- 
vient l'idée  de  limite...  sont  définies  successivement  à  partir  du  nombre 
entier. . .. 

On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  plus  strictement  arithmétique...  on  ne 
fait  jamais  intervenir  dans  chaque  question  qu'un  nombre  limité  de  nombres 
entiers  au  moyen  desquels  tous  les  éléments  de  la  question  sont  explicitement 
définis  ... 

Si  Ton  considère  ainsi  un  nombre  (rationnel,  algébrique  ou  transcendant) 
caractérisé  par  un  certain  nombre  d'entiers  et  par  certaines  opérations,  il  est 
clair  qu'on  est  conduit  à  regarder  ce  nombre  comme  d'autant  plus  compliqué 
que  ces  entiers  sont  plus  nombreux  et  plus  élevés  et  ces  opérations  plus  nom- 
breuses. La  complication  de  chaque  nombre  peut  être  ainsi  caractérisée  numé- 
riquement;... le  nombre  ou  symbole  qui  mesurera  cette  complication  sera  dit 
la  hauteur  du  nombre.... 

Ce  Mémoire  est  consacré  exclusivement  aux  nombres  rationnels  et  à  leur 
emploi  pour  l'approximation  des  incommensurables  quelconques.  Parmi  les 
résultats  nouveaux  qui  y  sont  renfermés,  je  citerai  notamment  le  suivant  : 

• 

//  est  possible  de  déterminer  a  priori  une  infinité  d'intervalles  (Aw,  Bn) 
tels  que  \H  et  Bw  augmentent  indéfiniment  avec  n  et  tels  que,  a  étant  un 
nombre  incommensurable  quelconque  compris  entre  o  et  i,  il  existe  des 
nombres  pH,  qn  vérifiant  les  inégalités 


i 
< -» 


V.<</„  <!*„• 


Plusieurs  des  résultats  de  ce  Mémoire  ont  été  obtenus  comme  conséquences 
d'un  principe  très  simple  dont  je  voudrais  dire  quelques  mots...;  on  sait  que 
n-k-\  points  sont  sur  Taxe  Ox  et  que  leurs  abscisses  sont  toutes  comprises 
entre  o  et  n;  il  faut  prouver  que,  parmi  ces  points,  il  en  est  deux  au  moins  dont 
la  distance  est  inférieure  à  un  (en  excluant  le  cas  où  les  abscisses  seraient  o, 
i,  a,  ...,  n  —  i,  n)....  Au  lieu  de  diviser  l'intervalle  o,  n  en  intervalles  fixes 
indépendants  des  nombres  x9,  x„  ...,  xn,  sur  lesquels  on  raisonne,  on  consi- 
dère des  intervalles  formés  à  partir  de  ces  nombres  eux-mêmes.  Lorsqu'il  n'y 
a  qu'un  nombre  limité  d'intervalles  les  deux  méthodes  sont,  au  fond,  équiva- 
lentes. Il  en  est  tout  autrement  lorsqu'il  y  en  a  un  nombre  illimité....  On  peut 
caractériser  celte  différence  de  méthode  en  disant  que  l'on  construit  le  continu 
au  moyen  de  petits  intervalles  entourant  des  points  isolés,  au  lieu  d'arriver  à 
ces  points  par  la  subdivision  indéfinie  de  l'étendue  donnée  d'avance;  la  con- 
struction en  est  faite,  si  l'on  peut  ainsi  dire,  du  dedans  et  non  plus  du 
dehors. . .. 

Ces  diverses  recherches  ont  une  même  conclusion  générale  :  la  rapidité  de 
l'approximation  des  nombres  incommensurables  par  des  nombres  rationnels  est 
en  relation  simple  avec  la  hauteur  de  ces  nombres,  telle  que  nous  l'avons 
définie  tout  à  l'heure.  C'est  là  un  principe  dont  l'importance,  à  la  fois  théo- 
rique et  pratique,  me  parait  devoir  être  considérable. 

Pech  (Robert).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Jordan.  (3j(i). 

Correction  à  une  équation  de  SchrGlcr,  publiée  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques en  i858. 
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Lerch  (/!/.).  —  Sur  le  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques 
binaires  d'un  discriminant  positif  fondamental.  (3j--4oi). 

Les  formes  binaires  a  coefficients  entiers 

ax1  ■+•  bxy  -+-  cy*, 

qui  appartiennent  au  même  discriminant 

D  =  6'— 4ar, 

se  répartissent  en  un  nombre  fini  de  classes»  qu'on  désignera  par  C1(D),  ea 
supposant  que  D  soit  un  déterminant  fondamental,  c'est-à-dire  tel  qu'il  ne  lai 
corresponde  que  des  formes  dont  les  coefficients  a,  A,  c  snnt  sans  diviseur 
commun. 

I.  En  vue  d'obtenir  une  formule  faisant  connaître  le  nombre  Cl(D),  t'aatear 

'  commence  par  établir  la  relation 


[V— i—  -  -1    =-  r(<v) 
Là  {w  +  n)u*       p  I  r(tt>) 

n— 0  Jp=0 


lim 

|    â^  \w  -+-  ny*t       p  | 

p=« 

qui  est  due  à  M.  Kinkelin;  dans  celte  relation  V  est  l'intégrale  culérieone  de 
seconde  espèce,  V  sa  dérivée  et  p  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 
Considérant  ensuite  la  série  de  Malmsten, 

v(x,  5,  u)  -  y 


* 

M.  Lerch  en  rapproche  une  formule  bien  connue  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  savoir 


m  «  r— 


tu  — 


et,  après  diverses  transformations,  arrive,  en  appliquant  le  théorème  de  M.  Kin- 
kelin, à  la  formule  remarquable 


_  rms%(x\is)  —  , 


où  a  est  une  quantité  positive,  et  qui  rattache  les  fonctions  &  aux  fonctions  T. 
D'après  les  résultais  dus  à   Dirichlct,  la  détermination  du   nombre  CI(D) 
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dépend  de  la  solution  fondamentale  de  l'équation  de  Fermât 

T2_  DU5'=  4, 

c'est-a-dire  de  la  solution  composée  des  plus  petits  entiers  T,  U.  Désignant  par 
E(D)  la  quantité 

T  -h  U  v^ 
» 

A 

par  (  —  j  le  symbole  de  Legendre,  généralisé  par  Kronecker,  et  posant 


-v/f 


M.  Lerch  parvient,  à  l'aide  de  la  relation   (1),  au  résultat  cherché,  qu'il  met 
sous  la  forme  suivante 


m  —  «o 

fT\\    ,       /»• 


(a) 


Cl  (  D  )  log  E  (  D)  =-.      -  V  (B)±  f        e-r« 

M  =  1  * 


»/:='• 


//1  - 1  


où  u  représente  une  quantité  positive  arbitraire. 

Les  applications  numériques  de  cette  formule  seraient  pénibles.  Aussi  l'auteur 

lui  fait-il  subir  une  modification  qui  rend  facile  le  calcul   du  nombre  CI(D), 

niAine  si  la  valeur  de  D  est  assez  considérable,  pourvu  que  Ton  connaisse  avec 

une  certaine   approximation   le   coefficient    IogE(D).   Ainsi   pour   0  =  9817, 

T 
sachant  (A.  Martin)  que  l'euticr  --  se  compose  de  97  chiffres,  on   trouve  très 

rapidement  Cl(  D)  —  1. 

Le  Roux  (./.)•  —  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (4o3-455). 

Le  Chapitre  1  traite  des  fonctions  d'une  infinité  de  variables  :  utilité  de  la 
considération  des  fonctions  d'une  infinité  de  variables;  éléments  variables  dont 
dépendent  les  intégrales  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles;  pro- , 
priétés  fondamentales  des  solutions;  domaine  restreint  dans  un  champ  d'une 
infinité  de  variables;  fonctions  d'une  infinité  de  variables,  fonctions  conver- 
gentes; séries  normales;  calculs  sur  les  fonctions  uniformément  convergentes, 
séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  uniformément  convergentes;  fonctions 
analytiques;  propriétés  des  dérivées. 

Au  Chapitre  U  sont  étudiées  les  fonctions  qui  dépendent  d'une  infinité  de 
constantes  arbitraires  :  définition  des  ensembles  de  fonctions  ;  ensembles 
linéaires,  fonctions  primaires;  propriétés  des  fonctions  d'un  ensemble  linéaire 
et  homogène;  équations  primaires;  caractéristiques;  changement  du  complexe 
caractéristique;  indices  caractéristiques  et  complexe  caractéristique  de  l'en- 
semble; équations  aux  dérivées  partielles  de  l'ensemble;  solutions  d'un  »yslciuc 
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linéaire  d'équations  aux  dérivées  partielles;  ensembles  non  linéaires;  ensembles 
dont  chaque  élément  comprend  plusieurs  fonctions. 

Au  troisième  et  dernier  Chapitre,  l'auteur  considère  les  groupes  généraux 
et  le$  fonctions  génératrices  :  forme  des  systèmes;  le  groupe  G,;  invariants 
du  groupe  G,  ;  le  groupe  G;  transformation  des  variables  initiales;  le  groupe  K  ; 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  transformations  infinitésimales  du 
groupe  K;  fonctions  génératrices  des  transformations  infinitésimales;  trans- 
formations infinitésimales  correspondant  à  une  fonction  génératrice  donnée, 
groupe  de  Darboux;  détermination  de  l'ensemble  des  fonctions  génératrices; 
expression  générale  des  fonctions  génératrices;  expressions  générales  des  trans- 
formations infinitésimales;  remarques  sur  l'ensemble  des  fonctions  génératrices; 
ensembles  fondamentaux  de  fonctions  génératrices;  transformations  équiva- 
lentes; l'accolade  de  Lie;  propriétés  des  accolades  de  Lie. 

L.  II. 
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où  u  satisfait  à  l'équation 

. ,  x  d*u       du 

(3)  5?-57  =  0- 

On  a  ainsi  des  surfaces  dont  une  famille  d'asymptotiques  se  projette  suivant 
les  courbes  intégrales  d'une  équation  de  la  forme 

et  dont  la  détermination  dépend  de  l'équation  (3). 

Cette  équation  est  celle  que  M.  Buhl  a  considérée  (voir  ci-dessus).  Seule- 
ment, ici,  la  réduction  de  l'équation  (1)  à  l'équation  (3)  s'effectue  non  plus  par 
un  simple  changement  de  variables,  mais  par  un  changement  simultané  de 
fonction  et  de  variables.  On  aura  donc  de  nouvelles  solutions  du  problème  de 
M.  Buhl  si  Ton  assujettit  la  fonction  /  à  la  condition  qui  exprime  que  l'équa- 
tion (4)  définit  une  famille  de  courbes  formant  avec  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales un  réseau  proportionnel.  On  trouve  ainsi  que/  doit  vérifier  l'équation 

<5)       S+^^+/,P=o  (•=•«"»»/). 

Alors  le  réseau  proportionnel  est  donné  par  les  équations 

(6)  *==eï^s.ncx-  -cosaj,        y  =  eï(^cosa+^sinaj, 

où  y  =  const.  définit  les  courbes  du  système.  On  obtient  la  surface  à  pente  uni- 
forme en  adjoignant  à  ces  relations  l'équation  (2). 

Enfin,  pour  choisir  u  de  façon  à  identifier  la  famille  de  courbes  (6)  avec  une 
famille  donnée  de  courbes  vérifiant  l'équation  (5),  on  a  à  intégrer  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  et  deux  quadratures  à  effectuer. 

Lebesgue  (//.).  —  Sur  le  problème  des  aires.  (197-203). 

L'auteur  pose  en  ces  termes  le  problème  des  aires  des  domaines  plans  :  Atta- 
cher à  chaque  domaine  plan  un  nombre  positif  (que  Ton  appellera  son  aire) 
tel  que  :  1*  deux  domaines  superposables  aient  la  même  aire;  a°  le  domaine 
formé  par  la  réunion  de  deux  domaines,  sans  points  intérieurs  communs,  ayant 
en  commun  un  arc  de  frontière  et  un  seul,  ait  pour  aire  la  somme  des  aires  des 
domaines  composants. 

11  montre  ici  que  le  problème  des  aires  est  indéterminé  pour  les  domaines 
non  quarrables. 

Estanave  (JS.).  —  Sur  les  coefficients  des  développements  en 
séries  de  langer,  sécr  et  d'autres  fonctions;  leur  expression  à 
l'aide  d'un  déterminant  unique.  (2o3-2o8). 
Bull,  des  Sciences  mat  lié  m.,  j«  série,  t.  XXX.  (Février  1906.)  H.  2 
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Les  nombres  \n  de  M.  Désiré  André  qui  figurent  dans  les  développements 

x  xl  x*  a?V""! 

ung*  =  Al7T+A,n+A1jI+...+  A1_I(-;?--î+..., 

sécr  =  A,       -^-Aj-r  -h  A,  y-,  -+-...-{-  A,  — -f  -+-..., 

a  »  **i  *  P  ' 

peuvent  être  substitués  avec  avantage  à  la  considération  d'autres  suites 
nombres  tels  que  ceux  d'Euler,  de  Bernoulli,  de  Genocchi,  suites  disparates  d 
tiers  et  de  fractions,  sans  loi  simple  et  sans  signification  intrinsèque.  Au  c 
traire,  les  nombres  A„  sont  tous  entiers;  ils  ont  une  signification  combinat 
propre,  et,  par  suite,  une  existence  indépendante  des  développements  où  ils  (m 
rent  comme  coefficients. 

M.  Kstanave  donne  du  nombre  AA  une  expression  générale  par  un  dé  ter  mi 
d'ordre  n  dont  les  éléments  sont  des  nombres  de  combinaisons. 

fladamard.  —   Sur  un  problème  mixte  aux  dérivées  partiel 

(308-229). 

htant  données  une  équation  de  Laplace 

à:  z  dz        .  àz 

t)x  (ht  t)x  dr 

et  une  ligne  L  coupée  en  un  seul  point  par  chaque  droite  x  =  const.  etch» 
droite  ;»•  =  const..  une  solution  de  l'équation  (1)  sera  déterminée  si  Ton  d*  ' 
en  chaque  point  de  L,  les  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées  premières  (do»"» 
de  Cauchy  ^. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  la  hune  !..  toujours  coupée  en  un  seul  point 
toute  droite  x  =-  const..  se  compose  de  deux  arcs  B\,  AC  tels  que  toute  S  - 
v  =  eon*t.  qui  coupe  l'un  coupe  aussi  l'autre.  Le  problème  détient  inipo 
^  Picarde  par  surabondance  de  conditions. 

M    lladamard  lui  substitue  un  problème  mixie.  intermédiaire  entre  ce!  •-=- 
Cauehv  et  celui  de  hiriclilct,  on  se  donnant  >ur  l'arc  H  \  les  données  île  Ca  avi 
sur  faiv  \0  le*  valeurs  de  c  seulement.  Le  problème  e<t  alors  p<issible  e- • 
termme.    Il    intervient  dans  diverses  retherches   de    physique   mathêmal- 
C'est  pourquoi  I  auteur  en  .1  cherché  une  solution  an^htgue  à  celle  qui  r*^ 
pour  le  problème  de  I>m'lùcl  de  la  considération  de  la  fonction  de  Gre-e 
pour  le  problème   de  C.aui"ii\.  rt'l.itif  a   lYquation  ■  i".  de  la  méthode  de 
niann. 

lotte  *oïu:ion  s'a.vorde.  dan*  le  cas  p.rliculier  de  l'ejuation  des  tel 
phi*;es.  a\e»*  oei.e  »;.:i  à**..'  :r.>j\«\*  .iir»    inii«nt  par  M.  Rrillouin.  Elle  c*--» 
même  a  *t:np  i^.er  ee::o   d;:n.i'0  en   s  rman;   la  fonction  t"  4    l'aide  de 
lonvî:. •«*  »:e  U^>v  '  v,.:.*  .-  ;^;r;.:.:ro.  La  o..mparais««n   de   cette  expressio*» 
00  >  ^iïc  l'on  »«l-::cr.:  :  *r  .; ....  ;:-.;..; e  fo-.irni..  pour  la    fonction  de  ltc**fl 
»i-.t"e   ».:v.  v.:w  jt.  ;r.i:.    t   r..t;.  i.:^  ,:r  qui  a  d'ailleurs  son  analogue  p»>t 
!'.  ;;,  ;.,  r,<  .i:  IVv. ''.  ..'...;."."■*   ^.".c  wu  y.u ->. 


«  « 
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complet  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
dune  seule  fonction  inconnue  (224-229). 

Soit  donné  un  système  complet  de  m  équations 

O)      />*  =  Hk{xlfx2f a7«»^/?«+n/?iH+2»  '-,P«)        (*  =  i,2,  ...,m), 

• 

où  les  fonctions  Hè  sont  holomorphcs  au  voisinage  des  valeurs  zéro  des  quan- 
tités xXJ  xit  ...,  xMt  z*  pm+v  ...ypm.  L'auteur  prouve  qu'il  existe  une  intégrale 
du  système  (  1  )  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  xx  =  x%  = . . .  =  xH  =  o  et 
telle  que  les  valeurs  de 

àz  dz  dz 


'     àxm+x      dxm^  dxm 

rn  ce  point  deviennent  identiques  à 

,        àf  <>/  df 

dxmil      dxm+7  dxn 

f  étant  une  fonction  des  variables  xm+ly  xm+2,  . ..,  xm1  arbitraire,  mais  holo- 
naorphe  aux  environs  du  point 

^•n+l  =  ^m+î  =  .  .  .  =  Xm  =  O 

?*  s'annulant  en  ce  point  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre. 

e  MontcheuiL  —  Séparation  analytique  d'un  système  de  rayons 
incidents  et  rélléchis.  (233-258). 

Deux  familles  de  surfaces  normales,  Tune  à  une  congruence  de  rayons  inci- 
dents, l'autre  à  la  congruence  des  rayons  réfléchis,  peuvent  être  considérées 
domine  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  la  sur- 
r^ice  dirimante.  La  séparation  analytique  de  ces  deux  nappes  n'est  possible  que 
£ans  des  cas  particuliers  dont  l'un  fait  l'objet  du  présent  Mémoire. 

Avant  de  l'aborder,  l'auteur  résout  l'équation 

ds*  =  dx7  -h  dy*  -+-  dzzy 

classique  dans  la  théorie  des  courbes  gauches,  par  une  méthode  toute  nouvelle. 
Il  obtient  ainsi  le  système 

x=  ?—^-  (C-hD')H-uC'  — C, 

(■)  |^  =  i[^-^(C'+U')-hC'+c], 

z  =  H(C'-hD,)-C, 
5  =  D, 

Cjui  présente  l'important  avantage  d'exprimer  les  inconnues  en  fonction  ration- 
nelle des  éléments  de  la  solution,  savoir  la  variable  u,  les  fonctions  arbi- 
traires C  et  D,  ainsi  que  leurs  dérivées  C,  C,  D'. 
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On   peut  alors  prendre  comme  variable   indépendante  l'arc,  s  de  la  courbe, 
lieu  du  point  {x,y>  z)y  et,  désignant  les  dérivées  par  des  accents,  on  troure  : 


,    v  ~  -         n'C—Cu'+uP 

(  2  \         r=    • =    =  . 


Ces  formules,  curieuses  en  elles-mêmes,  permettent  notamment  de  déterminer 
toutes  les  courbes  gauches  dont  les  coordonnées  sont  des  /onctions  rationnelles 
de  leur  arc  :  on  n'a  qu'à  prendre  pour  Met  C  des  fonctions  rationnelles  de  *. 

Une  autre  solution  du  problème  général  conduit  l'auteur  à  de  nouvelles  for- 
mules d'où  il  déduit  entre  autres  pour  les  coordonnées  d'une  courbe  sphériqoe 
des  expressions  entièrement  rationnelles  (Tare  dépend  d'une  quadrature). 

Il  est  ensuite  montré  comment  les  formules  (1)  réalisent  la  séparation  des 
deux  plans  tangents  isotropes:  on  déduit,  en  effet,  de  ces  formules,  deux  équa- 
tions distinctes  pour  les  deux  plans  tangents  isotropes,  équations  dont  les  coef- 
ficients sont  rationnels  en  a,  C,  C,  C,  C*,  D',  D".  L'auteur  montre,  à  cette 
occasion,  que  les  courbes  unicursales  dont  les  plans  tangents  isotropes  sont  aoa- 
lyiiquement  séparables  ne  sont  autres  que  celles  dont  la  différentielle  de  l'arc  est 
rationnelle  par  rapport  à  la  variable. 

Ces  préliminaires  permettent  d'étudier  le  réseau  des  courbes  génératrices 
d'une  surface  de  translation  lieu  des  milieux  M  des  cordes  reliant  deux  courbes  P 
et  P,  définies  par  deux  systèmes  tels  que  (1).  On  considère  deux  sphères  Ta 
riables  ayant  pour  centre  communie  point  M  et  pour  rayons,  Tune  la  demi-somme, 
l'adiré  la  demi-différence  des  arcs  compris  sur  P  et  P,  entre  une  origine  fixe 
et  les  extrémités  du  segment  dont  M  est  le  milieu.  Soient  Q'et  Q,  les  courbes 
de  mômes  paramétres  que  P  et  P,  qui  se  croisent  en  M.  Les  enveloppes  des  deux 
sphères  se  composeront  de  quatre  surfaces  respectivement  normales  aux  quatre 
congruences  de  droites  intersections  des  quatre  plans  isotropes  tangents  au* 
courbes  Q,  Qr  La  surface  de  translation  pourra  être  considérée  comme  la  sur- 
face diriiuantc  de  deux  systèmes  de  rayons  incidents  et  réfléchis  fournis  parles 
quatre  congruences.  Pour  que  les  deux  nappes  des  enveloppes  des  deux  sphères 
soient  analyliquement  séparables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coordonnées  des 
deux  courbes  P  et  P,  soient  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arcs. 

Le  Mémoire  se  termine  par  des  exemples  et  la  détermination  des  systèmes 
dérivés  des  sphères  ci-dessus  et  pour  lesquels  l'une  des  congruences  est  formée 
de  rayons  parallèles. 

Lecornu  (L.).  —  Propriétés  géométriques  des  milieux  continus. 

(258-268). 

«  Toute  équation  'ç(x,y,  z)  =  C  dans  laquelle  C  désigne  une  constante  arbi- 
traire définit  une  famille  de  surfaces;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraicetuuc 
même  famille  de  surfaces  correspond  à  une  infinité  d'équations  obtenues  eo 
remplaçant  9  par  une  fonction  arbitraire  de  9.  Si  l'on  veut  avoir  une  repré- 
sentation adéquate  de  l'équation  9  =  C,  il  faut  considérer  une  variable  de  plus 
et  imaginer,  par  exemple,  un  milieu  matériel  dans  lequel  'f(x,y,  z)  serait  la 
densité  au  point  ( x,y,  z).  Les  surfaces  9  =  C  sont  alors  les  surfaces  d'égale 
densité.  Parmi  les  propriétés  d'un  pareil  milieu,  les  unes  se  confondent  avec  les 
propriétés  purement  géométriques  du  système  de  surfaces  et  demeurent  inva- 
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riables,  quelle  que  soil  la  loi  rie  variation  de  la  densité  dans  le  passage  d'une 
surface  à  une  autre;  les  autres  dépendent  essentiellement  de  cette  loi  de  dis- 
tribution. 

«  Je  me  propose  d'établir  ici  quelques  théorèmes  de  géométrie  infinitésimale 
concernant  ces  deux  sortes  de  propriétés.  » 

iutonne  (L.).   —  Sur  quelques  propriétés  des  matrices  hypo- 
hermiliennes  «-aires.  (268-271). 

Vorel  (Emile).   —   Quelques   remarques   sur   les  ensembles  de 
droites  ou  de  plans.  (272-2-5). 

°errin  (Raoul).  —  Sur  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 
des  coniques  et  leur  interprétation  géométrique.  (270-285). 

L'auteur  a  déjà  fait  connaître  (voir  ci-dessus)  une    intégrale  première  de 
l'équation  différentielle  des  coniques 

(|)  yy'îy*—  fty  *  y"  y*  +  f^y»*  =  „f 

que  Ton  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

(a)  9K2(?3-M?,)  —  45R?lPa-*-4oPî  =  of 

en  introduisant  le  rayon  de  courbure  R  de  la  conique  et  les  rayons  de  cour- 
bure p|,  p„  p3  de  ses  développées  successives  en  des  points  correspondants  el  les 
affectant  de  signes  tels  que  ce  soient  aussi  les  dérivées  successives  de  l'arc  de  la 
conique  par  rapport  à  l'angle  de  contingence.  L'intégrale  première,  obtenue  par 
M.  Perrin,  peut  s'écrire 

(3  )  [■ l{i;t*      Hl>tJ  =  const.  =  R, 

et  donne  pour  R  =  o  l'équation  différentielle  des  paraboles.  Or  l'auteur  a  remar- 
qué que  le  type 

aR2+pRp,+  Y?î=0 

comprend  pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  a,  p,  y  les  équations 
différentielles  de  courbes  remarquables  :  chaînettes,  certaines  courbes  de  pour- 
suite, hyperboles  équilateres.  Ces  dernières  ont  pour  équation 

18R2  —  3Rp,+  5p;  =  o. 

Il  y  avait  dès  lors  lieu  de  rechercher  si  cette  équation  des  hyperboles  équila- 
teres ne  conduirait  pas  à  une  nouvelle  intégrale  première  de  l'équation  (j), 
analogue  à  la  relation  (3).  Effectivement,  il  existe  une  telle  intégrale,  qui  est 

iHR'— 3Ra,-4-5o; 
^~ =  const. 

Mais,  si  l'on  exprime  cette  intégrale  au  moyen  des  dérivées  de  y,  l'angle  u> 


vie 
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des  coordonnées  s'introduit,  et  ia  conique  étant  représentée  par 

oa?5+  by*-*-  c  -+-  ifx  +  2gy  -h  ihxy  =  o, 

son  discriminant  abc  •+-  ifgh  —  af^  —  bg*  —  ch?  par  A,  on  trouve 

_I  11 

9 A    »  (a  H-  6  —  2/4  cosw)^"  *  -4-  oy"4-*-  6y'y  (^'-f-cos») 

4.  (  Sy'yi*—  fy"*  )  (^-4-  J^'  C04W  -h  1)  =  o. 

L'angle  u>  étant  arbitraire,  on  obtient  deux  intégrales  distinctes  en  égalr  *anl 

séparément  à  zéro  le  coefficient  de  coso>  et  la  partie  indépendante  de  co^s=-      — 4w. 
Avec  l'intégrale  (3)  cela  fait  trois  intégrales  premières  de  l'équation  (1). 

L'auteur  déduit  de   la  connaissance  de  ces  trois  intégrales  diverses  coo« 
quenecs,  notamment  le  moyen  de  former  l'équation  différentielle  du  quatriè 
ordre  de  tout  système  de  coniques  défini  par  une  relation  où  ne  figurent  qu 
forme  ou  l'orientation  ou  les  deux  ensemble,    mais   non   la  position  abso 
dans  le  plan. 

Quiquet  {Albert).  —  Sur  l'emploi  simultané  de  lois  de  sur 
distinctes.  (286-290). 

Boulanger  (A.).  —  Sur  les  équations  différentielles  du  troisic 
ordre   qui   admettent  un    groupe  continu   de  Iransformalio 

(290-299). 

L'objet  de  cette   élude  est  de  déterminer  toutes  les  équations  du  troisit— rsr^— ^**'mc 
ordre 

y=\Hx,y.y,y) 

où  K  est  rationnel  en  y"%  y*%  analytique  en  y  et  x^  qui  admettent  un  gro  -^  »upc 

continu  de  transformations  de  la  forme 

X  =  x,        Y  .-=  F( x.  y,  a,  b,c), 

où  F,  rationnel  en  r,  analytique  en  xy  dépend  essentiellement  des  trois  pc: 
mètres  a%  0y  c. 

D'après  un   théorème,  dû   à  M.  Pain  levé,  les  équations  qui  admettent  u 
groupe  (F)  transitif  ont  leurs  points  critiques  fixes.  En  conséquence,  ellc^ 
ramènent  à  des  combinaisons  d'équations  liuéaires  et  de  quadratures.  Mai^35 
pouvait   se  demander  si    les   inversions   au    moyen   desquelles   s'effectue  c~< 
réduction  ne  conduiraient  pas  à  des   transcendantes  nouvelles.  Dans  le  cas? 
groupe  (V)  il  n'en  est  rien,  et  la  conclusion  de  M.  Boulanger  est  la  suivar»' 

Les  seules  équations  du  type  considéré  qui  répondent  à  la  question  sont 
équations  linéaires  ou  se  déduisent  des  équations  linéaires  par  une  tran>f<> 
mation    hoinograpliiquc  elTccluéc  sur  la  fonction,}',  suivie  ou  non  du  ebanf 
nient  de  fonction  y  —  c' . 

IladamarcL  —  Sur  les  surfaces  ù  courbure  positive.  (3oo-3oi) 

L'auteur  a  démontré  antérieuremrnt    qu'une   surface   fermée  S   à   courliu 


te 
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positive  correspond  d'une  manière  univoque  à  sa  représentation  sphérique.  De 
celle  propriété  i)  déduit  ici  cette  conséquence  : 

Une  surface  à  courbure  partout  positive,  dépourvue  de  singularités  et  fermée, 
est  tout  entière  située  d'un  même  côlé  de  chacun  de  ses  plans  tangents. 

Cette  proposition  ne  saurait  être  considérée  comme  évidente,  car  l'énoncé 
correspondant  relatif  aux  courbes  est  faux. 


Tome  XXXII,  1904. 
JUittag-Lejffler  (G.).  —  Sur  le  théorème  de  M.  Jeusen.  (i-4)- 

Soit /(-s)  une  fonction  méromorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  S  com- 
prenant à  son  intérieur  le  point  xy  qui  n'est  ni  un  pôle  ni  un  zéro.  Cette  fonction 
est  supposée  holomorphe  et  différente  de  zéro  sur  le  contour  même.  Soient  a,, 
a,,  ...,  aH  les  zéros  de  /( z)  intérieurs  au  contour,  chacun  d'eux  étant  compté 
avec  son  ordre  de  multiplicité,  et  6M  62,  ...,  bm  les  pôles  de  f(z)  intérieurs  À 
S,  chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité. 

L'auleur  évalue  l'intégrale 

Iog/(s)^ 


ÎTZJ  Z — X 


prise  le  long  du  contour  S  dans  le  sens  direct,  à  partir  d'un  point  A  du  con- 
tour. Par  ce  moyen  il  trouve 

'W-{àl-x){b7-x)...{bm-x){X      x) 

Faisant  s  —  x  =  re*  et  prenant  pour  S  le  cercle  du  centre  x,  de  rayon  r,  on 
obtient 


formule  qui  donne  celle  de  M.  Jeusen  quand  on  y  fait  x  =  o. 

M.  Mittag-Leffler  établit  ensuite  une  nouvelle  expression  de  f(x),  qu'il  gé- 
néralise. 

De  Polignac  (C).  —  Recherches  sur  la  divisibilité  du  nombre 

1 .  9. .  .  .FIT 


(1.2.  .  ,X)1 

par  les  puissances  de  la  factoriclle  1.2. .  ./z.  (5-43). 

Le  Mémoire  débute  par  la  démonstration  de  trois  lemmes,  où  figure  un  en- 
tier positif  x,  et  son  expression  dans  le  système  de  numération  dont  la  base 
est  ud  nombre  premier  p 

x  —  anpm^-aH_lpa  l -h . . .+  a2pz  +■  atp  -¥-  a9. 
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Désignant  par  Lx  la  somme  <z0-t-  aj-4-...-t-  aw_,-4-ap  des  chiffres  de  xy  on  a 
les  propositions  suivantes  : 

I.  L'exposant  de  la  plus  haute  puissance  dtp  qui  entre  comme  diviseur  dans 

x  —  I>x 
le  produit  i.2.3. .  .x  est • 

*  P-1 

II.  Soit  n  un  second   nombre  entier  écrit  dans  le  système  numérique  de 
base  p„;  faisant  l'addition  x  -h  n,  on  aura 

£( x  -+-  n)  =  Sx  -f-  Sn  —  À(/>  —  i), 

où  A:  désigne  le  nombre  total  d'unités  que,  dans  l'addition,  on  est  amené  à  re- 
porter d'une  colonne  à  la  suivante. 

III.  Faisant  le  produit  nx,  on  aura 

S/iar  =  S/i.Sar  —  k(p  —  i), 

k  ayant  la  même  signification. 

Ces  propositions  conduisent  à  diverses  conséquences;  en  voici   une  :  Si  le 
produit  i.2.3...(/t  —  i)/iest  divisible  par/?*  et  non  par/?*+l,  le  produit 

(a?H-i)(a7-hÀr)...(a?«+-n) 

sera  divisible  par  p*+k,  k  ayant  toujours  la  même  signification. 
Voici  maintenant  celle  qui  fait  l'objet  propre  du  Mémoire  actuel  : 

L'entier 

i .  2 . . .  n  x 


E  = 


(i.a. .  .X)n 

est  divisible  par  la  factorielle  1.2.../1. 

Parlant  de  là,  M.  de  Polignac  pousse  plus  loin  l'investigation.  Introduisant 
le  nombre  a  qui  est  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  S.r  quand  p  parcourt 
la  suite  indéfinie  des  nombres  premiers,  il  prouve  que  K  est  toujours  divisible 
par  (1.2. .  ./i)T. 

Il  parvient  ensuite  à  établir  que  la  plus  haute  puissance  de  la  factorielle 
1.2. .  .n  qui  puisse  diviser  l'entier  E  est  5  4-  3.  Mais  divers  exemples  montrent 
que  cet  exposant  peut  n'être  pas  supérieur  à  9.  Il  est  possible  que  9  soit,  dans 
tous  les  cas,  l'exposant  maximum;  mais  on  n'est  pas  en  droit  de  l'affirmer. 

Rémoundos  {Georges.).  —  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions 
transcendantes.  (44~5o). 

L'auteur  considère  la  fonction  u(z)  définie  par  l'équation 

«•(«0  +  »i(«0  Ai  (-)  + <M  "  )A3(.s  )-+-... -h  <rv(  u)  A,(5)  =  o, 

où  les  A  (s)  sont  des  fonctions  transcendantes  entières  de  genre  fini  et  les 
ff(w)  des  fonctions  entières  de  u  absolument  quelconques. 
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Il  prouve  d'abord  que  cette  fonction  prend,  dans  le  domaine  de  l'infini,  toutes 
les  valeurs,  sauf  peut-être  un  ensemble  dénombrable  qu'il  définit. 

Il  examine,  en  particulier,  le  cas  où  l'équation  qui  définit  u  est  algébrique 
en  u  : 

uv+Al(:)«'-1  +  AJ(;)My-'4-..,+  A>.1(;)«+Av(5)  =  o. 

La  fonction  u(z)  est  alors  dite  algébroïde;  son  genre  et  son  ordre  sont,  par 
convention,  le  plus  grand  des  genres  et  le  plus  grand  des  ordres  des  coeffi- 
cients X(z).  Ces  fonctions  peuvent,  d'ailleurs,  être  méromorphes.  Si  elles  sont 
quasi-entières  ou  quasi-méromorphes  au  sens  de  M.  Maillet,  la  fonction  usera 
dite  quasi-algébro'ide. 
M.  Rémoundos  démontre  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  transcendante  algébroïde  ou  quasi- algébroïde  à  v  branches 
et  de  genre  fini  prend y  dans  le  domaine  de  l'infini,  toutes  les  valeurs,  sauf 
2vau  plus.  Si  le  nombre  des  valeurs  exceptionnelles  est  supérieur  à  av,  la 
fonction  u(z)  est  algébrique. 

JLccornu  (L.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  pesant  guidé  par 
une  courbe  rigide.  (5o-56). 

L'auteur  pose  et  résout  le  problème  suivant  : 

Quelle  doit  être  la  forme  d'une  courbe  rigide,  située  dans  un  plan  ver- 
tical, pour  qu'un  mobile  pesant  qui  parcourt  cette  courbe  sans  frottement 
exerce  sur  elle  une  pression  constante? 

Si  Ton  construit  l'hodographe  du  mouvement,  en  menant  par  une  origine 
fixe  un  vecteur  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  du  mobile,  on  reconnaît  immédia- 
tement que  Vhodographe  est  une  conique.  Mais  il  y  a  plus  :  l'extrémité  du 
vecteur  considéré  se  meut  exactement  comme  une  planète. 

De  là  résulte  cette  remarque  intéressante,  que  dans  le  mouvement  planétaire 
la  vitesse  est  à  chaque  instant  la  résultante  de  deux  vitesses  constantes,  Tune 
perpendiculaire  au  grand  axe  de  l'orbite,  et  l'autre  normale  au  rayon  vecteur 
du  Soleil. 

M.  Lccornu  examine  successivement  les  trois  cas  où  l'hodographe  est  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole.  Il  exprime  les  coordonnées  du  mobile 
pesant  en  fonction  de  l'anomalie  excentrique  de  l'hodographe  :  dans  les  deux 
premiers  cas,  la  courbe  cherchée  est  transcendante,  mais  son  arc  s'exprime  algé- 
briquement en  fonction  des  coordonnées  de  son  extrémité;  dans  le  dernier,  on 
trouve  une  courbe  unicursalc  du  cinquième  degré  avec  un  point  double  réel  et 
deux  branches  paraboliques  à  direction  asymptotique  horizontale. 

Laisant  (C.-A.).  —  Influence  de  la  forme  des  équations  en  géo- 
métrie analytique.  (56-58). 

Exemples  d'équations  qui  représentent  des  portions  de  courbes  ou  des  seg- 
ments de  droite. 

Estanave  (/?.).  —  Sur  un  hyperbolographc  a  liquide.  (58-63). 
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Une  branche  d'hyperbole  est,  comme  on  sait,  l'enveloppe  d'une  droite  qui 
forme  avec  les  deux  asymptotes  un  triangle  d'aire  constante. 

D'après  cela,  une  cuve  en  forme  de  prisme  triangulaire  contenant  un  liquide, 
si  l'une  de  ses  faces  pivote  autour  de  l'arête  du  prisme  placée  horizontalement, 
la  surface  libre  du  liquide  enveloppera  un  cylindre  hyperbolique  dont  les  gé- 
nératrices seront  parallèles  à  cette  arête. 

Tel  est  le  principe  de  l'hyperbolographe  réalisé  par  M.  Estanave. 

Petrovitch  (Michel.).  —  Remarque  sur  les  zéros  des  fondions 
entières.  (65-67). 

On  considère  une  fonction  entière  F(s)  de  genre/?.  Désignant  par  M(r)  le 
maximum  du  module  de  F(s)  lorsque  le  module  de  z  est  égal  à  r,  r  étant  une 
variable  réelle  positive,  on  sait  que,  quel  que  soit  le  nombre  réel  et  positifs, 
le  produit 

reste  inférieur  à  un  certain  nombre  fini  N  lorsque  r  varie  de  zéro  à  l'infini. 
L'auteur  montre  comment  on  peut  obtenir  des  limites  inférieures  des  modales 
des  racines  de  l'équation  F(s)  =  C,  lorsque  l'on  connaît,  outre  cette  con- 
stante C,  la  valeur  F(o)  et  une  limite  supérieure  du  nombre  N  correspondant 
à  une  valeur  donnée  de  a. 

Petrovitch  (Michel.).  —  Sur  les  fonctions  représentées  par  une 
classe  étendue  d'intégrales  définies.  (67-103). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  l'élude  des  intégrales  de  la  forme 
(1)  F(s)=    f*(t,z)<it> 

où  K  est  une  fonction  rationnelle  en  z,  à  coefficients  quelconques  en  /,  inté- 
grales qui  sont  susceptibles  de  représenter  des  fonctions  analytiques  arbitraires 
de  z. 

En  eiïet,  toute  fonction  analytique  de  z  est  représentée  parla  formule  fonda- 
mentale de  Cauchy 


2  11Z  Jl     t  —  Z 


Des  résultats  analogues  ont  été  donnés  par  Stielljes  et  plus  récemment  par 
M.  Le  Roy  et  M.  Petrovitch. 

Le  problème  est,  d'ailleurs,  indéterminé.  Car,  une  fois  la  fonction  F(s) 
exprimée  d'une  manière  quelconque  sous  la  forme  (1),  on  saura  l'e-xprimtr 
d'une  infinité  de  manières  par  une  intégrale  de  la  forme  (1),  par  addition 
d'intégrales  du  même  type  et  dont  la  valeur  est  nulle. 

De  plus,  il  arrive  souvent  qu'étant  donnée  une  transcendante  F (5),  inéduc- 
tible  aux  fonctions  usuelles,  on  peut  lui  faire  correspondre  des  fractions  \\{t%  z) 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  très  simples  de  t. 

Enfin,  les  intégrales  du  type  (1)  se  présentent  d'elles-mêmes  dans  la  solution 
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de  problèmes  variés,  notamment  lorsque,  étant  donnée  une  équation  algébrique 
du  premier  ordre 

*(*"•£)=• 

à  points  critiques  fixes  et  du  genre  zéro,  on  veut  évaluer  l'intégrale 

j  W{x,y)dx, 

où  R  est  rationnel  en  y. 

Ainsi  l'élément  analytique  considéré  dans  toute  sa  généralité  par  M.  Pelro- 
vitch  peut  donner  lieu  à  des  recherches  intéressantes,  et  cela  dans  diverses  di- 
rections. 

Ici  l'auteur  se  donne  une  intégrale  déterminée  (1),  où  les  coefficients  de  la 
fraction  rationnelle  R,  ainsi  que  le  chemin  d'intégration  L,  sont  connus.  Sans 
chercher  à  ramener  à  des  combinaisons  explicites  d'éléments  connus  la  fonc- 
tion F  (s)  que  cette  intégrale  représente,  il  indique  les  relations  qui  existent 
entre  certaines  particularités  des  coefficients  de  R  et  celles  de  F(s). 

«  Tout  d'abord,  le  développement  de  l'intégrale  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  la  variable  z  met  en  évidence  la  possibilité  d'exprimer  la  fonc- 
tion F(z)  comme  combinaison  simple  de  diverses  puissances  de  z  et  de  cer- 
taines fonctions  6(<ff)  jouant,  par  rapport  à  F(s),  le  rôle  d'une  espèce  d'élé- 
ments simples. 

»  Les  coefficients  des  séries 

0  (  z  )  =  <z„  -h  a,  z  =  at  z7  -h . . . 
ainsi  obtenus  et  correspondant  à  ces  éléments  simples  apparaissent  sous  la  forme 

<*n=  (tA(t)[r(t)]"dtJ 

où  les  fonctions  A(l)  et  r(t)  dépendent  algébriquement  des  coefficients  de  la 
fonction  rationnelle  R. 

»  La  forme  même  de  la  dernière  intégrale,  déjà  étudiée  sous  quelques  rap- 
ports et  dans  certains  cas  plus  particuliers,  rend  particulièrement  faciles  di- 
verses recherches  concernant,  par  exemple,  la  manière  dont  am  varie  avec  /i, 
ses  limites  supérieure  ou  inférieure,  sa  valeur  approchée  ou  valeur  asymptotique 
pour  n  très  grand,  la  convergence  des  séries  0  (  z  )  et  diverses  autres  particularités 
des  fonctions  ô(s)  (zéros,  singularités,  valeurs  asymptotiques,  mode  de  crois- 
sance, etc.)* 

»  Les  résultats  récents  sur  les  séries  de  Taylor  et  sur  les  fonctions  représen- 
tées par  des  intégrales  définies,  comme  par  exemple  ceux  de  MM.  Hadamard 
et  Le  Roy,  y  trouveront  un  vaste  champ  d'applications  variées.  » 

Stichar  (Paul-J.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires 
réciproques  du  second  ordre.  (io3-i  16). 
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Étant  donnée  une  équation  du  second  ordre 


on  fait  le  changement  de  variable 

x{  =  /  f(x)  dx 
qui  donne  par  inversion 


*=  +(^i)» 


puis  le  changement  de  fonction 


_  dy 
Xl  ~  dx,  ' 


v        on  obtient  ainsi  l'équation 


d*  v  y 


que  l'auteur  appelle  réciproque  de  l'équation  de  départ.  Deux  équations  réci- 
proques sont  donc  caractérisées  par  la  propriété  suivante  :  la  dérivée  d'âne  so- 
lution d'une  des  équations,  considérée  comme  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante de  l'autre,  est  une  solution  de  cette  dernière. 
Un  exemple  d'équations  réciproques  est  le  suivant  : 

—  4» 


d'y, 


M.  Sucliar  intègre  l'équation  (i)  sans  invoquer  les  propriétés  connues  de  l'équa- 
tion équivalente 


d-  z        i   dz 


dt-        t  dt 


(i-£)«  =  o, 


qui  est  une  équation  de  Bessel. 

Il  examine  ensuite  le  cas  où  les  deux  équations  réciproques  sont  identique* 
au  changement  près  de  x  et  y  en  xx  et  yr  Comme  exemple  de  ces  équations 
(fui  sont  leurs  propres  réciproques,  il  cite  la  suivante  : 

(fi  y  

— --  z=  —  xm-x(\—xm)  "'   y. 

Une  remarque  finale  étend  la  notion  de  réciprocité  à  deux  systèmes  d'équa- 
tions différentielles  simultanées,  linéaires  et  du  second  ordre. 

De  Sêguier.  —  Sur  certains  groupes  de  Mathieu,  (i  i6-iï>4)* 

Ce  travail  fait  suite  à  un  Mémoire  public  en  1902  dans  le  Journal  de  Malht- 


pw- 
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ma  tiques  pures  et  appliquées.  Les  notations  sont  celles  que  l'auteur  emploie 

«lans  ses  Éléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits  (190/1).  De  plus  ^(2,-) 

oc  z  -+-  3 
désigne  le  groupe  des  substitutions  — ^  où  a,  3,  y»  $  parcourent  un  corps 

y  z  -f-  0 

de  Galois  C  d'ordre  ic  =  pm  (p  premier),  ao — [Jy  étant  différent  de  zéro; 
t)(a, -s)  désigne  le  diviseur  de  4^.(a>~)  formé  de  substitutions  pour  les- 
quelles aô  —  J&Y  =h  1. 

Etant  donné  un  groupe  de  substitutions  A,  on  peut,  avec  M.  Jordan,  se  pro- 
poser de  construire  un  groupe  transitif  G  où  le  diviseur  fixant  un  symbole 
soit  A.  L'auteur  obtient  les  équations  de  tous  les  groupes  G  répondant  à  un 
groupe  A,  en  particulier  celles  de  4^(2,  -s)  et  de  V)(2,  it).  Il  montre  que  -^_(a,/>) 
et  V)  (  a,  p  )  sont  les  seuls  groupes  transitifs  de  leur  ordre  et  de  leur  degré 
(  sauf  que,  si  p  =  17,  il  y  a  un  g*iti  composé  T)  et  que  ni  U  (2,  t.  )  ni  ^_(  2,  tz  ) 
ne  peut  être  le  diviseur  fixant  un  symbole  dans  un  g*+*  (au  contraire,  Y  est 
te  diviseur  fixant  un  symbole  dans  un  g9  trois  fois  transitif). 

On  déduit  de  là  une  preuve  nouvelle  et  simple  de  ce  fait  que  11)  (2,  3*)  es*  le 
seul  g ,„  simple. 

M.  de  Séguier  construit  ensuite  tous  les  ^r(r».. n  dont  un  groupe  facteur 
est  V)(3,r)  et  obtient  ain>i  les  équations  du  groupe  U(i,  r)des  substitutions 
linéaires  homogènes  à  deux  variables  à  coefficients  dans  C  et  de  déterminant  1. 

Si  l'on  prend  pour  A  le  gTt.  engendré  par  a  =  \i*i\  ($q  —  z  —  1,  v  >  a), 
*  étant  une  racine  primitive  de  C,  et  par  les  -  substitutions  (  z  -+-  fi)  (  Ji  parcou- 

nt  C  ),  on  trouve  que  pour  Vexistence  de  G  il  faut  et  il  suffit  que  T.=p=iH—\ 
que  q=-i  ou  n.  En  prenant  encore  pour  A  le  groupe  G  ainsi  obtenu,  on 
trouve  que  le  nouveau  groupe  G  est  l^(*,p)  ou  le  groupe  des  isomorphismes 
-^(2,/?)  suivant  que  q  =  1  ou  q  —  n. 

Les  résultats  précédents  fournissent  enfin  une  démonstration  nouvelle  (indé- 
jrndante  de  la  théorie  des  caractères)  du  théorème  suivant  de  M.  Krobenius  : 

Un    gfri+f,)  G  ayant   exactement    t-+-p   g     est    nécessairement    un    des 

M-OU/KS^{2,b),   VJ(2,5),  t)(2,7),   V)(2,  II). 

ire  (lïené).  —  Sur  les  séries  à  termes  continus  cl  lous  de  même 
signe.  (125-128). 

L'auteur  dit   qu'une  fonction  f(x)  est  semi-continue  supérieurement  si, 
miel  que  soit  xx  et  quel  que  soit  s  >  o,  pour  toutes  les  valeurs  d'un  certain 
ter\ aile  ( x9  —  a,  x% -+-  a )  on  a 

f(x)<f(x9)-ht. 
M.  démontre  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  soit  représen- 
^ible  par  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  et  sont, 
^  partir  d'un  certain  rang,  tous  de  même  signe,  est  quelle  soit  semi- 
'^>ntinue,  supérieurement  dans  le  cas  des  termes  négatifs,  inférieurement 
*ans  le  cas  des  ternies  positifs. 

Mené  (G.).  —  Les  six  équations  distinctes  du  triangle  en  mé- 
trique aninvolutive.  (1 28-1 35). 
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Uumbert  (G.).  —  Sur  les  tétraèdres  inscrits  et  circonscrits  à  des 
quadriques.  (i 35- 1 45). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'étendre  à  la  Géométrie  de  l'espace  le  théorème 
de  Poocelet. 

On  reconnaît  aisément  qu'il  y  a  toujours  une  quadruple  infinité  de  tétraèdres 
inscrits  dans  une  quadrique  A  et  circonscrits  à  une  seconde  quadrique  B 
choisie  au  hasard.  Mais  si,  par  un  point  quelconque  de  A,  on  mène  arbi- 
trairement trois  plans  tangents  à  B,  la  quatrième  face,  évidemment  déterminée, 
ne  touche  pas  nécessairement  B.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  c'est-à-dire  pour  que 
le  tétraèdre  se  ferme  toujours,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  tétraèdres 
inscrits  dans  A  et  circonscrits  à  B  soient  en  nombre  cinq  fois  infini. 

Après  ces  indications,  M.  Humbert  établit  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  deux  surfaces  du  second  degré,  quadritangentes,  il  existe 
une  quintuple  infinité  de  tétraèdres  inscrits  dans  l'une  et  circonscrits 
à  l'autre. 

Cette  propriété  n'appartient  à  deux  quadriques  que  si  elles  sont  quadri- 
tangentes. 

L'auteur  cherche  ensuite  une  extension  analogue  du  théorème  de  Poocelet 
pour  les  tétraèdre*  inscrits  dans  une  quadrique  et  dont  les  faces  touchent  deux 
autres  quadriques.  Après  avoir  résolu  le  problème  transformé  par  polaires 
réciproques,  il  formule  l'énonce  que  voici. 

Soient  A,  A'  et  B  trois  quadriques.  Il  n'y  a  en  général  qu'un  nombre  limité 
de  tétraèdres  inscrits  à  B  par  leurs  sommets  et  dont  les  faces  touchent  à  la 
fois  A  et  A';  en  aucun  cas  il  ne  peut  exister  un  nombre  triplement  infini  de 
tels  tétraèdres. 

Pour  que  les  tétraèdres  considérés  soient  en  nombre  doublement  infini, 
il  faut  et  il  suffît  que,  parmi  les  quadriques  du  faisceau  tangcnticl  déterminé 
par  A  et  A',  il  y  en  ait  deux  qui  soient  quadritangentes  à  B. 

En  ce  cas,  chaque  point  ra  de  B  est  le  sommet  de  quatre  tétraèdres  de  la 
famille;  trois  quelconques  des  quatre  plans  menés  par  o  tangentiellement  à  A 
et  à  A'  sont  trois  faces  d'un  même  tétraèdre. 

Soit  T  un  quelconque  d  -s  tétraèdres  considérés;  par  chacun  de  ses  sommets 
passe  un  nouveau  plau  touchant  à  la  fois  A  et  A'  :  les  quatre  plans  ainsi  déter- 
minés forment  un  tétraèdre  T'  de  la  famille.  Le  tétraèdre  T  se  déduit  de  T  par 
la  même  construction. 

Les  huit  faces  et  les  huit  sommets  de  T  et  de  T'  peuvent  se  grouper  de  trois 
autres  manières  pour  former  deux  tétraèdres  analogues. 

Enfin  M.  Humbert  donne  sans  démonstration  les  résultats  relatifs  au  cas  où 
il  existe  une  série  simplement  infinie  de  tétraèdres  inscrits  à  la  quadrique  B  et 
circonscrits  à  la  fois  aux  quadriques  A  et  A'. 

Clairin  (J.).  —  Remarque  sur  l'intégration  de  certaines  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (i49-i52). 

Pour  intégrer  par  la  méthode  de  M.  Darboux  une  équation  du  second  ordre 
à  deux  variables  indépendantes,  il  faut  chercher  si  les  deux  systèmes  de  carac- 
téristiques (C)  et  (T),  supposés  distincts,  possèdent  des  invariants. 
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M.  Clairin  rappelle  les  deux  théorèmes  obtenus  à  ce  sujet  par  M.  Goursat  et 
les  fait  rentrer  dans  une  proposition  plus  générale  : 

Si  le  système  (C)  se  compose  de  caractéristiques  du  premier  ordre,  ce  sys- 
tème possède  au  plus  un  invariant  du  second  ordre. 

*e  Montcheuil  (3/.).  —  Séparation  analytique  d'un  syslèirte  de 
rayons  incidents  el  réfléchis  (suite).  (i52-i85). 

Dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire  {Bull,  de  la  Soc.  mathém.  de  France, 
t.  XXXI)  1903  ),  l'auteur  considérait  le  réseau  des  courbes  génératrices  d'une 
surface  de  translation  quelconque  et  montrait  que  les  quatre  plans  isotropes, 
tangents  en  un  même  point  aux  deux  courbes  du  réseau  qui  s'y  croisent,  déter- 
Tiinenl  par  leurs  intersections  quatre  congruences  de  droites  normales  à  quatre 
a  m  il  les  de  surfaces.  Ces  congruences  se  répartissent  en  deux  couples  formant 
:hacun  un  système  de  rayons  incidents  et  un  système  de  rayons  réfléchis  ana- 
ytiquemeot  séparables.  Cette  même  propriété  appartient  encore  aux  nappes 
les  enveloppes  de  sphères  dont  le  centre  décrit  la  surface  dirimante,  nappes 
]ui  sont  constituées  par  les  quatre  familles  de  surfaces  normales  aux  congruences. 

Dans  le  travail  actuel,  M.  de  Montcheuil  détermine  sur  une  surface  absolu- 
ment quelconque  une  catégorie  de  réseaux  jouissant  de  propriétés  analogues 
à  celles  des  courbes  génératrices  des  surfaces  de  translation. 

Il  arrive  par  deux  voies  différentes  à  ce  résultat;  d'abord  en  modifiant  conve- 
nablement les  formules  par  lesquelles  il  représente  les  surfaces  de  translation 
à  l'aide  des  coordonnées  w,  ul  et  i*  d'Ossian  Bonnet.  Les  équations  ainsi  obtenues 
permettent  de  définir  une  catégorie  de  relations  en  nombre  illimité  qui,  une 
fois  démontrées  pour  une  surface  de  translation,  se  trouvent  par  là  même 
valables  pour  une  surface  quelconque. 

De  plus,  cette  méthode  met  en  relief  une  correspondance  intéressante  qui 
existe  entre  une  surface  arbitrairement  donnée  et  un  ensemble  doublement 
infini  de  surfaces  de  translation  qu'on  obtient  en  prenant  pour  courbes  lieux 
des  extrémités  du  segment  dont  le  milieu  décrit  la  surface  de  translation  deux 
familles  de  courbes  telles  que  toutes  celles  d'une  même  famille  rencontrent 
chaque  courbe  de  l'autre  tangenliellemcnt  à  une  famille  de  plans  isotropes 
parallèles. 

Enfin  Ton  aperçoit  ainsi  diverses  propriétés  des  développées  moyennes,  des 
surfaces  de  translation  considérées  et  de  leurs  enveloppes  et  Ton  détermine 
toutes  les  surfaces  telles  que  la  congruenec  de  leurs  normales  se  réfléchisse  sur 
la  développée  moyenne  ponctuelle  normalement  à  une  famille  de  surfaces  ad- 
mettant au  même  titre  la  surface  dirimante. 

La  seconde  méthode,  plus  directe,  que  prend  M.  de  Montcheuil  lui  permet  de 
retrouver  en  les  complétant  les  résultats  déjà  acquis.  Il  obtient  d'abord  la  pro- 
position suivante  : 

Une  surface  quelconque  (£)  étant  donnée  dans  le  système  des  coordonnées 
u,  t\  l)  d'Ossian  Bonnet,  on  peut  déterminer,  au  moyen  de  fonctions  ration- 
telles  par  rapport  à  m,  vt  Ç  et  aux  dérivées  de  Ç,  la  congruenec  des  normales 
•éfléchies  sur  la  développée  moyenne  de  (£),  ainsi  que  la  surface  (£,)  normale 
iux  rayons  réfléchis.  On  peut  déterminer  de  même  la  congruenec  des  rayons 
éfléchis  sur  la  développée  moyenne  de  (;,)  ainsi  que  la  surface  (;2)  normale 
1  ces  rayons,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Cette  suite  de  congruenec*,  généralement  illimitée,  se  ferme  et  ne  se  ferme 
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que  quand  Tune  des  surfaces  dirimantes  successivement  considérées  est  ■^■■inc 

surface  de  translation. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'élude  complète  du  cas  où  la  fonction  ;, 
produit  de  deux  fonctions  ne  dépendant  l'une  que  de  w,  l'autre  que  de  t'. 

Lucas  (Félix).  —  Sur  les  dérivées  modulaires  des  poljuoi 
(185-189,  189-195). 

Dans  la  première  des  deux  Notes  qui  portent  ce  titre  commun,  l'auteur  et 
l'expression 

A«/(s)  =/>/<*)- (*- a)/'(s)f 

où  f(z)  est  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  p.  C'est  la  dérivée  modu^^^**û* 
(module  a)  du  polynôme  f(z). 

Dans  la  seconde  Note,  il  étudie  les  dérivations  successives  (ailes  avec  cri — aiao- 
gement  du  module. 

D'Ocagnc  (Maurice).  —  Sur  la  résolution  nomographique  g"^"     n^ 
rale  des  triangles  spheriques.  (196-203). 

Lvvy  (Lucien).  —  Sur  les  déplacements  d'une  figure  invarîa  H« 
dans  lesquels  les  différents  points  de  la  figure  décrivent  ^Jes 
courbes  spheriques.  (uoil-aiit. 


Après  avoir  rappelé  les  travaux  de  MM.  Mannhcim,  Duporcq  et  Bricard 
ce  sujet,  l'auteur  expose  une  méthode  analytique  qui  lui  permet  de  les  retrou 
et  de  le*  compléter.  Voici  les  principaux  de  ses  énoncés  : 


I.  Si  quatre  points  d'une   droite   décrivent  des  courbes  spheriques  dont  ^ 
centres  sont    sur   un  même  plan,  tous  les  points  de  la  droite  jouissent  de 
même  propriété. 

IL  Si  cinq  points  «lune  droite  décrivent  des  lignes  spheriques,  tous  les  poin! 
de  la  droite  decri\cut  îles  courbes  >pherique«. 

111.  Si  treize  points  arbitraires  d'un  solide   déement  des  lignes  sphéiiquc«' 
il  eu  m- ru  de  même  de  tous  le»  points  du  solide. 

1\.  Si  neuf  points   d'un   plan  décrivent    des  lignes  spheriques,  il  en  est  d* 
même  île  Îoun  les  points  de  ce  plan. 

(iMiv  \  /:".  •.  —  Note  de  Cièomètrie  vectorielle  sur  les  système  ^-* 
orthogonaux.  .  »ii-.»jS  . 

1. "objet  principal  de  celle  Vite,  dit  l'auteur,  est  de  montrer  a\ec  quelle  sinr  * 
plicitr  le*  procède*  de  U  lîoomctrie  tceionc'le  conduisent  a  l'équation  dilTi^   J 
rentu'.ie  ,::i  troisième  oi.he  d«»nt  dipc;i.l   U  recherche  de»   fumillts  île  Ut  m  +* 
»  e>.  .»  ;.  e  des  t.imi..c«  d.  %u;  :.iCi«  qui  peuteat  fa.rc  partie  duo  système  irip"? 

«  1 1 : 1  v»  ^  ■  n  .1 1 . 
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Lebesgue  (Henri).  —  Une  propriété  caractéristique  des  fonctions 
de  classe  i.  (z'uj-'i^i). 

On  sait  qu'on  appelle  fonction  de  classe  i  toute  fonction  discontinue  qui  est 
la  limite  d'une  suite  convergente  de  fonctions  de  classe  o  (fonctions  continues). 
Il  n'y  a  pas  de  procédé  général  et  régulier  pour  reconnaître  si  une  fonction  es'. 
ou  non  de  classe  i.  La  proposition  suivante,  que  démontre  l'auteur,  peut  servir 
à  résoudre  la  question  dans  des  cas  particuliers  en  la  ramenant  à  une  autre, 
parfois  plus  facile  à  traiter. 

I.  Pour  qu'une  fonction  /  soit  de  classe  o  ou  i,  il  faut  et  il  suffit  que,  quel 
que  soit  £  >  o,  le  domaine  où  /  est  définie  puisse  être  considéré  comme  la 
somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  sur  chacun  desquels/ 
est  continue  à  moins  de  e  près;  ou  encore  sur  chacun  desquels  y  est  d'oscilla- 
tion inférieure  à  e. 

Ce  théorème  entraine  les  conséquences  suivantes  : 

Une  série  uniformément  convergente  de  fonctions  de  classe  o  ou  i  a  pour 
somme  une  fonction  de  classe  o  ou  i. 

Four  qu'une  fonction  soit  de  classe  i  dans  un  domaine,  il  faut  et  il  suffit  quVIIc 
soit  de  classe  o  ou  i  sur  toutes  les  courbes  du  domaine  et  effectivement  de 
classe  i  sur  l'une  de  ces  courbes. 

A  l'aide  du  "théorème  I  et  d'un  résultat  dû  à  M.  Volterra,  l'auteur  établit  une 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  soit  de  classe  o  ou  i  : 
elle  consiste  en  ce  que  cette  fonction  soit  ponctuellement  discontinue  sur  tout 
ensemble  par/ait.  De  là  résulte  comme  conséquence  la  propriété  caractéris- 
tique des  fonctions  de  classe  i,  due  à  M.  Baire. 

lladamard.  —   Résolution   d'un   problème  aux  limites  pour  les 
équations  linéaires  du  tvpc  li\  pnholique.  (242-268). 

Etant  donnée  une  équation  de  la  forme 

O"1  z  Oz        ,  <)z 

■•-  a  —  -4-0  — h  cz  =  o, 


àz  tly  fi*  ày 

on  veut  en  déterminer  une  solution  par  des  conditions  aux  limites  relatives  a 
une  certaine  ligne  L  présentant  un  point  anguleux  A.  Lorsque  les  deux  ares  AH 
et  AC  de  cette  ligne  sont  situés  dans  un  seul  et  même  angle  formé  par  les 
caractéristiques  issues  de  A,  M.  Goursat  a  démontré  que  la  fonction  z  est  déter- 
minée par  la  succession  de  ses  valeurs  sur  AH  et  sur  AC. 

M.  Hadamard  donne  de  ce  problème  une  solution  par  des  intégrales  définies, 
analogue  à  celle  qu'il  avait  précédemment  fait  connaître  (Bull,  de  la  Soc. 
Ma  thé  m.  de  France,  t.  XWI,  190.3  )  pour  le  cas  où  les  deux  ares  AH  et  AC 
sont  compris  dans  deux  angles  adjacents  formés  par  les  caractéristiques. 

&ï*icard  (/?.)    —  Sur  une  certaine  classe  de  cubiques  gauches  et 
sur  des  systèmes  articulés  qui  h'v  rattachent.  («(ig-aS/f). 
éiull.  des  Sciences  mathém.,2*  série,  1.  XXX.  (Mars  1900.)  R.3 
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Les  cubiques  gauches  dont  il   s'agit  sont  les  StrophoïdcUes  que  M.  Bric 
définit  par  les  deux  propriétés  : 

i°  Elles  rencontrent  le  cercle  de  l'infini  en  deux  points  i  et  i'\ 
2*  Leur  projection  orthogonale  sur  un  plan  (II)  passant  par  la  droite  a 
une  strophoïde. 

Il  existe  une  corde  unique  aji  de  la  strophoïdale  r  perpendiculaire  au  plan 
(quand  les  extrémités  a  et  jï  de  cette  courbe  coïncident,  r  devient  une  si 
phoïde). 

L'auteur  dit  que  deux  points  m  et  m'  de  r  sont  associés  quand  ils  se  coi tes- 

pondent  dans  l'involution  définie  sur  la  courbe  par  la  condition  d'avoirs  ^^-^— ^*f  ^ 
pour  points  doubles. 

Après  avoir  étudié  certaines  propriétés  des  points  associés,  M.  Bricard 
montre  que  toute  strophoïdale  est  l'intersection  incomplète  d'un  cône  de 
lulion  et  d'un  cône  du  second  ordre  ayant  une  génératrice  commune  av< 
premier  cône  et  admettant  une  série  de  plans  cycliques  parallèles  a  son  an 

Il  considère  ensuite  trois  couples  (m,  m'),  (n,  n')t  (p,  p')  de  points  ajsoer=~~  -^à. 
Si  l'on  joint  ces  six  points  deux  à  deux  en  s'abstenant  de  joindre  les  po^ 
d'un   même   couple,  on   obtient  un  octaèdre  (O)   à  faces  triangulaires, 
octaèdre  est  circonscrit  à  deux  sphères  dont  les  centres  sont  sur  la  stropfl 
dale  T.  Il  peut  être  déformé  avec  conservation  de  ses  faces  et  aplati  de  ôV 
manières.   L'a u leur   prouve  cette  déformabilité   par  deux    méthodes,  don* 
seconde  a  l'avantage  de  conduire  à  la  connaissance  de  nouveaux  systèmes  s 
culés,   dans   lesquels  se   combinent   seize   hyperboloïdes  articulés,  et 
d'établir  la  proposition  suivante  : 

On  peut,  sans  gêner  la  déformation  de  l'octaèdre  (O),  lier  un  point  fixe 
à  douze  points  convenablement  choisis  sur  ses  arêtes,  et  cela  d'une  infinit 
manières. 

Fontené  (G.).  —  Sur  l'extension  du  théorème  des  polygone» 

Poncelet  à  l'espace,  par  des  polyèdres  de  genre  i.  (284-25^^^^ 

L'extension   du   théorème   des   polygones  de  Poncelet  à  l'espace   peut 
tentée,    dit    l'auteur,    avec    des   polygones    gauches    ou    avec    des    polyê 
M.  Darboux  a  donné  pour  le  premier  point  de  vue  le  théorème  des  rou 
lumière:  je  donue  ici  pour  le  second  point  de  vue  une  prévision  générale,  •  - 
je  démontre  l'exactitude  dans  un  cas  particulier,  suffisant  pour  inspirer  «• 
fiance. 

Patron  ^J/.V  —  Sur  quelques  groupes  d'ordre />•.  (2<)6-3oo)« 

Cette  Note  a  pour  but  de  rectifier  et  de  compléter  certains  résultats  touc  &: 
les  groupes  d'ordre  /?*.  obtenus  par  l'auteur  dans  sa  thèse  de  doctorat. 

Patron  (.1/.).  —  Les  Gp»  (p  premier)  dont  tons  les  G^*-* 

abélieus.  ^3oo-3i4^. 

Introduction.  --  Ayant  rencontré  dans  ma  thèse  de  doctorat  quelques 
de  g  m  (p  premier)  caractérises  par  cette  propriété,  j'ai  été  ameaê  à  c 


aot 
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Cous  les  g  m  (p  premier)  qui  la  possèdent;  je  me  suis  toutefois  restreint  aux 
groupes  mélabéliens.  De  nouvelles  recherches  m'ont  permis  de  m'aflrancliir  de 
cette  restriction  et  d'arriver  à  la  détermination  complète  des  p  m  (p  premier) 
caractérisés  par  la  propriété  énoncée.  Je  les  énonce  dans  le  présent  travail,  me 
bornant  à  rappeler  les  résultats  partiels  obtenus  dans  ma  thèse,  afin  de  les 
relier  au  résultat  général. 

Hemoundos  (G.).   —    Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini. 
(3i4-3i6).  L.  R. 


REVUE  D'ARTILLERIE. 
Tome  LVII;  octobre  1900- mars  1901  (>). 

Aubry  (V.).    —  Étude   sur   la   convergence  (3 1-46,    9   figures, 
1  planche,  3  graphiques). 

Représentation  de  la  convergence  par  des  cercles  d'égale  parallaxe  ou  par 
<ies  courbes  d'égale  correction. 

Z*.   F.    —    L'invention    de   la    locomotion    automobile.   (17-69, 
3  figures). 

Démonstration  que  le  véritable  inventeur  de  ce  mode  de  locomotion  est 
bien,  comme  on  le  croyait,  l'ingénieur  français  Cugnot  (né  à  Void.  en  Lorraine, 
le  35  septembre  1725,  mort  à  Paris  le  a  octobre  i8o4). 

sot  (/?.).  —  Formule  pratique  simple  de  la  probabilité  d'une 
erreur.  (70-73,  1  figure). 

La  probabilité  d'une  erreur  ±£  a  été  calculée  jusqu'ici  par  la  formule 


h     rn 


n,  étant  égal  à  •=-  avec  hE  =  0,4769363,  E    désignant  l'écart  probable. 

p 
Par  un  procédé  très  simple,  l'auteur  établit  la  formule 


1>  =  v/i—  (o,75)«f 
dont  les  résultats  se  rapprochent  remarquablement  de  ceux  de  la  première. 

/  1  )  Voir  Bulletin,  t.  XXIV3,  1900,  p.  ai 5. 
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La  Rédaction.  —  Curiosités  mathématiques.  (74-77»  2  figures). 

Détermination  graphique  de  la  longueur  de  la  circonférence  et  de  la  surface 
d'un  cercle  (procédé  de  Kochanski,  souvent  rappelé  dans  les  recueils  mathé- 
matiques). 

Détermination  graphique  de  la  longueur  d'un  arc  de  circonférence  (procédé 
de  M.  A.  Pcllet  et  construction  de  M.  E.  Péraux). 

Machart  (P.).  —  Chevaux  et  voitures  d'artillerie.  (i36-i65,  176- 
198,  269-286,  019-547;  33  figures)  (à  continuer). 

Étude  particulièrement  documentée  du  tirage  des  voitures.  Description  des 
expériences  comparatives. 

Lefèire  (J.-B.-V.).  —  Forme  théorique  de  l'ogive   de  moindre 
résistance,  d'après  Newton.  (221-234,  6  figures). 

Lacroix,  dans  son  Traité  de  calcul  différentiel  et  intégral  (181 4,  a' édition, 
t.  II,  p.  791),  cite  une  équation  différentielle  dont  il  fait  remonter  l'idée  pre- 
mière à  Newton. 

C'est  celle  d'une  courbe  plane  x  =f(y),  telle  que  sa  révolution  autour  d'un 
de  ses  axes  de  coordonnées  engendre  une  surface  n'éprouvant  que  le  minimum 
de  résistance  de  la  part  du  fluide  ambiant. 

Cette  courbe  a  pour  équation 

p  désignant  -^-  et  C  une  constante. 

Decepts  (£.)•  —  A  propos  du  projectile  de  moindre  résistance 
(425-432,  6  figures). 

Reprenant  le  sujet  du  précédent  article,  l'auteur  montre  que,  en  réalité,  la 
question  énoncée  fournit  un  exemple  des  erreurs  que  Ton  peut  commettre  en 
demandant  au  calcul  plus  qu'il  ne  peut  donner. 

Nécessité  d'attendre  que  l'expérience  ait  fourni  une  base  solide.  Actuellement* 
celte  base  n'existe  pas,  car  on  ne  sait  à  peu  près  rien  des  mouvements  produit* 
dans  un  milieu  gazeux  par  un  solide  qui  le  traverse. 

Apres  avoir  justifié  les  formes  de  projectiles  allongés  successivement  pro- 
posées par  différents  inventeurs,  il  semble  aujourd'hui  que  le  progrès  devra 
être  recherché  plutôt  dans  une  meilleure  répartition  de  la  masse  que  dans  une 
forme  mieux  appropriée  de  l'ogive. 

H.  B. 


Ici  se  termine  la  liste  des  articles  mathématiques  de  la  Revue- 
d'Artillerie  jusqu'au  3i  décembre  1900. 
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L'analyse  des  articles  mathématiques  publias  depuis  le  ier  jan- 
vier 1901  dans  cette  Revue  comme  dans  plusieurs  autres  Revues 
françaises  et  signalés  dans  la  deuxièrrre  Partie  du  présent  Bulletin, 
sera,  le  cas  échéant,  simplement  remplacée  par  l'indication  de 
leurs  titres  accompagnée  du  numéro  d'ordre  de  la  classification 
décimale,  ainsi  qu'il  a  été  fait,  par  exemple,  pour  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences. 


ANNALES  DES  MINES. 
9e  série,  Tome  X,  deuxième  semestre  1896  ('). 

Nadal  (/.).  —  Théorie  de  la  stabilité  des  locomotives.  (232-366, 
27  figures,  3  planches). 

Deuxième  Partie  de  l'étude  commencée  au  Tome  IX,  et  réservée  au  mouve- 
vemenl  de  lacet  et  aux  forces  qui  le  déterminent. 

Le  centre  de  gravité  d'une  locomotive  a  pour  trajectoire  une  sorte  de  sinu- 
soïde allongée,  et  la  machine  oscille  en  même  temps  autour  d'un  axe  vertical, 
de  sorte  qu'elle  se  porte,  tantôt  sur  une  file  de  rails,  tantôt  sur  l'autre,  en 
exerçant  sur  la  voie  des  efforts  latéraux  d'une  grande  importance.  L'étude  de 
ces  efforts  est  faite  en  tous  détails,  ce  qui  permet  en  définitive  de  déterminer 
complètement  l'allure  et,  si  l'on  peut  dire,  le  caractère,  quelquefois  d'appa- 
rence capricieuse,  d'une  locomotive. 

Marie  (G.).  —  Régulateurs,  organes  de  réglage  et  volants  des 
machines.  (391-494?  497~56c),  4  planches). 

Étude  complète  et  discussion  comparative  des  différents  types  de  régulateurs, 
parmi  lesquels  il  suffira  de  citer  ceux  de  Watt,  Porter,  Farcot,  Foucault, 
Denis,  Andrade,  Proell,  Tangye. 

Première  Partie.  —  Élude  des  appareils  régulateurs  de  vitesse  à  force  cen- 
trifuge. 

Deuxième  Partie.  —  Calcul  du  régulateur,  des  organes  de  réglage  et  du 
volant  dans  les  machines  où  le  régulateur  agit  directement  sur  la  distribution 
au  moyen  d'un  déclic. 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  XXI,,  1897,  p.  54. 
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Troisième  Partie.  —  Calcul  du  régulateur,  des  organes  de  réglage  et  du 
volant  dans  les  machines  où  le  régulateur  agit  directement  sur  la  distribution 
autrement  que  par  un  déclic. 

Quatrième  Partie.  —  Calcul  du  régulateur,  des  organes  de  réglage  et  du 
volant  dans  les  machines  où  le  régulateur  agit  directement  sur  une  valve  ou 
soupape. 

Cinquième  Partie.  —  Régulateur  agissant  indirectement  sur  la  distribution. 
Sixième  Partie.  —  Régulateurs  de  systèmes  divers. 
Septième  Partie.  —  Formules  générales  et  applications. 
Appendice.  —  Régulateurs  de  toutes  sortes. 


Tome  XI,  premier  semestre  1897. 
Le  Chatelier.  —  Recherches  sur  la  dissolution.  (i3i-ai8). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  résumer  les  résultats  théoriques  relatifs  à  la 
dissolution,  que  l'a  u  te  or  a  antérieurement  déduits  des  principes  de  la  Thermo- 
dynamique, et  de  donner  les  résultats  expérimentaux  de  recherches  plus 
récentes  qu'il  a  faites  sur  la  solubilité  mutuelle  ou  la  fusibilité  des  sels  fondus 
et  de  quelques  alliages. 


Tome  XII,  deuxième  semestre  1897. 

Nadal  («/.).  —  Théorie  mathématique  de  la  machine  à   vapeur. 
Action  des  parois.  (ay~-34y,  5  figures). 

On  a  admis  jusqu'ici,  comme  Hirn  le  disait  en  1876,  qu'il  est  absolument 
impossible  d'édifier  a  priori  une  théorie  de  la  machine  à  vapeur  d'eau  d'un 
caractère  scientifique  et  exact.  Cette  impossibilité  n'est  pas  prouvée. 

La  théorie  mathématique  de  la  propagation  de  la  chaleur  entre  une  source. 
dont  la  température  varie  avec  le  temps,  et  un  corps  solide  peut  s'établir, 
comme  l'auteur  se  propose  de  le  démontrer,  avec  une  rigoureuse  exactitude  et 
toute  la  généralité  nécessaire. 

Ce  travail  fait  suite,  en  partie,  à  un  Mémoire  paru  aux  Annales  de  juin  i8û3- 
(Voir  Bulletin,  t.  XXI2,  1897,  p.  58). 

Chapitre  I.  —  Théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  mur  chauffé 
par  une  source  de  chaleur  à  température  variable. 

Chapitre  II.  —  Kchanges  de  chaleur  entre  la  vapeur  et  les  parois  des 
cylindres. 

Chapitre  III.  —  Pouvoir  absorbant  des  parois  des  cylindres. 
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Tome  XIII,  premier  semestre  1898. 

Râteau.  —  Expériences  et  théories  sur  le  tube  de  Pi  tôt  et  sur  le 
moulinet  de  Woltmann  (hydromètres  et  anémomètres).  (33 1-385, 
i/f  figures). 

Quelques  expériences  de  l'auteur  mènent  à  des  conclusions,  en  partie  nou- 
velles, qui  permettent  de  préciser  les  cas  où  l'on  peut  avoir  confiance  dans  les 
mesures  effectuées  avec  ces  instruments;  elles  mettent  bien  en  relief  les  causes 
qui  rendent  ces  mesures  incorrectes  dans  la  plupart  des  cas. 

La  formule  des  hydromètres  et  des  anémomètres  qu'il  conviendrait  d'em- 
ployer pour  de  faibles  vitesses  est 

.  c 

v 

du  second  degré  en  v. 

La  formule  générale  des  moulinets,  pour  toutes  les  vitesses,  doit  plutôt 
s'écrire 

bn  —  v » 

v  v 

f{v)  étant  la  fonction  de  la  résistance  du  fluide,  fonction  sur  laquelle  on  n'est 
pas  encore  suffisamment  bien  fixé. 


Tome  XIV,  deuxième  semestre  1898. 

JVadal  («/.)•  —  Théorie  mathématique  de  la  machine  à  vapeur. 
Action  des  parois.  (35 1 -458,  5  figures). 

Chapitre  I.  —  Température  fixe  et  pouvoir  absorbant  des  parois. 
Chapitre  II.  —  Cycles  des  températures  des  parois. 
Chapitre  III.  —  Théorie  des  échanges  de  chaleur. 
Chapitre  IV.  —  Théorie  des  enveloppes  de  vapeur. 


Tome  XV,  premier  semestre  1899. 

£)esdouits.  —  Méthode  graphique  pour  la  reconnaissance  et  la 
vérification  du  tracé  des  voies  de  chemins  de  fer.  (465-5oi, 
1  1    ligures,  2  planches). 


4o  SECONDE  PARTIE. 

Méthode  fondée  sur  l'emploi  du  pendule  d'inertie  (Annales  des  Mines,  i883; 
Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1886)  combiné  avec  un  système  de  mesures 

chronomélriques. 


Tome  XVI,  deuxième  semestre  1899. 

Lallemand    (C).    —    Le    nivellement   général    de    la    France. 

(22--3o(5,  48  figuresj. 

I» rc ci  s  historique  de  la  question  et  exposé  des  méthodes  nouvelles,  de  l'in- 
vention de  rauieur  pour  la  plupart,  destinées  à  être  suivies  dans  l'exécution  du 
programme  de  1N-8. 

En  1 88 '| ,  au  début  des  opérations,  la  France  ne  possédait,  comme  nivelle- 
ments de  précision,  que  les  i5oookm  du  réseau  de  Bourdalouë  et  5ooofcm  de 
nivellements  divers. 

A  lu  (in  de  1899,  soit  seize  ans  plus  tard,  la  longueur  totale  des  itinéraire4* 
nivelés  a  presque  triplé;  elle  est  d'environ  58oook". 

Le  nouveau  réseau  fondamental  est,  en  moyenne,  trois  fois  plus  exact  que  le 
nivellement  de  Bourdalouë. 

Les  abaques  hexagonaux  imaginés  et  construits  par  M.  Lallemand  ont  consi- 
dérablement accéléra  et  abrégé  la  besogne  de  vérification  et  les  calculs  de  tonte 
sorte. 

Maison  {F.),  —  Note  sur  la  détermination  des  charges  remor- 
quées par  les  locomotives  et  sur  celle  des  quantités  de  vapeur 
consommées  au*  différentes  conditions  de  la  marche.  (  49Q-544» 
1 1  figures,  \S  planches). 

Le  travail  de  la  vapeur  par  coup  de  piston  en  fonction  de  l'admission  s'évalue 
a  jtriori  à  l'aide  de  formules,  soit  de  Poncelet.  soit  de  M.  Lcdoux,  qui  ren- 
ferment une  expression  logarithmique.  On  ne  peut  donc  résoudre  algébrique- 
ment la  question,  mais  le  problème  est  susceptible  d'une  solution  simple  par 
les  méthodes  graphiques,  et  c'est  là  l'objet  du  présent  Mémoire. 


Tome  XVII,  premier  semestre  1900. 

Cham/ty  (L.).  —  La  ventilation  des  tunnels  et  le   système  Sac- 
cardo.  (i()--2i5,  3  figures,  2  planches). 

Kiabfissemcut  de  plusieurs  formules  importantes  pour  l'étude  expérimentale 
di*  différentes   questions   qui    se   présentent  dans  la   pratique  de    la  ventilation 

des  tunnel*. 
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Tome  XVIII,  deuxième  semestre  1900. 

Ce  volume  ne  renferme  pas  de  Mémoire  ayant  trait  aux  Mathé 
rnatiques. 


Note.  —  Ici  s'arrête  l'analyse  des  travaux  mathématiques  parus 
dans  cette  Collection  jusqu'à  la  fin  de  Tannée  1900.  Si  la  biblio- 
graphie en  doit  être  continuée,  ce  sera  sous  (orme  de  liste  ou  de 
catalogue  portant  simplement  indication  des  titres  et  de  leur  clas- 
*  îent  suivant  la  division  décimale,  comme  il  a  été  fait,  par 
exemple,  pour  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences.  H.  B. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (»)• 
7'  série,  tome  XII,  deuxième  semestre  1896. 

Williot  (V.).  —  Essai  technique  sur  la  rectification  de  l'ellipse 
el  des  intégrales  elliptiques  ou  hyperelliptiques.  (22-69, 
1 1  figures). 

Première  Partie.  —  Sur  la  rectification  de  l'ellipse  et  des  arcs  d'ellipse. 
Indication  d'une  formule  donnée  par  M.  Boussinesq,  pour  la  rectification  de 
l'ellipse  entière.  Modification  proposée,  fondée  sur  la  transformation  de  Landen. 

Deuxième  Partie.  —  Rectification  des  intégrales  elliptiques  et   hyperellip- 
tiques. 

Applications  pratiques  : 

i#  A  la  surface  latérale  du  cône  oblique  à  base  circulaire; 


(  »  )  Voir  Bulletin,  t.  XXI3,  1897,  P-  IO 
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2*  A  la  surface  et  au  volume  du. solide  commun  à  deux  cylindres  elliptiques; 

3°  A  l'intégrale  hyperelliplique  de  la  surface  découpée  sur  le  cylindre  péné- 
trant par  le  cylindre  pénétré; 

4°  A  l'intégrale  hyperelliptique  delà  surface  découpée  sur  le  cylindre  pénétré 
par  le  cylindre  pénétrant. 

Dnpuy.  —  Résistance  des  barres  soumises  à  des  efforts  agissant 
parallèlement  à  leur  axe  neutre  et  en  dehors  de  cet  axe.  (223- 
270,  16  figures,  4  planches). 

Etablissement  des  formules  théoriques.  Comparaison  des  résultats  d'expé- 
riences. 

Rabat  (C).  —  Renseignements  pratiques  pour  l'étude  expéri- 
mentale des  ponts  métalliques.  (374-480,  3g  figures,  8  planches). 

Exposé  de  divers  perfectionnements  apportés  à  la  construction  des  appareils 
employés  à  la  mesure  des  déformations  des  ponts  métalliques. 

Flamant.  —  Sur  la  flexion  des  plaques  rectangulaires.  (509-522). 

Contribution  à  l'étude  et  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle 

clx  (v  dK\v  dK  kv  __       3 
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f{x,  y),  charge  supposée  connue  appliquée  au  point  (a?,  y)   dans   une  direc- 
tion normale  à  la  plaque. 

Si  la  charge  est  uniforme  et  égale  à  p  par  unité  de  surface,   on  a  alors 

L'intégration,  facile  lorsque  la  plaque  est  circulaire,  devient  impossible 
en  ternies  finis  lorsque  la  plaque  est  rectangulaire. 

liazin  (H.).  —  Expériences  nouvelles  sur  l'écoulement,  en  déver- 
soir (cinquième  article).  (634-7^1,  i4  figures,  a  planches). 

Nombreux  résultats  donnés  sous  forme  de  Tableaux  synoptiques. 

A/esnager.  —  Etude  d'une  disposition  d'assemblage  destiné  à 
réduire  à  une  valeur  négligeable  les  efforts  secondaires  qui  se 
produisent  dans  les  treillis  à  attaches  rigides.  (7DO--83, 
()  figures,  2  planches). 

Reprise  d'une  étude  de  M.  Dupuy  aux  Annales  de  novembre  i8q5. 
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7'  série,  tome  XIII,  premier  trimestre  1897. 

Uupuy.  —  Résistance  des  barres  soumises  à  des  efforts  de  com- 
pression. (1-89,  i4  figures,  4  planches). 

Un  extrait  des  résultats  d'expériences  faites  en  i%3  a  été  publié  dans  les 
Annales  (janvier  1890). 

Au  cours  de  189$.  on  a  cherché  comment  se  comportaient  les  barrettes  sou- 
mises, non  plus  à  des  efforts  de  tension,  mais  à  des  efforts  de  compression. 

Les  planches  représentent,  en  demi-grandeur,  les  graphiques  obtenus  auto- 
matiquement avec  l'élasticimètre  Klein. 

Pelletreau .  —  Mémoire  sur  les  profils  des  barrages  en  maçon- 
nerie envisagés  dans  leurs  rapports  avec  les  sous-pressions. 
(90-192,  18  figures,  1  planche). 

Nouveaux  développements  d'un  sujet  traité  déjà  par  le  même  ingénieur  dans 
les  Annales  de  1893  et  dès  1879. 

Seules,  les  fissures  horizontales  sont  vraiment  dangereuses,  et  il  n'est  pas 
prouve  qu'une  fissure  horizontale,  susceptible  de  se  mettre  on  sous-pression,  se 
soit  jamais  produite  autrement  que  par  la  faute  du  profil.  Mais  le  contraire 
n'est  pas  bien  démontré  non  plus;  on  n'est  pas  sûr,  d'autre  part,  qu'il  n'y  ait 
aucune  extension  dans  un  profil  qu'on  croit  sans  extensions.  Dans  ces  condi- 
tions, si  terribles  sont  les  conséquences  des  accidents  qu'il  suffit  d'un  ingénieur 
ayant  dit  une  fois  qu'un  profil  réputé  sans  extensions  pouvait  avoir  à  en  sup- 
porter par  suite  des  sous-pressions,  pour  obliger  dorénavant  tous  les  construc- 
teurs à  envisager  cette  éventualité,  lorsqu'ils  auront  ù  étudier  des  projets  de 
ce  genre. 


Deuxième  trimestre  1897. 

Jlogie  (C).  —  Note  sur  la  recherche  des  ellbrts  maxima  déve- 
loppés en  un  point  dans  une  poutre  horizontale  à  une  travée 
par  le  passage  d'un  train.  (3i3-333,  12  figures). 

Les  méthodes  employées  jusqu'ici  pour  le  calcul  des  ponts  métalliques  sont 
toujours  approximatives.  On  suppose  presque  dans  tous  les  cas  que  le  passage 
d'un  train  équivaut  à  l'action  d'une  charge  permanente  dont  on  détermine 
l'importance  dans  chaque  cas  particulier,  car  la  méthode  exacte  conduirait  à 
des  calculs  très  longs  et  très  pénibles. 

L'auteur  expose  une  méthode  qui  permet  d'arriver  très  simplement  et  très 
rapidement  à  un  résultat  rigoureusement  exact. 
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Tourtay.  —  Notes  sur  le  calcul  de  la  poussée  des  voûtes.  (334- 
34i.  i  figure). 

Lallemand  (C).  —  Note  sur  la  précision  comparée  de  divers 
modes  de  repérage  de  la  verticale  dans  les  instruments  d'astro- 
nomie, de  géodésie  et  de  topographie.  (35i-35()?  1  figure). 

Application  de  la  propriété  de  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point 
quelconque  d'une  circonférence  aux  trois  côtés  d'un  triangle  équilatèral  inscrit 
d'être  constante  et  égale  au  carré  de  la  hauteur  de  ce  triangle. 


Troisième  trimestre  1897. 

Dupuy  et  Cuénol.  —  Barèmes  destinés  à  faciliter  le  calcul  des 
ponts  métalliques  à  une  ou  plusieurs  travées.  (91  -270, 
74  figures,   3   planches  et  nombreux  tableaux). 

Deuxième  Partie  :  Poutres  continues.  —  Cliapitre  II  :  Poutres  reposant  sur 
plus  de  deux  appuis. 

Formules  pour  des  nombres  variant  de  trois  à  six  appuis  et  de  deux  à 
cinq  travées. 

Nadal  (.A).  —  Théorie  de  la  stabilité  des  locomotives.  (271-311, 
G  figures). 

Dans  un  Mémoire  paru  aux  Annales  des  Mines  (1896),  l'autcnr   a  étudié  en 
détail    les   principaux    problèmes  que  soulève  la  question    de  la    stabilité  des 
locomotives.   Le    présent  travail  en  contient   les  parties   essentielles    avec  des 
modifications  et  additions  assez  importantes.  C'est  ainsi  que  le   paragraphe  II 
renferme  une  exposition  du   problème  des  oscillations  d'un  corps  solide  porté 
par  des  ressorts  plus  générale  et  plus  claire  que  celle  qui  a  été  donnée  dans  les 
Annales  des  Mines,  et  que  les  paragraphes  IV,  VIII,  X,  XIII  sont  entièrement 
nouveaux. 


Quatrième  trimestre  1897. 

Lrvy  {M.).  —  Note  sur  les  diverses  manières  d'appliquer  la  règle 
du  trapèze  au  calcul  de  la  stabilité  des  barrages  en  maçonnerie. 

(5-19,  'à  figures). 

La  règle  hypothétique,  dite  du  trapèze,  a  été  appliquée  aux  barrages,  de 
<li verses  manières,  par  MM.  Delocre,  Bouvier  et  Guillemain.  La  pression  nor- 
male ainsi  trouvée  est  la  plus  forte  avec  le  procédé  de  M.  Guillemain,  la  plus 
faible  avec  celui  de  M.  Delocre. 
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En  réalité,  il  faut  lui  apporter  une  modification.  Ce  fut  le  but  de  la  Note  de 
l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences,  le  5  août  189.1;  il  en  profite  pour  en  donner 
ici  la  démonstration.  Il  annonce  d'ailleurs  une  étude  plus  approfondie. 

Bazin  {H,).  —  Etude  d'une  nouvelle  formule   pour  calculer  le 
débit  des  canaux  découverts.  (20-70,  1  planche). 

Jiibière.  —  Précision  et  rendement  des   appareils   optiques   de 
phares.  (116-109,  a3  figures,  3  planches). 

Hisely.  —  Méthode  pour  l'analyse  des  lignes  d'influence  expéri- 
mentales (207-21 3,  5  ligures). 

Un  problème  expérimental  qui  se  présente  fréquemment  est  celui  de  la 
détermination  de  la  ligne  d'influence  d'une  déformation  au  moyen  du  dia- 
gramme de  cette  déformation,  enregistrée  au  passage  d'une  machine.  M.  Rabut 
a  signalé  l'importance  de  ce  problème  dans  les  recherches  relatives  soit  à  la 
vérification  de  la  stabilité  d'ou\ rages  existants,  soit  à  l'étude  de  machines  en 
projet,  et  il  a  donné  une  méthode  générale  pour  le  résoudre. 

L'auteur  se  propose  de  faire  connaître  une  autre  méthode  de  résolution  du 
même  problème,  exacte  dans  le  cas  où  le  diagramme  à  traiter  aurait  la  forme 
d'une  parabole  du  second  degré  à  axe  vertical,  approximative  dans  le  cas  géné- 
ral, mais  suffisante  dans  la  pratique,  sous  certaines  réserves  énoncées  au  cours 
de  la  démonstration. 


7e  série,  huitième  année,  premier  trimestre  tXijX. 

Ocagne  (M.  ci9).  —  Abaque  de  la  nouvelle  formule  de  M.  Bazin 
relative  aux  canaux  découverts.  (3o4-3i4,  6  ligures). 

II  s'agit  de  la  formule  • 

V 

I-+-  -f= 

où  L  désigne  la  vitesse  moyenne  en  mètres,  II  le  rayon  moyen  en  mètres,  I  la 
pente,  7  un  coefficient  numérique  qui  dépend  de  la  nature  de  la  paroi. 
En  l'écrivant 

r  ,    >   _  »7  v'i 

'elle  rentre  dans  le  type  d'équation 

/i(»i)/J(»J)-+-*J(»i)=/i(»»)/^i)-+-*i(»i) 
dont  l'auteur  obtient  aisément  la  construction  de  l'abaque. 
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Deuxième  trimestre  1898. 

Bazin  (H.).  —  Expériences  nouvelles  sur  l'écoulement  en  déver- 
soir (sixième  article).  (1 5 1-264,  82  figures,  nombreux  tableaux). 

Barbet.   —  Note   sur  le   calcul  des   barrages  des  réservoirs  en 
maçonnerie.  (265-299,  14  figures). 

Application  des  méthodes  développées  dans  une  étude  de  M.  Maurice  Levy. 
intitulée  :  Quelques  considérations  sur  la  construction  des  grands  barrages 
(Comptes  rendus,  5  août  1895). 


Troisième  trimestre  1898. 

Fournier  (F.).  —  Note   sur  deux  formules   relatives    à    l'écou- 
lement permanent  et  uniforme  des  liquides  (1-10). 

Ces  formules  empiriques  se  rapportent  à  l'écoulement  :  i°  par  un  tuyau  cylin- 
drique à  section  circulaire;  i°  par  un  canal  découvert. 

L'auteur  cite  V.  Kegnault,  Poiseuille,  Couette,  Flamant,  Bazin,  et  d'autres 
expérimentateurs. 

Bourdelles.  —  Ponts  en  maçonnerie  articulés  aux  naissances  et  à 

la  clef.  (3 1-92,  18  figures). 

Cette  étude  est  terminée  par  une  Note  de  M.  J.  Resal,  intitulée  :  Méthode 
générale  pour  le  tracé  de  la  courbe  des  pressions  dans  une  voûte  à  triple 
articulation. 


Quatrième  trimestre  1898. 

Rabiit.  —   Analyse  des  lignes  d'influence  expérimentales  (16S- 
166,  2  figures). 

Nouvelles  remarques  au  sujet  d'une  étude  de  l'auteur  publiée  en  octobre  1896 
et  de  la  Note  de  Al.  llisely  insérée  au  Volume  du  quatrième  semestre  180-. 
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7e  série,  neuvième  année,  premier  trimestre  1899. 

Barbet,  —  Note  sur  les  conditions  de  résistance  des  barrages  de 
réservoirs  en  maçonnerie.  (22-56,  9  figures,  1  planche). 

Nouveau  commentaire  à  la  Note  de  M.  Maurice  Levy  :  Quelques  considéra- 
tions sur  la  construction  des  grands  barrages  {Comptes  rendus,  5  août  1H95). 

Hisely.  —  Constructions  diverses  pour  déterminer  la  poussée  des 
terres  sur  un  mur  de  soutènement.  (99-120,  12  figures). 

Fournier  (I ".).   —  Note  sur  deux  formules   relatives  à  l'écou- 
lement permanent  et  uniforme  des  liquides.  (299). 

Remarque  importante  sur  la  loi  de  Poiseuille. 


Deuxième  trimestre  1899. 

Pour   mémoire.   Ce  Volume  ne  renferme   aucune   application 
mathématique. 


Troisième  trimestre  1899. 

Lebert  (/?.).  —  Étude  des  mouvements  vibratoires  dans  les  ponts 
à  poutres  droites  à  une  travée  et  dans  les  ponts  suspendus  à 
tablier  continu  simplement  appuyés  aux  culées.  (2i5-2()3, 
4  figures). 

Question  à  peine  abordée  dans  le  cours  classique  de  Bresse  et  pour  le  déve- 
loppement de  laquelle  il  est  important  d'établir  des  principes  nouveaux. 

Galliot.  —  Résistance  des  sphères  et  cylindres  en  contact.  (294- 
298). 

Complément  à  une  étude  de  l'auteur  publiée  aux  Annales  du  deuxième  se- 
mestre 1892. 
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Quatrième  trimestre  1899. 
Ce  Volume  ne  renferme  aucune  application  mathématique 


7e  série,  dixième  année,  premier  trimestre  1900. 
Aucune  application  mathématique. 


Deuxième  trimestre  1900. 

Harel  de  la  Noé.  —   Déformations  et  conditions  de  la  rupture 
dans  les  corps  solides.  (i8o-«33,  i\  figures). 


Troisième  trimestre  1900. 

Vauthier  (L.-Z,.).   —  Hydraulique  des  cours  d'eau.   Barrages  à 
encombrement   et   barrage   en   Ht  évasé,  sans  encombrement. 

(207-266.  10  figures). 

Cadart  (G.).  —  Note  sur  les  calculs  de  résistance  d'une  carcasse 
de  porte  d'écluse.  (267-296,  12  figures). 

Gisclard.  —  Note  sur  un  nouveau  type  de  pont  suspendu  rigide. 

(297-355,  18  figures). 

Suite  à  un  premier  article  publié  au  Volume  du  quatrième  trimestre  1899,  mai" 
simplement  descriptif. 

L'article  actuel  renferme  l'exposé  du  calcul  des  éléments  du  pont. 


Quatrième  trimestre  lyoo. 

Lebert  (/?.).    —   Elude   de  courbes  pouvant  servir  au    tracé  de 
l'axe  neutre  des  arcs  de  grandes  portées.  (74-1 10,  4  figures). 

Legay.  —  Mémoire  sur  le  tracé  et  le  calcul  des  voûtes  en  maçon- 
nerie (1  4  i-a33,  7  figures). 
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Le  Mémoire  débute  par  un  exposé  général  des  diverses  phases  du  dévelop- 
pement des  résultats  obtenus  depuis  cinquante  ans  que  Ton  étudie  la  question 
de  la  forme  rationnelle  à  donner  aux  voûtes  en  maçonnerie,  en  vue  de  réaliser 
la  meilleure  utilisation  des  matériaux  de  construction. 

Dans  cette  esquisse  historique,  on  rencontre  successivement  les  noms  de 
MM.  Yvon  Villarceau  (i844)<  Carvalho  (i853),  Sainl-Guilhem  (1859),  Denfert- 
Rochereau  (1859),  Tourtay  (1886  et  1888),  Séjourné  (1886),  Jacquier  (1893), 
Soulcyre  (1895),  Rourdelles  (1898). 

Les  principaux  résultats  de  leurs  investigations  sont  discutés  ici  comparati- 
vement. 


Notes.  —  I.  Pour  terminer  l'analyse  bibliographique  de  la 
série  des  Annales  des  Ponts  et  Chaussées  à  la  date  de  dé- 
cembre 1900,  il  nous  paraît  utile  de  faire  mention  des  articles 
publiés  dans  les  trois  derniers  Volumes,  sous  la  signature  de 
MM.  Resal  et  Alby  (M.  Alby,  rédacteur),  intitulés  :  Notes  sur  la 
construction  du  pont  Alexandre  ///(premier  trimestre  1898, 
i65-2i4;  deuxième  trimestre  1898,  3ii-328;  troisième  trimestre 
1898,  245-286;  quatrième  trimestre  1898,  59-144;  premier  tri- 
mestre 1899,  159-241;  premier  trimestre  1900,  232-3oi). 

II.  Ainsi  qu'il  a  été  dit  pour  la  Revue  d9 Artillerie  {Bulletin, 
1906),  l'analyse  des  périodiques  français,  à  partir  du  ier  jan- 
vier 1901,  consistera  simplement  en  un  Catalogue  des  travaux, 
classés  suivant  la  division  décimale,  comme  il  a  été  fait,  par 
exemple,  pour  les  Comptes  rendus  des  Séances  de  l' Académie 
des  Sciences.  H.  B. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 

Tome  127.  Berlin,  1904  (»). 

Karpinski  (Z,.-C).  —  Sur  la  distribution  des   résidus   quadra- 
tiques. (1-19). 

(<)  Voir  Bulletin,  t.  XXVIII,,  p.  80. 
Bull,  des  Sciences  ma  thé  m.,  a*  série,  t.  XXX.  (Avril  1906.)  R.4 


5o  SECOND K   PAUT1E. 

Soit  P  un  nombre  entier,  positif,  impair,  et  qui  ne  soit  divisible  par  aucun 
«carré.  On  se  propose  d'étudier  les  sommes 

où  le  symbole  (  =  )  est  celui  de  Jacobi,  et  où  la  sommation  s'étend  a  tons  les 

P  P 

entiers  s  compris  entre  (r  —  i) -  et  r  —  «De  telles  sommes  ont  été  considérées 

n  n 

par   Gauss,    Dirichlet,  Dedekind.  Si  P  est  premier,   leurs  valeurs   indiquent 

comment  sont  distribués  les  résidus  quadratiques  de  P. 

Le  calcul  de  ces  sommes  a  été  rattaché  par  Gauss  à  celui  des  nombres  C„ 
C3,  C3,  . ..,  des  classes  de  formes  quadratiques  proprement  primitives  dont  les 
déterminants  sont  égaux  respectivement  à  —  P,  — aP,  — 3P,  .... 

Les  formules  pour  n  =  8  et  n  =  12  sont  d'abord  rappelées,  d'après  Dirichlet. 

L'auteur  donne  ensuite  une  suite  de  résultats  nouveaux.  C'est  d'abord,  pour 
n  =  24,  un  système  complet  de  formules  permettant  de  calculer  les  sommes  S?4 
en  fonction  de  C,,  C„  C3,  C6.  Ces  formules  sont  appliquées  au  cas  06  P  est  pre- 
mier, en  distinguant  divers  cas  suivant  que  ce  nombre  premier  est  coogra 
(mod  24)  à  1,  5,  i3, 17,  7,  11,19  ou  23.  El  les  donnent  naissance  à  diverses  consé- 
quences :  par  exemple  C3est  un  multiple  de  6  pour  tous  les  nombres  de  la  forme 
24/H-1,  24/1-4-5  et  24/H-17. 

Une  étude  toute  semblable  est  faite  pour  n  =  10,  mais  en  supposant  alors 
P  =  3  (  mod.  4). 

Voici,  à  titre  d'exemple,  les  formules  générales,  liant  les  nombres  Ct,  C,,  C,, 
C6,  aux  valeurs  des  sommes  S?*,  obtenues  par  M.  Karpinski  pour  Psi  (mod{). 

cl=2(  s;*-4-sî*-*-S3*+s24-+-sj*-+-sî*), 
c,=  2(  s;*  +  sr  +  sr-s;;-sî{--s;;), 

c3=2(  sr-»-sï«-+-s33«-+-sj*-sî*-s;i-s;i-sî;),- 
c6=2(2s;*  +  s54+s3<-+-sj*-4-sj*-sî4-s}*~s;î-s;;-2Sîî). 

Schur(J.).  —  Sur  la  représentation  des  groupes  finis  au  moyen 
de  substitutions  linéaires  fractionnaires.  (20-5o). 

Soit  3C  un  groupe  fini  donné.  Il  s'agit  de  faire  correspondre  à  ses  divers  élé- 
ments A,  B.  ...,  des  transformations  projectives  {A},  |Bj,  ...  de  telle  manière 
que  le  produit  J  A  ]  {  B  }  de  deux  quelconques  de  ces  transformations  corresponde 
précisément  à  l'élément  du  groupe  qui  est  égal  au  produit  AB  des  deux  élé- 
ments homologues. 


1.  Chaque  transformation  j  A  J  sera  représentée  par  la  matrice  (A)  formée 
par  le  tableau  des  coefficients  qui  y  figurent;  mais  cette  matrice  n'est  définie 
qu'à  un  facteur  constant  près.  Chacune  des  représentations  cherchées  sera  donc 
donnée  par  un  système  de  matrices  (A),  (B),  ...  satisfaisant  à  des  égalités  de 
la  forme 

(0  (A)(B)  =  rAB(AB), 

où  les  /*AB  constituent  un  système  de  constantes  associé  à  cette  représentation. 
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Un  tel  système  de  constantes  doit  satisfaire  aux  conditions  (nécessaires  et 
-suffisantes)  : 

(  2  )  rA,  B  r AB,  C  =  rA,  BC  rB,  C* 

Les  représentations  cherchées  se  groupent  en  classes  de  représentations 
équivalentes:  deux  représentations  sont  équivalentes  si  l'on  passe  des  transfor- 
mations projectives  {  A  )  de  l'une  aux  transformations  projeclives  f  A'  ;  de 
l'autre  en  les  transformant  par  une  même  transformation  auxiliaire.  On  on 
déduit  sans  peine  la  définition  de  l'équivalence  pour  les  systèmes  de  matrices 
{A),  ou  les  systèmes  de  constantes  /'AB.  Le  nombre  des  classes  de  représenta- 
tions est  fini.  Les  diviseurs  premiers  de  ce  nombre  divisent  tous  l'ordre  du 
groupe  3€  donné. 

Si   Ton   multiplie  les  nombres  correspondants  rAB,  rAB  de  deux  systèmes  de 

constantes  provenant  de  deux  représentations  appartenant  à  des  classes  ka,  K?1 
on  obtient  un  système  de  constantes  associé  à  une  nouvelle  représentation  dont 
on  représentera  la  classe  par  KwKa.  On  définit  ainsi  un  groupe  DÏL,  qui  s'ap- 
pellera le  multiplicateur  de  3€.  C'est  un  groupe  abëlicn.  Si  ce  groupe  se  réduit 
a  i,  3C  est  dit  un  groupe  fermé. 

2.  Soient  (j  un  groupe  isomorphe  à  JC  et  Jlo  celui  de  ses  sous-groupes  inva- 
riants  qui  est  tel  que   ^   so'1  isomorphe  holoédrique  de  3€.  On  supposera  de 

plus  que  X  est  abélien. 

Les  caractères  de  ce  groupe  abélien  fournissent  alors  des  nombres  satisfaisant 
aux  conditions  (a);  et  les  représentations,  données  par  Frobenius,  du  groupe  [/ 
par  des  transformations  linéaires  fournissent  des  représentations  de  3€  répon- 
dant à  la  question, 

L'auteur  étudie  combien  de  types  différents  de  représentations  sont  donnés 
ainsi  par  un  groupe  (J. 

3.  On  peut  choisir  le  groupe  {{  de  manière  qu'il  fournisse  tous  les  t)pes  de 
représentations  primitives  de  3€,  une  représentation  étant  dite  primitive  s'il 
est  impossible  de  trouver  une  représentation  équivalente  de  la  forme 

-=(?<;,,)•  ".-c:' ,;,)•  ••■ 

où  (A,),  (Bt),  ...  sont  des  matrices  du  même  degré. 

Si  le  groupe  ((/)  est  d'ordre  minimum  parmi  tous  ceux  qui  satisfont  à  celle 
condition,  il  s'appellera  un  groupe  représentatif  ( Dars tell ungsgruppe).  Les 
sous-groupes  abéliens  <A>  de  tous  ces  groupes  représentatifs  sont  holoédrique- 
ment  isomorphes  au  multiplicateur  de  3C. 

4.  La  recherche  des  représentations  primitives  fournies  par  un  système  de 
constantes  /AB  satisfaisant  aux  conditions  (2)  se  fait  par  la  méthode  suivante, 

qui  résulte  des  principes  posés  par  Frobenius  : 

On  introduit  des  variables  indépendantes  xA,  x^  ...;  et  Ton  écrit  la  matrice 

(rP<|-i,Q  ^pq-»), 
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où  l'indice  P  et  l'indice  Q  prennent  la  série  des  valeurs  correspondant  aux 
divers  éléments  A,  B,  ...  du  groupe  3C.  On  peut  mettre  celte  matrice  sons  la 
forme  symbolique 

S(R)arH. 

les  (II)  étant  certaines  matrices  à  éléments  numériques.  Et  il  ne  reste  plus 
qu'à  décomposer  la  représentation  fournie  par  le  système  des  matrices  (R)  ea 
représentations  primitives,  de  toutes  les  manières  possibles. 

Dans  toutes  ces  représentations  primitives,  le  degré  des  matrices  est  donc  uo 
diviseur  de  Tordre  du  groupe  donné. 

5.  Contient  divers  théorèmes,  susceptibles  de  simplifier,  dans  des  cas  parti- 
culiers! la  détermination  du  multiplicateur  et  des  groupes  représentatifs. 

Ilensel  (K.).  —  Fondements  nouveaux  de  l'Arithmétique.  (5i-84). 

Les  nombres  entiers  positifs  sont  supposés  donnés.  L'auteur  introduit  une 
représentation  nouvelle  des  nombres  négatifs,  fractionnaires,  irrationnels,  et 
utilisera  les  principes  nouveaux  de  l'Arithmétique,  en  résultant,  pour  fonder 
une  théorie  nouvelle  des  nombres  algébriques.  Il  annonce  que  cette  théorie  four- 
nit une  condition  nécessaire  pour  qu'un  nombre  donné  soit  algébrique,  et  non 
transcendant. 

1,  2.  Soit  p  un  nombre  premier  quelconque.  Un  nombre  entier  positif  quel- 
conque A  peut  s'écrire,  d'une  seule  manière,  sous  la  forme 

A  =  o0-f-  o,  p  4-  a2p*-ï- ...-+-  a?/??, 

«0,  a,,  . ..,  a    ayant  chacun  pour  valeur  l'un  des  nombres 
(i)  o,     i,     ».     3,     ...,     (p  —  i). 

Pour  avoir  un  corps  de  nombres,  où  les  quatre  opérations  fondamentales 
(addition,  soustraction,  multiplication,  division)  soient  toujours  possibles,  oo 
introduira  plus  généralement  des  symboles  analogues,  formés  d'une  infinité  de 
termes,  et  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de  p  : 

(a)  A=*a/>*4-a<l+l/>«+1-+-...  (aa>o) 

où  les  valeurs  des  coefficients  appartiennent  toujours  à  la  suite  (i). 

Si  a  C  o,  le  symbole  est  dit  entier;  si  a  <  o,  il  est  dit  fractionnaire.  Généra- 
lement a  est  V ordre  du  symbole,  qui  s'appelle  un  nombre  du  corps  K(p).  \x* 
nombres  de  l'Arithmétique  ordinaire  s'appelleront,  par  opposition,  nombres  au 
corps  K  (î). 

Si  on  limite  le  développement  (a)  à  un  terme  quelconque,  en  />*  par  eiemple. 
on  a  un  nombre  ordinaire 

\  =  **P*+  ««♦.!/>*"  +  ...  +  CTâ  /'S 

qui  s'appelle  une  valeur  approchée  de  A. 

Une  égalité  rationnelle  entre  des  nombres  A,  B,  ...,  D  de  K(/»),  qui  s'écrit 

R(A>B,  ...,  D)=o        (p), 


i 
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signifie  que  la  congruence  correspondante 

K(Ak.  Bfc,  ...,  Dfc)  =o        (mod  p*) 

a  lieu,  dès  que  k  est  suffisamment  grand,  si  grand  que  soit  M. 

Le  domaine  naturel  K(i)  peut  être  considéré  comme  une  partie  du  domaine 
K(/>)>  les  nombres  de  K(i)  correspondant  à  ceux  des  nombres  de  K(/>)  pour 
lesquels  la  suite  des  coefficients  aa,  aa+1,  ...  est  périodique. 

3.  L'auteur  étudie  ensuite  les  fonctions  entières  de  x 
(3)  f(x)  =Aa?"-+- Bx"-1 -<-... -f-L, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  deK(p).  La  notion  de  discriminant  et 
celle  de  résultant  s'introduisent  au  moyen  des  fonctions  approchées 

fk  ( x  )  =  \k xH-+-  Bkxn~l  -+- . . .  -f-  Lk 

obtenues  en  remplaçant  les  coefficients  de  (3)  par  leurs  valeurs  approchées. 

Les  méthodes  et  les  propositions  de  l'Algèbre  élémentaire,  en  tant  qu'elles  ne 
supposent  que  des  opérations  rationnelles,  s'étendent  ici  d'elles-mêmes.  Par 
exemple  :  la  formule  de  Taylor,  la  divisibilité  par  (x — Ç),  la  divisibilité  en 
général,  la  théorie  de  l'irréductibilité. 

4.  Démonstration  des  théorèmes  suivants  : 

Une  fonction  F(x)y  de  la  nature  indiquée,  est  décomposable  en  facteurs 
irréductibles  et  d'une  seule  manière;  et  Von  peut,  par  un  nombre  limité 
d'opérations,  calculer  ces  facteurs  avec  une  approximation  donnée. 

Si  le  discriminant  de  V(x)  est  d'ordre  6,  la  fonction  V{x)  est  décompo- 
sable lorsque  sa  ùiême  fonction  approchée  Vf(x)  se  décompose,  module  /j*"*"1, 
et  dans  ce  cas  seulement. 

M.  Ilensel  applique  les  résultats  obtenus  à  la  résolution  de  l'équation 

x2— A  =  o        (/>), 

et  à  la  décomposition,  dans  le  domaine  du  nombre  premier  /?,  d'une  fonction 

F(x)  =  xn -¥•  axxn~x -h...  -+-a„, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  du  domaine  K(i). 

GundeIJinger  (S.).  —  Remarques  et  observations  complémen- 
taires sur  le  Mémoire  de  M.  Heflïer  :  Sur  la  classification,  elc. 
(Tome  121}  de  ce  Journal,  pages  83-98).  (85-91). 

L'auteur  rappelle  ses  diverses  publications  sur  la  classification  des  quadriques 
et  de  leurs  sections  planes,  et  compare  ses  résultats  aux  critères  donnés  par 
MM.  Hensel  et  HelTter.  Il  donne  une  méthode  élémentaire  pour  la  classification 
des  sections  planes  des  quadriques,  en  coordonnées  cartésiennes.  Un  dernier 
paragraphe  contient  une  démonstration  de  la  règle  des  signes  de  Descartes,  pour 
les  équations  dont  toutes  les  racines  sont  réelles, 
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Landau  (Edmund).  —  Sur  une  application  du  théorème  dt         Ei- 
senstein    à  la   théorie   de  l'équation   différentielle   de    G»  o^^-iss. 

(92-102). 

Le  théorème  d'Eisenstein,  complété  par  Heine,  fournil  une  condition  im* L=i«rs- 

saire  pour  qu'une  série  entière,  à  coefficients  rationnels,  soit  un  élément 
fonction  algébrique.  M.  Landau  s'en  sert  pour  démontrer,  par  des  raisonne! 
purement  arithmétiques,  la  transcendance  de  la  série  F(a,  fl,  y,  x)  de 
dans  l'un  des  deux  cas  fondamentaux  indiqués  par  Schurartz  (celui  où  la 
des  angles  du  triangle  réduit  est  inférieure  à  x).  Dans  la  démonstration  i 
vient  le  théorème  de  Dirichlct  sur  l'existence  d'une  infinité  de  nombres 
miers  de  la  forme  (*/»-+-i). 

Jung  (fleinrich).  —  Sur  la  transformation  des  corps  algéhri«f      '/es 
de  rang  un.  (io3-i  i5). 

«  Dans   les  pages  qui  suivent,  dit  l'auteur,  on  se  propose  de  traiter    ci 
transformation  des  fonctions  elliptiques  à  un  point  de  vue  algébrique.  La  « 
des  idées  est  la  suivante  :  quand  on  adjoint  une  nouvelle  grandeur  algébrf 
à  un  corps  algébrique  fie  fonctions  d'une  variable,  on  obtient  en  général 
nouveau  corps  de  rang  plus  élevé.  Il  n'y  a  que  dans  le  cas  où  le  corps  priait 
est  de  rang  zéro  ou   un,  que  le  nouveau  corps  peut  être  de  même  rang  qu 
premier.  C'est  ce  qui  est  prouvé  dans  le  premier  paragraphe.  On  examine  1 
suite  plus  spécialement  le  cas  où  les  deux  corps  sont  de  rang  un,  en  appliqo 
la  théorie  de  Gatois  à  l'équation  qui  définit  la  grandeur  que  Ton  adjoint, 
montre,  enfin,  que  la  transformation  de  Jacobi  est  la  plus  générale  à  laquvl^^ 
on  arrive  ainsi.  » 

ffenscl  (À').  —  Théorie  des  ourps  de  matrices.  (1 16-166). 

1.  Soit  A  =  («ll)  la  matrice  formée  des  n-  éléments  alkt  pour  1, k  —  i,a,....w^ 
On  écrit,  par  définition,   A  _  o,  si  tous  les  aik  sont  nuls;  A  =1  si  les  aa  son 
égaux  à  zéro  pour  1  ---  /.,  et  à  un  pour  i  =  A  ;  on  écrit  encore  \  —  c  (constante 
si  les  atk  sont  égaux  à  zéro  pour  1  ---  k.  et  à  c  pour  1  1=  k.  On  désigne  par  j  \ 
le  déterminant  des  alk. 

Si  Ton  introduit  de  même  une  autre  matrice  de  même  nature  II  —  (6lk),  ""^ 
pose  encore,  par  définition  (d'après  Caylcy,  Philosnphical  Transactions^ 
vol.  148). 

.1  +  8  =  ^  +  6,,)        et        AB=  I    Va.,6,4  J. 

La  soustraction  et  la   division  se  définissent  comme  opérations   im erses  de  " 

l'addition  et  de  la  multiplication.  Le  quotient  -  n'existe  que  si  |  V  |  ^  o. 

La  multiplication   est  associative,  mais  n'est  pas,  en  général.  commulalitc. 
Kilo  le  devient  quand  on  ne  fait   intervenir  dans  les  calculs  que  des  matrice? 
appartenant  au  corps  K(i,  A),  formé  des  polynômes  en  A  à  coefficients  constant 
quelconques,  cl   des  quotients  de  tels  pol\  nomes.  Dans  cette  définition  d'u 
corps  de  matrices,  on  peut  se  borner  au  cas  où  |  A  |  —  o. 
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Oo  a  ainsi,  pour  chaque  corps  de  matrices,  une  arithmétique  toute  sem- 
blable à  l'arithmétique  élémentaire  ordinaire.  Si  l'on  veut  préciser  la  nature 
d'un  tel  corps,  le  fait  essentiel  est  que  A  satisfait  toujours  à  une  équation 
algébrique  entière,  à  coefficients  constants,  qui  est  entièrement  déterminée,  si 
on  lui  impose  la  condition  d'être  de  degré  minimum.  Cette  équation  (qui  s'ap- 
pellera V équation  fondamentale  de  A  ) 

/(/•)  =  rv+cl;,v-,  +  ...+  cv=o 

se  déduit  de  la  matrice  (r —  A),  formée  en  considérant  r  comme  une  constante 
indéterminée;  car/(r)  est  le  dernier  diviseur  élémentaire  de  cette  matrice. 

L'étude  du  corps  K(i,  A)  se  ramène  alors  à  l'étude  du  corps  des  fonctions 
rationnelles  d'une  indéterminée  r,  considérées  modulo  f(r).  L'auteur  la  fait 
d'une  manière  très  simple,  et  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

Soit 


/(o  =  JI<r-r.>' 


1=1 


la  décomposition  de  f(r)  en  ses  facteurs  linéaires.  A  chacun  de  ces  facteurs 
linéaires  on  peut  associer  un  polynôme  #,(/•),  de  telle  manière  que,  si  l'on  pose 

Af=(/iAr|),.g.(A),       Ai=A'(A-r,), 
toute  matrice  B  =  tp(  A)  du  corps  K(i,  A)  peut  s'écrire 

B  =£  B., 

1  =  1 

avec 

Bt-  =  y  (  r,  )  A?  h-  y'  (  r,  )  A,  + . . .  +  ^"^  ^  A*-. 

Toutes  ces  matrices  B4,  pour  un  même  indice  i,  constituent  donc  un  corps 
K(Af,  A4),  formé  suivant  les  mêmes  lois  que  le  corps  K(i,  A),  sauf  que  la 
matrice  unité  est  remplacée  par  la  matrice  Af.  Ces  matrices  unités  nouvelles 
satisfont  du  reste  aux  relations 

A?Af  =  o,        (A?,'=A?. 

Enfin,  l'équation  fondamentale  qui  correspond  à  chaque  matrice  A,  est  sim- 
plement 

r,  •  =  o. 

L'étude  du  corps  K(i,  A)  est  alors  équivalente  à  l'étude  des  divers  corps  pri- 
mitifs K(Af,  A,).  Cela  tient  à  ce  que,  si  l'on  considère,  en  même  temps  que  B, 

h 

une  autre  matrice  C  =  V  C,,  décomposée  de  la  même  manière,  on  a 

/— .i 

BiC^dî.iC,),       BC^CB.C,),        §=2]J- 


Le  système  des  v  matrices 


AJ,     Ait    A41     ...,     A,* 


(1  =  1,  a,  ...,A), 


au  moyen  desquelles  s'expriment,  comme  il  vient  d'être  expliqué,  toutes  la»»   * 
matrices  du  corps  K(i,  A),  s'appelle  le  système  fondamental  normal  de 
corps. 


2.  Deux  corps  K(i,  A),  K(i,  B)  sont  dits  équivalents,  si  deux  matrices  cor 
respondantes  quelconques  de  ces  deux  corps,  ?(A)  et  ?(B),  satisfont  loujoo 
à  une  même  identité 

P<p(A)Q  =  ?(B). 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  cette  équivalence  est  que  AetB  aîen^ar 
la  même  équation  fondamentale,  et  que  les  éléments  des  deux  systèmes  fonda  -^ 
mentaux  normaux  qui  se  correspondent  aient,  deux  à  deux,  le  même  rang. 

La  démonstration  de  ce    théorème  résultera   de  la  théorie  de  la  réductio 
de  A  à  une  forme  réduite  canonique,  par  une  suite  d'opérations  de  la  form-^ 
PAP-1  (transformations  contragrédientes). 

3.  Pour  faciliter  l'exposition  de  cette  théorie,  l'auteur  se  sert  de  la  représen- 
tation d'une  matrice  A  au  moyen  de  matrices  partielles.  Soient  e„  e,,  . ..,  e. 
des  nombres  entiers  dont  l«i  somme  soit  égale  à  n.  Isolons  par  un  trait  vertica/ 
les  e,  premières  colonnes  de  A,  puis  les  e7  colonnes  suivantes,  et  ainsi  de  «uite; 
isolons  de  même  par  un  trait  horizontal  les  ex  premières  lignes,  puis  les  ensui- 
vantes, et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  ainsi  décomposé  A  en  p1  matrices  par- 
tielles, qu'on   pourra  représenter  par  Alà;  chacune  d'elles  pourra  être  consi- 
dérée comme  formée  de  rr  éléments,  en  supposant  qu'on  la  considère  comme 
déduite  de  A,  en  y  remplaçant  par  des  zéros  tous  les  éléments  qui  ne  figurent 
pas  dans  le  Tableau   rectangulaire  correspondant   aux  indices  i  et  k.  Et  l'on 
pourra  écrire  à  volonté 


—  y .  -V*« 


l'.A 


ou  bien 


A  = 


A,,     Al2 
A„      Y 


A, 


72 


^ 


*3l  '*û2 


A 


f0 


En  particulier,  on  désignera  par  K(l  les  matrices  provenant  de  la  matrice  un 
à  n7  éléments,  comme  \lk  provient  de  A. 

M.   Hensel  expose  divers  théorèmes  sur   le  calcul  des  matrices  considé 
ainsi  comme  constituées  par  des  matrices  partielles. 

\.  Par   une    transformation    cogrédicnle,    toute    matrice  A   peut   se    n 
sous  la  forme  précédente,  de  manière  que  tous  les  \ik  en  dessous  de  la  é 
nale  principale  soient  nuls,  et  que  ceux  de  la  diagonale  principale  soien 
à  l'exception  du  dernier  A    ;  et  |  Ap?  |  n'est  nul  que  si  A.,  est  nul  lui-m<? 


5.  Si  A2=  A,  on  peut  fdirc  en  sorte  que  tous  les  Al4  soient  nuls,  a  l'ex 
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de  A.,  qui  sera  une  matrice  E    •  si  Ar=o,  la  réduction  précédente  sera  telle 
que  A.f  soit  précisément  nul. 

6.  En  appliquant  ces  résultats  aux  éléments  du  système  fondamental  normal 
du  corps  K(i,  A),  défini  au  n°  1,  on  reconnaît  d'abord  que,  si  u.,  désigne  le 
rang  de  A?,  ei  si  l'on  fait  jouer  à  ces  nombres  |x,  le  rôle  des  et,  on  peut  réduire 
simultanément  les  A?  aux  matrices  unités  incomplètes  E,,,  et  qu'alors  les  divers 
éléments 

À?      A       A?  A*1»"1 

se  présentent  sous  la  forme  de  matrices  partielles  A,-,  qui,  par  suite,  n'ont,  pour 
deux  valeurs  différentes  de  i,  ni  lignes,  ni  colonnes  communes. 

7.  On  peut  dés  lors  poursuivre  la  réduction  en  considérant  isolément  chacun 
de  ces  groupes  d'éléments,  c'est-à-dire  qu'on  peut  supposer  qu  on  a  affaire  à 
un  système  A  pour  lequel  l'équation  fondamendale  est*r<<=o.  On  reconnaît 
alors  que  A  peut  se  ramener  à  la  forme  réduite  définitive,  où  ne  figurent  plus 
comme  éléments  que  des  i  et  des  o 

A  =  El3-t-  E„H-. .  .-f-  Ep_1>?. 

De  plus,  p  =•  d  et  les  nombres  en  e2,  . ..,  e.  sont  définis  par  les  égalités  sui- 
vantes : 

eâ  =  n-[A],        *3=[A]-[A'],       e,=  [V']-[A»]f        ...,       ef=[Af-«], 

dans  lesquelles  la  notation  [A1]  désigne  le  rang  de  la  matrice  A'.  Cette  forme 
réduite  est,  par  suite,  unique. 
Dans  le  cas  général,  il  y  au/a  h  séries  de  nombres  analogues 

«V>=[AM-[A,]f        e(3°=[A.]-[AJ],        ...,        e<Ç=[A*-«] 

(i  =i,2,  . ..,  h), 

qui  déterminent  entièrement  la  forme  réduite;  et  l'on  a  la  formule 

D„=|r-A|=rr(,._,//>~$0---~i?, 

qui  s'appellera  la  décomposition  caractéristique  du  déterminant  \r  —  A  |. 

8.  L'auteur  donne  le  moyen  de  former  très  simplement,  en  partant  de  cette 
décomposition,  les  diviseurs  élémentaires  et  les  diviseurs  du  déterminant 
(Determinantenteiler)  de  la  matrice  (r  —  A). 

9.  Recherche  des  systèmes  B  échangeables  avec  le  système  A,  c'est-à-dire  tels 
que  AB  =  BA.  Il  faut  d'abord  que  B  se  décompose  en  systèmes  partiels  Bu  dr 
la  même  manière  que  A  se  décompose  en  ses  systèmes  partiels  Au  (voir  n°  G). 

10.  On  est  ainsi  ramené  de  nouveau  au  cas  particulier  où  A  a  pour  équa- 
tion fondamentale  r{  =  o,  et  Ton  arrive  à  nue  règle  précise  pour  for  nui 
tout  les  systèmes  B  répondant  à  la  question.  Le  nombre  des  solutions,  lii.éai- 
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rement   indépendantes,   est  V  V  [cj*,]a  (Frobenius).   L'auteur  étudie   enfu» 

i      A 
l'équation  |  /•  —  B  |  =  o. 

11.  Applications  à  la  théorie  des  formes  bi linéaires  et  des  formes  quadra- 
tiques. On  retrouve,  en  particulier,  les  résultats  classiques  sur  l'équation  en  s. 
Ils  tiennent  à  ce  que,  si  A  est  une  matrice  symétrique,  son  système  fondamental 
normal  se  réduit  à  la  forme 

A°      A°  Aî 

toutes  les  matrices  At  étant  alors  nécessairement  nulles. 

Landau  (Edmund).  —  Sur  une  représentation  du  nombre  des 
classes  d'idéaux  d'un  corps  algébrique  au  moyen  d'une  série 
infinie.  (167-174). 

Soient  x  un  corps  algébrique,  h  le  nombre  des  classes  d'idéaux  de  ce  corps, 
F(#i)  le  nombre  de  ces  idéaux  dont  la  norme  est  égale  à  l'entier  positif  n.  Le 
nombre  h  est  donné,  d'après  Dedekind,  par  la  formule 


gh  =  \,m(s-i^(t)     où     ;,(«)  =  Y  ^P-; 

»— 1  mm        n 


11  =  1 


dans  laquelle  g  désigne  une  constante  que  Ton  peut  considérer  comme  connue 
pour  chaque  corps  x  donné. 

C'est  celte  valeur  du  produit  gh  dont  M.  Landau  se  propose  de  donner  une 
expression  sous  forme  de  série.  Introduisant,  à  cet  effet,  la  fonction 


«*>=2^ 


n  — 1 

et  la  fonction  \x(k)  de  Môbius,  définie  par  la  formule 

»   _v **(*> 

Ç(*)    ~Zm       À"'       ' 
*  =  1 

on  écrit 

00 

g h  =  |im  \*(Jl  =  |im  V  -", 

n=l 
en  posant 


.=2>>F(jf) 


A|/i 

(notation  par  laquelle  il   faut  entendre  que   la  sommation   suivant  V indice  k 
doit  s'élendre  à  tous  les  diviseurs  k  de  n  ).  On  arrive  ainsi  à  la  formule  annoncée 


"-XÏ 


n  =  1 


i 
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car  le  second  membre  de  cette  formule  est  une  série  convergente.  C'est  la  dé- 
monstration de  cette  convergence  qui  forme  toute  la  difficulté  de  la  question; 
l'auteur  rétablit  en  prouvant  d'abord  que  le  produit 


log'a: 
x 


2>- 


n  =  l 


demeure,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  inférieur  à  un  nombre  fixe. 

Guldberg  (A.).  —  Sur  les  équations  aux  différences  finies,  qui 
possèdent  des  solutions  fondamentales.  ( 1 70- 1 78). 

Si  un  système  d'équations  aux  différences  finies 

possède  la  propriété  (appartenant  ;iux  systèmes  linéaires)  que  son  intégrale 
générale  s'exprime,  au  moyen  de  p  solutions  particulières  quelconques 

yi  =  Xki        (1  =  1,  2,  ...,/i;  *  =  1,2,  ...,/>)> 

par  des  formules,  toujours  les  mômes, 

v a  /  y  % =  s  i\y\i  •  •  '«/i»)  •  •  •»  Xpti  • m  •»^;»»'  ai»  •  •  •»  &n  ) 

(où  rtn  ...,aMsont  des  constantes  arbitraires),  on  peut  supposer  les  constantes 
d'intégration  a,,  ...,  aM  tellement  choisies  que  ces  formules  soient  les  équations 
d'un  groupe  de  transformations  p  fois  transitif,  entre  les  variables  (a,,  ...,  an) 
et  les  variables  transformées  (y^  *..,yn). 

Le  nombre  p  est  au  plus  égal  à  n  -+-  2. 

Pour  n  =  1,  on  obtient  ainsi  trois  types  d'équations  aux  différences,  corres- 
pondant à  p  =  1,  2,  3.  On  peut  les  écrire 

jvm    -*-  py*  =  °' 

y*yx+i+  p^x+i-t-  Qx,+  R  =  <>■ 

Cette  dernière  équation  possède  des  propriétés  toutes  semblables  à  celles  de 
l'équation  différentielle  de  Riccati. 

JSohl  (P.).  —  Sur  le  mouvement  d:un  système  mécanique  dans 
le  voisinage  d'une  position  d'équilibre  (179-276). 

Considérons  un  système  S  dont  la  position  est  définie  par  n  paramètres  wM 
••„  ...,»,,  et  dont  le  mouvement  est  régi  par  les  équations  de  La  grange;  nous 
supposons  de  plus  qu'il  y  a  une  fonction  des  forces  U,  qui  a  des  dérivées  con- 
tinues du  premier  et  du  deuxième  ordre;  et  que  les  dérivées  premières  de  U 
s'annulent  pour  la  position  u,  =  w2  =  ...=  u>„  =  o,  qui  est  par  conséquent  la 
position  d'équilibre  considérée.  On  peut  alors,  par  une  transformation  linéaire 
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des  coordonnées,  faire  en  sorte  que  la  force  vive  T  soit  de  la  forme 


aT  =  w/,2-+-a>,aa«4-...-t-w^-hV  ar,fc>;u>;. 


r.* 

(les  art  étant  des  fonctions  des  w,  qui  s'annulent  pour  u>,=  o,  et  dont  on  sup- 
posera qu'elles  admettent  des  dérivées  continues  du  premier  et  du  deuxième 
ordre),  et  cela  de  manière  que  U  soit  de  la  forme 

où  les  Yi  sont  des  constantes,  et  où  ?  s'annule  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier 
et  du  deuxième  ordre  pour  wJ=o. 

On  dit  alors  d'une  coordonnée  w,  qu'elle  est  stable,  instable  ou  singulière. 
suivant  que  la  constante  correspondante  y4  est  négative,  positive  ou  nulle. 

L'auteur  se  propose  la  solution  du  problème  suivant  : 

En  supposant  qu'aucune  coordonnée  n'est  singulière,  étudier  l'existence 
et  la  multiplicité  des  mouvements  dans  lesquels  S  reste  dans  te  voisinage 
de  la  position  d'équilibre  pendant  un  intervalle  de  temps  qui  se  prolonge, 
au  moins  dans  un  sens,  jusqu'à  l'infini. 

L'auteur  remarque  que,  s'il  y  avait  des  coordonnées  singulières,  la  connais- 
sance des  termes  du  second  ordre  de  U  ne  suffirait  pas  pour  pouvoir  répondre 
à  la  question  posée. 

Le  Mémoire  est  divisé  en  trois  Chapitres. 

Chapitre  I.  —  Il  est  consacré  à  la  démonstration  du  théorème  préliminaire 
suivant  : 

Si  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités 

—  a^x^a;        (i  =  1,  2,  ...,  /t), 

/n/2?  •••'//!  son*  des  fonctions  continues  des  a?,,  qui  ne  s'y  annulent  pas 
simultanément  :  i°  il  est  impossible  que  l'on  ait,  sur  tout  le  pourtour  du 
domaine,  les  identités 

ft-Xi        (i  =  t,  2,  ...,  ai); 

2°  il  existe  un  point  de  ce  pourtour  pour  lequel  on  a  les  égalités  fk  =  Nxê>  où  N 
est  un  certain  nombre  négatif. 

La  deuxième  partie  de  ce  théorème  se  déduit  de  la  première,  qui  y  est,  «In 
reste,  implicitement  contenue.  La  première  partie  se  démontre  par  la  considé- 
ration de  l'intégrale  de  surface  de  Kronccker,  relative  aux  fonctions 

et  étendue  au  pourtour  du  domaine  considéré. 

Chapitre  II.  —  On  appellera  jf,,  a?2,  ...,  J?M  celles  des  coordonnées  u»,  qui 
sont  stables;  yx,yv  . ..,  j'y  celles  qui  sont  instables;  les  constantes  7,  relative* 
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aux  premières  seront  désignées  par  — pj\  celles  qui  sont  relatives  aux  secondes 
par  q}\  les  dérivées  des  xt  seront  désignées  par  Ç(,  cl  celles  des  yt  par  t„.  Em 
résolvant  les  équations  de  Lagrange,  on  obtient  alors  le  système 


/ 


F  dr 

^  =  —  p'rXi+Xn        --£  =  qïyk+Yk        (i  =  i,  a,  ...,  M;  A  =  i,  a,  ....  N); 

où   les  X  et  les  Y  s'annulent,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  par  rapport 
aux  x,y,  Ç,  *i,  pour  xi  =  yi  ■.=  Ç,=-Tlfc=o. 

On  a,  de  plus,  l'intégrale  première  des  forces  vives,  qui  s'écrit 


où  R  s'annule,  ainsi  que  les  dérivées  premières  et  secondes  par  rapport  aux 
JCj  y,  Ç,  t„  pour  x^yk  —  ;( ;  —  tïk  —  o;  et  où  C  est  la  constante  des  forces 
vives. 

Les  propriétés  précédentes  suffiront  à  établir  les  diverses  propositions  con- 
tenues dans  le  Chapitre.  On  en  tire,  à  cet  effet,  un  certain  nombre  d'inégalités, 
•  lont  voici  les  plus  importantes.  Posons 

4 

Uk  =  r,k  4-  qk  yk,         vk  =  rt;  —  qk  yk. 

Désignons  par  a?J,  yk,  ;,',  t^,  mJ,  v'k  les  différences  des  valeurs  correspondantes 
des  xi%  yki  Ç,-,  r\ky  uhJ  vk  dans  deux  mouvements  différents.  Introduisons  enfin 
tles  nombres  positifs  arbitraires  /,,  /,,  . . .,  /M;  /m,,  #w2,  .  . .,  /w^..  Alors  : 

i*  Pourvu  que  les  x,  y,  Ç,  t,  correspondant  aux  deux  mouvements  restent, 
en  valeurs  absolues,  suffisamment  petits  dans  l'intervalle  de  temps  consi- 
tiêré,  on  aura,  dans  tout  cet  intervalle, 

>"=2]  Kw+pix?)  +2] ,nî  ^-E "*2<  °- 

i  A-  A 

*oii*  la  seule  condition  qu'au  début  de  l'intervalle  on  ait  r'£o  e*  \\  "i2?*  °- 
a°  On  aura  de  même 

s'  =2]  'r  (  V  +  Pi  *?  )  +  V  m}  u?  -V  „;*  <  o, 
i  A  k 

sous  la  condition  qu'à  la  fin  de  l'intervalle  on  ait  s '  1  o  et  \    i'i:7*  <>. 

3*  Si  l'intervalle  de  temps  considéré  s'étend  depuis  t  =  t0  jusqu'à  t  ---  -t-  x, 
ef  ii  l'expression 


ta 


=  e5*'  1"/*  V  (ç;2  +  pixj  )  +  m:  V  M;*- V  v/l 

L        i  A-  A  J 


(oû  /,  m,  À  «o/i/  êtes  constantes  positives)  ne  devient  pas  infinie  en  même 
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temps  que  l,  on  a,  dans  tout  V intervalle,  «  <  o,  à  moins  que  les  deux  mou- 
vements soient  identiques. 

Les  théorèmes  que  nous  allons  énoncer  sont  alors  établis,  pour  la  pfopart, 
en  raisonnant  par  l'absurde;  c'est-à-dire  en  montrant  que,  si  on  ne  les  adaet 
pas,  on  se  trouve  en  contradiction  avec  Tune  des  inégalités  précédentes,  ou  arec 
le  théorème  préliminaire  du  Chapitre  I.  Voici  ces  théorèmes  : 

Il  existe  un  nombre  positif  d  tel  que,  si  l'on  considère  les  domaines  (À), 
(*),  (B)  définis  respectivement  par  les  inégalités 

(A)  WAid,  I />.-*.•  I  S  <*, 


3V'M  '.'-3^1 

(B)  \uk\<-?-,  K|      <     d 


I.  Il  y  a  une  infinité  de  mow>ements  qui  demeurent  constamment,  a  partir 
d'un  certain  instant  initial,  dans  (A,  B)  [ce  qui  veut  dire  que  les  valeurs 
des  x,  Ç,  u,  v  satisfont  aux  inégalités  (A),  (B)]. 

Pour  déterminer  les  conditions  initiales  d'un  tel  mouvement,  il  convient 
de  les  choisir  dans  (  a,  B);  on  peut  alors  prendre  arbitrairement  les  valeurs 
des  x,  £,  v;  et  les  valeurs  des  u  sont  par  là  déterminées  d'une  manièrenni- 
forme  et  continue.  De  sorte  qu'il  n'y  a  qu'un  mouvement  répondant  à  la 
question  et  satisfaisant  à  ces  conditions  initiales  pour  les  x,  Ç,  v. 

II.  Il  y  a  une  infinité  de  mouvements  qui  demeurent,  pour  toutes  les 
valeurs  de  t,  dans  (  A,  B). 

Pour  déterminer  les  conditions  initiales  d'un  tel  mouvement,  il  convient 
de  les  choisir  dans  (  a,  B  );  on  peut  alors  prendre  arbitrairement  les  valeurs 
des  x,  £;  les  valeurs  initiales  des  u,  v  sont  par  là  déterminées  d'une  ma- 
nière uniforme  et  continue.  De  sorte  quil  n'y  a  qu'un  mouvement  répondant 
à  la  question  et  satisfaisant  à  ces  conditions  initiales  pour  les  x,  \. 

Un  autre  groupe  d'énoncés  se  rapporte  aux  solutions  asympto tiques.  11 
faut  entendre  par  là  deux  solutions  (ou  mouvements)  telles  que  les  produits  par 
eht  des  différences  x\,  y'k,  Ç'.,  r\  tendent  tous  vers  zéro,  pour  t  infini.  Dans  celle 
définition,  h  désigne  une  constante  positive  quelconque.  On  peut  déterminer 
des  domaines  (  K),  (  J  ).  (  K' ),  (  J),  définis  par  des  inégalités  analogues  à  (A)(B), 
et  pour  lesquels  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

I.  A  tout  mouvement  qui  reste  dans  (  K  )  pour  t  >  t0,  correspondent  une 
infinité  de  mouvements  asymptotiques,  qui  restent  dans  (  J  )  pour  t  >  tt.  Les 
valeurs  initiales  des  v  déterminent  entièrement  chacun  de  ces  mouvements 
asymptotiques,  et  sont  arbitraires,  pourvu  quelles  soient  suffisamment  voi- 
sines des  valeurs  correspondantes  des  v  dans  le  mouvement  donné. 

Il  A  tout  mouvement  qui  reste  dans  (  K')  pour  t  >  t„  correspond  un  mou- 
vement asymptotique  et  un  seul,  qui  reste  dans  (J')  quel  que  soit  t. 

M.  Bohl  étudie  ensuite  les  valeurs  de  la  constante  de*  forces  vives  pour  les 
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deux  classes  de  mouvements  considérés  par  lui.  Il  faut  ici  se  limiter  à  un  do- 
maine (T)  tel  que  les  dérivées  premières  des  X  et  des  Y  et  les  dérivées  secondes 
de  R  y  demeurent  inférieures  en  valeur  absolue  à  certaines  limites  fixes. 
Alors  : 

I.  Si  un  mouvement  demeure  dans  (  T  )  dès  que  t  est  assez  grand,  la  con- 
stante des  forces  vives  C,  qui  lui  correspond,  est  positive  ou  nulle. 

II.  Le  seul  mouvement  qui  demeure  dans  (T),  quel  que  soit  t,  et  pour 
lequel  C  soit  nulle,  est  le  mouvement  xt  =  yk  =  o,  dans  lequel  le  système 
reste  immobile  dans  la  position  d'équilibre. 

III.  Si  un  mouvement  demeure  dans  (T)  pour  t>  tn  et  si,  pour  ce  mou- 
ventent,  C  est  nulle,  ce  mouvement  tend,  pour  t  =  -h  »,  vers  la  position  d'équi- 
libre xà  =  yk  =  \ i  =  t^  =  o  ;  et  le  produit  par  eat  de  chacune  des  quantités  x, 
y y  Ç,  t,  tend  vers  zéro,  sous  la  seule  condition  que  «  soit  un  nombre  positif 
inférieur  à  toutes  les  constantes  qk. 

Ces  mouvements  qui  figurent  dans  ce  dernier  énoncé,  et  qui  sont  ainsi  asymp- 
lotiques  à  la  position  d'équilibre,  possèdent  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Sous  certaines  conditions  d'inégalités,  il  existe  un  mouvement  et  un 
seul,  asymptotique  à  la  position  d'équilibre  (au  sens  de  l'énoncé  précédent) 
et  dans  lequel  les  vh  prennent  pour  t  =  t0  des  valeurs  initiales  arbitraire- 
ment choisies. 

II.  Si  les  constantes  qk  ne  sont  pas  toutes  égales,  il  existe  une  valeur^  de 
l 'indice  k,  pour  laquelle  on  a,  lorsque  t  devient  infini  : 

lim  îi  =  lim  ii  =  lim^-  =  lim  ^  =o        (k  jà  X;  *  =  i,n,  ...,M); 

rx         x\         y\         y\ 


et,  de  plus, 


lim 
/  =  «• 


=  7x- 


Chapitre  III.  —  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur  reprend  les  mêmes  questions  que 
dans  le  Chapitre  II,  mais  en  imposant  seulement  aux  mouvements  considérés 
la  condition  que  les  coordonnées  seules  xiyk,  et  non  plus  nécessairement  les 
vitesses  ^réà,  devront  demeurer  dans  le  voisinage  de  la  valeur  zéro,  soit 
pour  t>  t9,  soit  pour  toutes  les  valeurs  de  /. 

Il   établit  d'abord  que  cette  condition  entraîne  comme  conséquence  le  fait 

que  la  somme  \]$?-+-\^k  demeure  nécessairement  inférieure  à  une  certaine 

i  A 

limite,  que  l'on  peut  rendre  aussi  petite  que  Ton  veut.  Il  faut,  pour  établir  ce 
résultat,  se  servir  de  la  forme  particulière  des  fonctions  X,,  Yt;  et  non  plus 
seulement  des  propriétés  générales  de  ces  fonctions  qui  avaient  suffi  dans  le 
Chapitre  précédent. 

Ce  théorème  préliminaire  conduit  aux  conséquences  suivantes,   tout  à  fait 
analogues  aux  résultats  du  Chapitre  précédent  : 

Il  existe  une  première  classe  de  mouvements,  pour  lesquels  les  x,  y  restent, 
pour  t  >  t„  dans  le  voisinage  de  la  valeur  zéro;  et  une  seconde  classe  de 
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-situés  à  distance  finie,  et  dans  laquelle  le  symbole  yx  désigne  un  opérateur  de 
la  forme 

r,s 

^«•>  c„m\  étant  des  constantes,  qui  seront  liées  par  un  certain  nombre  de  rela- 
lions  linéaires  et  homogènes,  variant  avec  la   nature  de  la  fonction  ty(z,  u). 
Pour  que  ty(z,  u)  dz  soit  une  diiïéreniielle  de  première  espèce,  il  faut  et  il 

*:iffit  que  (a$+P  b^+x)y  •  •  •  »  (  at+Qt  bj+Q )  soient  les  8  points  de  ramification,  que 
le  polynôme  t(«,  it)  soit  identiquement  nul,  et  que  les  opérateurs  soient  liés 
jtiir  les  équations  de  condition 


<i)  V  ^0^6^=  o        [pour  i  -h  k :  =  o,  i,  a,  .. .,  (/i  —  i)]. 

X=i 

Ces  opérateurs  sont  de  plus  définis  de  la  manière  suivante.  Pour  un  point  mul- 
tiple d'ordre  ax,  les  indices  r,  s  de  la  formule  (i)  sont  assujettis  à  la  condi- 
tion r  +  il^ — a.  Pour  un  point  de  ramification  à  vx  branches,  il  faut  sup- 
poser r  =  o,  «  =  1 ,  2,  . . . ,  v^  —  2. 

En  discutant  le  nombre  de  relations  distinctes  fournies  par  les  équations  (2) 
entre  les  coefficients  indéterminés  qui  figurent  dans  les  opérateurs,  on  démontre 
que  le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  première  espèce  est  bien  égal  à 

o 

p  =  £(»  — ")(*  —  *)— £;  **(ff*"  o. 

X=i 

Pour  que   <\>(z,  u)  dz  soit   la   différentielle  d'une   intégrale   élémentaire  de 

troisième  espèce,  devenant  infinie   comme  log(s —  a)   et  — Iog(^  —  a)    aux 

points  (a,  b),  (a,b)   respectivement,  il  faudra  prendre  pour  les  Q  infinis  de 

ty(z,  u)  ces  deux  points  et  les  6  points  de  ramification,  le  polynôme  t(£,  u) 
étant  de  nouveau  identiquement  nul.  Les  opérateurs  correspondant  aux  deux 
infinis  logarithmiques  se  réduiront  aux  constantes 

i  -  i 

•et  les  équations  de  conditions  seront  : 


-  -1  -*       ^ 

T^+Yû  *   -+"2-  Tx«x*î=°        [*-+- À- =  of  ifa,  ...,(«  — i)]. 

L'intégrale  élémentaire  de  deuxième  espèce  se  déduit  de  celle  de  troisième 
espèce  par  diflerentialion.  Dans  sa  différentielle  ty(z,u)dz  il  faudra  introduire, 

pour  les  Q  infinis,  l'infini  (a,  b)  de  l'intégrale  et  les  8  points  de  ramification. 
Bull»  des  Sciences  mathém.t  2*  série,  t.  XXX.  (Mai  looti.)  R.5 
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L'opérateur  y  correspondant  à  (a,  b)  sera 


Y_         i  d        d\F'h{a,b)) 

T"~  F'h(a,b)  da  da 


et  les  équations  de  condition  seront  : 


%  Si 

OH-0 


y  a1' 6*  h-  2.  Txa,^*=  °        (t -4- A:  =  i,  a,  .-.,  /i  —  i). 

Le  polynôme  x(5,  w)  sera  toujours  identiquement  nul. 

L'auteur  montre  comment  on  peut  transformer  ces  derniers  résultats  de  ma- 
nière à  mettre  en  évidence  les/?  constantes  arbitraires  qui  subsistent  dans  les 
formules. 

Il  indique  enfin  comment  il  faut  les  modifier  lorsque  les  infinis  des  intégrales 
de  deuxième  et  de  troisième  espèce  ne  sont  plus  des  points  ordinaires  de  la- 
courbe,  mais  coïncident  avec  des  points  multiples  ou  des  points  de  ramification. 

E.  Vessiot. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 

par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXL;  1905  (!). 


Boussinesq  («/.)•  —  Pouvoir  refroidissant  d'un  courant  fluide  sur 
un  ellipsoïde  à  axes  inégaux,  immergé  dans  ce  courant.  (i5-ao). 

C  2040    2050 

Fréchct  {M.).  —  Sur  les  fonctions  limites  et  les  opérations  fonc- 
tionnelles. (2^-29). 

A  0430    3200 

Lattes  (S.).  —  Sur  les  substitutions  à  trois  variables  et  les  courbes- 
invariantes  par  une  transformation  de  contact.  (29-32). 

A  5230    5240 


(  '  )  Voir  Bulletin,  t.  XXIX,,  p.  98. 


J 
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Miller  (G. -A.).  —  Sur  les  sous-groupes  invariants  d'Indice  p*. 
(32-33). 

A  1210 

Sparre  [de).  —  Au  sujet  de  la  déviation  des  corps  dans  la  chute 
libre.  (33-35). 

B  1610 

Boussinesq  (/.).  —  Conductibilité  extérieure  ou  superficielle 
représentative,  pour  un  corps  donné,  du  pouvoir  refroidissant 
d'un  courant  fluide.  (65-70). 

C  2020  2040  2050 

Féry  (C).  —  Sur  l'isochronisme  du  pendule  des  horloges  astro- 
nomiques. (106-107). 

B  0150 

Poincaré  (//•)•  —  Sur  la  généralisation  d'un  théorème  élémen- 
taire de  Géométrie.  (11 3- 117). 

A  6410 

Picard  (E.).  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  aux  surfaces 
algébriques  de  connexion  linéaire  supérieure  à  l'unité.  (  1 1 7- 
122). 

A  8060    8040 

Enriques  (F.).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  irrégulières.  (1 33- 
i35). 

A  8060    8040 

Remoundos  (G.).  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des 
nombres.  (i35-i37). 

A  2020 

Bernstein  (S.).  —  Sur  les  équations  du  type  parabolique.  (i3^— 
139). 

A  4840    5660 
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Considère.' —  Calcul  des  pools  en  arc  et  des  ponls  suspendus. 

(202-206). 

B  3280 

Carrus  (S.).  —  Sur  les  familles  de  surfaces  à  trajectoires  ortho- 
gonales planes.  (208-21 1). 

A  8860 

Darboux  (G.).  —  Note  sur  la  Communication  précédente,  (21  1- 

216). 

A  8860 

Buhl  (A.).  —  Sur  l'approximation  des  fonctions  par  des  poly- 
nômes dans  ses  rapports  avec  la  théorie  des  équations  aux  déri- 
vées partielles;  application  au  problème  de  l'état  initial  en 
Physique  mathématique.  (216-218). 

A  5630 
Traynard  (E.).  —  Sur  une  surface  hyperelliptique.  (218-219). 

A  7650 

Castelnuovo.  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  appar- 
tenant à  une  surface  irrégulière.  (220-222). 

A  8060    8040 

Tzitzéica.  —  Sur  les  équations  différentielles  du  second    ordre 
renfermant  un  paramètre.  (223-224). 

A  -4850 

Biesz  (F.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Borel.  (224-226). 
A  0430 

Fouché  {M-)-  —  Sur  la  déviation  des  graves  vers  le  sud  et  sur  la 
courbure  des  lignes  de  force.  (226-229).  - 

H  1010 

Férr  (Cit.).  —   Pendule  électrique  à  échappemept  libre.  (262- 

a(>4). 

B  0150 


i 
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Considère.  —  Faculté  que  le  béton  armé  possède  de  supporter  de 
grands  allongements.  (291-293). 

B  3620    3630 

Borel  (E.).  —  Sur  une  propriété  des  ensembles  fermés.  (298- 
3oo). 

A  0430 

Maillet  (E.).   —  Sur  les  zéros   des  fonctions   entières    d'ordre 
infini  non  transfini.  (3oo-3oâ). 

A  3610 

Uertin  (E.).  —  Sur  la  gyration  des  navires.  (337-343). 

B  2850 

Maillet  (E.).  —  Sur  les  solutions  des  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles monodromes.  (35^-359). 

A  4850    3610 

Fatou  (P.).  —  Sur  l'intégrale  de  Poisson  et  les  lignes  singulières 
des  fonctions  analytiques.  (359-36o). 

A  3610    3240 

Severi  (F.).  —  Sur  la  totalité  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
algébrique  et  sur  les  intégrales  de  Picard  attachées  à  la  surface. 
(36i-363). 

A  8040    8060 

Sparre  {de).  —  Sur  la  déviation  des  corps  dans  la  chute  libre. 
(363-365). 

K  1610 

Hérisson.  —  Sur  un  nouvel  embrayage.  (365-36^). 
B  3640 

Boussinesq .  —  Sur  l'existence  d'un  ellipsoïde  d'absorption  dans 
tout  cristal  translucide,  même  sans  plan  de  symétrie  ni  axe  prin- 
cipal. (4oi-4o5). 

B  3210       C  3820 
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lladamard.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

(4*5-427). 

A  4810 

Fouché  {M.).  —  Sur  la  déviation  des  graves.  (4 27- 4^8). 
H  1610 

Dienes  (P.).  —  La  série  de  Tavlor  sur  le  cercle  de  convergence. 
(4«9-49')- 

A  3240    3610 

Tzitzéica  (G.).   —   Sur  les  équations  différentielles  du    second 
ordre  renfermant  un  paramètre.  (492-493). 

A  4880 

Cotton  (F.).  —  Sur  l'intégration  approchée  des  équations  diffé- 
rentielles. (494-49^)- 

A  4870 

Petot  {A.).  —  Sur  le  mode  de  fonctionnement  du  différentiel  des 
automobiles.  ( 497*499 ^» 

11  1040 

Carrus  {(?.).   —   Familles   de   Lamé   à   trajectoires  orthogonales 
planes.    Familles    de    surfaces    à    lignes    de    courhure    plane>. 

\  S4M)    8Siî0 

Fnrit/ttcs  {F.).    —  Sur  les  surfaces  algébriques   de  genre  zéro. 
^ït>.| -.>(>(>). 

A  8040    S0GO 
Frrchrt   ^.l/.V    —    Sur  les  fonctions  dune  infinité  de   \aiiables. 

A  0130    3*00 
Ftitou  {P.}.  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Riemann.  -  5Ô9Ô70  ». 

v  3^io  agio  ;>6to 
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Brillouin  {M.).  —  Indétermination  de  la  trajectoire  limite  des 
planeurs  rigides.  (570-573). 


B  2840 


Darboux  (G.).  —  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  surfaces.  (618-622). 

A  8450    8860 

Boussinesq  («/.).  —  Formule  rationnelle  du  coefficient  de  l'ab- 
sorption de  la  lumière  par  un  corps  translucide  quelconque. 
(622-624). 

B  3210        C  3820 

Lecornu  (£.).  —  Sur  le  frottement  de  glissement.  (635-637). 
B  3640 

Marié  (G.),  —  Oscillations  des  véhicules  de  chemin  de  fer  sur 
leurs  ressorts  de  suspension.  (637-639). 

B  1610    3240 

Darboux  (G.).  —  Des  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de 
révolution!  (697-702). 

A  8840    8850 

Painlevé  (P.).   —    Sur   les   lois  du    frottement  de   glissement. 

(702-708). 

B  3640 

Liouville  (/?.).  —  Sur  les  pressions  développées,  à  chaque  instant, 
en  vase  clos  par  des  poudres  colloïdales  de  diverses  formes. 

(708-710). 

B  1650        D  7200 

Jouguet  (/?.)•  —  Sur  l'onde  explosive.  (71 1-712). 

B  2800     *  D  7200 

Maillet  (E.).  —  Sur  la  vidange  des  systèmes  de  réservoir, 
(712-714). 

B  2810 
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Breydel  (A.).  —  Sur  les  dangers  de  l'électricité  atmosphérique 
pour  l'aérostalion  et  les  moyens  d'y  remédier.  (714). 


B  2860 

Fréchct  (M.).  —  La  notion  d'écart  dans  le  calcul  fonctionnel- 

(772-774). 

A  0i30    6000 

Pigeaud.  —  Sur  le  calcul  des  arcs  encastrés.  (774-777)- 
B  32S0 

Henry  (Ch.).  —  Sur  la  mesure  de  l'énergie  disponible  par  un 
dynamomètre  totaliseur  enregistreur.  (809-81 1). 

B  0170 

Boussinesq  (/.)•  —  Construction,  dans  un  milieu  optique  homo- 
gène, des  rayons  lumineux  qui  y  pénètrent  par  une  face  plane. 

(825-83o). 

C  3820 
Lecornu  (L.).  —  Sur  la  loi  de  Coulomb.  (847-849). 

B  3640 

Picard  (F.).  —  Sur  la  dépendance  entre  les  intégrales  de  diflé- 
rcntielles  totales  de  première  et  de  seconde  espèce  d'une  surface 
algébrique.  (910-917). 

A  8040    8000 

Severi  {F.).  —  Le  théorème  d'Abel  sur  les  surfaces  algébriques. 

(926-928). 

A  8010    8000 

Bâcher  (J/.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre  à  solution  périodique.  (928-931). 

A  4830 

Traynard  (F.).  —  Sur  une  surface  hvperelliptique.  (q3i-c)3>l 
A  8060    4070 
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Cosserat  {Eugène  et  François),  —  Sur  la  dynamique  du  point 
et  du  corps  invariable  dans  le  système  énergétique.  (932-935). 

B2000 

Fabry  {E.).  —  Sur  le  genre  des  fonctions  entières.  (ioio-ioi3). 

A  3610 

Zervos  {P.).  —  Sur  le  problème  de  Monge.  (ioi3-ioi6). 
A  4830 

BelzeckL   —   Sur  l'équilibre   d'élasticité   des   voûtes  en   arc   de 
cercle.  (1016-1019). 

B  3270 

Torres  (L.).  —  Sur  la  stabilité  longitudinale  des  ballons  diri- 
geables. (1 01 9-1 021). 

B  2860 

Berlin.   —  Sur  le   principe   des    navires  à  flottaison    cellulaire. 
(1077-1081). 

B  2850 

Mason  (M.).  —  Sur  l'équation  différentielle  y" -\-  X  \{x)y  =  o. 
(1086-1088). 

A  4880 

Liouville  (/?.).   —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  de 
combustion  des  poudres  et  la  pression.  (1 089-1091). 

B  1650        D  7200 

Pigeaud.  —  Arcs  associés  à  des  longerons  par  des  montants  ver- 
ticaux articulés.  (1091-1093). 

B  3280 

Bazin  (A.).  —  Théorie  et  imitation  du  vol  à  voile.  (1 096-1 097). 
B  2840 

Guiche  {de)  et  Gilardoni  (//.).   —  Sur  un  nouvel  embrayage. 

(1  i32-i  i34). 

B  3640 
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Marié  (G.).   —  Oscillations  des  véhicules  de  chemin  de  fer*     à 
Tentrée  des  courbes  et  à  la  sortie,  (i 222-1 224). 

B  1640    3240 

De  moulin  (A.).  —  Sur  les  surfaces  de  Voss  de  la  Géométrie  non 
euclidienne.  (1226-1227). 

A  8830    G4I0 

Maillet   (E.).    —    Sur  l'équation    indéterminée   xa-\-ya=bza. 
(1  229-1 23o). 

V  2850 

llemoundos   {G.).    —    Sur   quelques    points   de   la    théorie  des 
nombres  et  la  théorie  des  fonctions.  (i23j-i233). 

V  3610    2920 

Slephanos  (C).  —  Sur  les  forces  donnant  lieu  à  des  trajectoires 
coniques.  (i3i8-i32o). 

B  1610 

Solvay  (AV).  —  Sur  le  problème  dit  du  travail  statique  :  essai 
de  dissociation  des  énergies  mises  en  jeu.  (i3Ô2-i364). 

B  0100    0170 

Lrbesgue  (//.).  —  Sur  une  condition  de  convergence  des  séries 
de  Fourier.  (i3-8-i38i). 

A  5610 

Vessiot  (/ï\).  —  Sur  les  courbes  minima.  (1 38 1- 1  384 )• 
A  8450    5210 

Montessus  de  Ballore  (/?.  de).  —  Sur  les  fractions   continues 
algébriques  de  Laguerre.  (  1 438-1 44°)- 

A  3220    3610 

/Jernslein  (S.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
type  elliptique.  (i44°-i 442 )• 

A  4840 
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&■  *~*?Miise  (M.).  —  Sur  l'interpolation  des  fonctions  continues  par 
1  ^s  polynômes,  (i 44a~i 444 )• 


-A  3210    3220 

*ncaré  {H.).  —  Sur  la  dynamique  de  l'électron.  (i5o4-i5o8). 
<:  6630 

moulin  (A.).  —  Principes  de  géométrie  anallagmatique  et  de 
éomélrie  réglée  intrinsèques.  (1526-1329). 

-A  8*20 

er.   —  Nouvelles  expériences   d'enlèvement  de   l'hélicoptère 
J/.  Léger  »  au  Musée  océanographique  de  Monaco.  (1329- 
53 1). 

«2840 

tlet  (//.).  —  Nouveau  mode  d'application  du  tube   de  Pilot- 
arcy  à  la  mesure  de  la  vitesse  des  conduites  d'eau  sous  pres- 
■on.  (i53i-i539.). 

B2800 

Etasso.  —  Sur  une  solution  du  problème  de  Monge  relatif  à 
1  ^équation  /(dxiy  dx2,  •  •  .,  dxn)  =  oà  coefficients  variables. 
C  i5;9-i582). 

A  48:k) 

**~Jfy  (£*•)•    —    Sur   la   recherche   des   surfaces    isothermiques. 
<  1672-1674). 

A  8860 

Tome  CXLI. 

**2ard  (/?.).  —  Sur  une  inégalité  relative  à  la  connexité  linéaire 
^t  sur  le  calcul  du  genre  numérique  d'une  surface  algébrique. 
<5-8). 

A  8040    8050 
^Oussinesq  (J.).  —  Propagation  des  ondes  le  long  d'une  colonne 
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liquide  compressible  se  composant  de  filets  à  vitesses  inégales  et 
remplissant  un  tuyau  élastique  horizontal  sans  tension  longitu- 
dinale. (8-12). 

B  2800    3210    3220 

Boussinesq  («/.).  —  Calcul,  pour  les  diverses  contextures  et  épais- 
seurs de  paroi  possibles,  de  la  résistance  élastique  qu'un  luvau 
sans  tension  longitudinale  oppose  au  gonflement  de  la  colonne 
liquide  le  remplissant.  (81-86). 

B  2800    3210    3220 

Husson  [Ed.).  —  Recherche  des  intégrales  algébriques  dans  le 
mouvement  d'un   corps  solide   pesant  autour  d'un   point  fixe. 

(100-102). 

B  1620 

Guichard  (C).  —  Sur  les  propriétés  infinitésimales  de  l'espace 
non-euclidien.  (170-175). 

A  8150    8830    8870 

Cotton  (Em.).  —  Sur  l'évaluation  des  erreurs  dans  l'intégration 
approchée  des  équations  différentielles.  (177-179). 

A  4820 

Boussinesq  (J.).  —  Sur  un  cas  simple  où  se  calculent  aisément 
l'action  mutuelle  des  anneaux  juxtaposés  constituant  un  tuvau 
et  l'influence  de  cette  action  mutuelle  sur  la  propagation  des 
oncles  liquides  dans  le  tujau.  ( 234-^36). 

B  2800  3210  3220 

Padé  (//.).  —  Sur  la  convergence  de  la  Table  des  réduites  d'une 
fraction  rationnelle.  (241-243). 

A  3220    3010 

Dcmoulin  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  et  des  enveloppes 
de  sphères  en  Géométrie  anallagmatique.  (3oa-3o-4). 

A  8410    8450 
Boutroux  (P.).  —  Sur  les  propriétés  d'une  fonction  holomorphe 


i 
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dans  un  cercle  où  elle  ne  prend  pas  les  valeurs  zéro  et  un. 
(3o5-3o7). 

A  3610 

Buhl  (A .).  —  Sur  de  nouvelles  séries  de  polynômes.  (3o7-3og). 

A  3630 

Sparre  {de).  —  Sur  le  frottement  de  glissement.  (3io-3i2). 
B  1620    3640 

Auric.  —  Sur  les  fractions  continues  algébriques.  (344-346). 
A  3630 

Jouguet.  —  Sur  la  similitude  dans  le  mouvement  des  fluides. 
(346-348). 

B  2400 

Painlevé  (P-)>   —    Sur   les   lois   du    frottement  de  glissement. 
(4o2-4o5). 

B  1620    3640 

Darboux  (G.).  —  Sur  une  équation  différentielle  du  quatrième 
ordre.  (4  1  5-4 17)- 

A  4820 

j     Âf aille t  (Ed.).  —  Sur  les  nombres  transcendants.  (4 > 9~42°)- 
A  2920    3220 

f     Demoulin  (A.).  —  Sur  les  enveloppes  de  sphères  dont  les  deux 
nappes  se  correspondent  avec  conservation  des  angles.  (459-462). 


A  8450 


f    Darboux  (G.).  —  Sur  une  équation  différentielle  du  quatrième 
ï         ordre.  (483-484). 


A  4820 


»   Demoulin  (A.).    —   Sur  deux  systèmes  cycliques  particuliers» 
|        (49<M99)- 
A  8450 


78  SECONDE  PARTIE. 

Auric.  —  Sur  la  généralisation  des  fractions  continues  algébriques. 
(499-5oo). 

A  3630 

Zervos*  —  Sur  le  problème  de  Monge.  (5oi-5o3). 
A  4830 

Duheni  {P.).  —   Sur  les  origines  du  principe  des   vitesses  vir- 
tuelles. (525-52~). 

B  0010 

Painlevé  (P.).   —   Sur  les   lois   du   frottement  de    glissement. 
(546-552). 

B  1620    3640 

Fuchs  (ft*)'  —  Sur  quelques  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre.  (555-558). 

A  4850 
Bernstein.  —  Sur  les  surfaces  minima.  (558-559). 

A  8820 

Miller  (G. -A.),  —   Groupes  contenant   plusieurs   opérations  de 
Tordre  deuxième.  (591-593). 

A  1210 

Remoundos  (G.).  —  Sur  les  fonctions  ayant  un  nombre  fini  de 
branches.  (618-620). 

A  3620 

Auric.  —  Sur  le  calcul  d'une  arche  en  maçonnerie.  (621-622), 

B  3280 

Ringelmann.  —  Mesure   du    travail   mécanique    fourni   par  les 
bœufs  de  race  limousine.  (628-632). 

B  0170 
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Poincaré  (H.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Bachelier  inti- 
lulé  :  Les  probabilités  continues.  (647-648). 

A  1630 

Riesz  (F.).  —  Sur  les  ensembles  discontinus.  (65o-653). 
A  0430 

Goldziher  (Ch.).  —  Un  critérium  pour  l'application  de  la  loi  dr 
Gompertz-Makeham.  (677-680). 

A  1630 

Boutroux  (P.)>   —   Sur  les  relations  récurrentes  convergentes. 
(705-708). 

A  3220    6020 

Padé  (//.).  —  Sur  les  réduites  d'une  certaine  catégorie  de  fonc- 
tions. (708-710). 

A  3220    6020 

Gy'àzô   Zemplén.    —    Sur    l'impossibilité   des   ondrs   négatives. 
(710-712). 

B  2450        C  2440 

Hadamard  («/.)•  —  Remarque  au  sujet  de  la  Note  de  M.  Gjozo 
Zemplén.  («7 13). 

B  2450       C  2440 

Stuyvaert.  —  Sur  les  congruences  de  cubiques  gauches.  (750-732). 
A  8080 

Zoretti.  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  analytique  uni- 
forme en  produit  infini.  (703-754). 

A  3610 

Krebs  (A.).  —  Sur  un  frein  dynamométrique  destiné  à  la  mesure 
de  la  puissance  des  moteurs,  qui  permet  l'utilisation,  sous  forme 
électrique,  de  la  majeure  partie  du  travail  développé.  (757-759). 

B0170 
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Duhem  (P.).  —  Sur  l'impossibilité  des  ondes  de  choc  négatives 
dans  les  gaz.  (81 1). 


B  2450    2490 


Frécliet  (Jtf.).  —  Formule  d'interpolation  des  fonctions  pério- 
diques continues.  (818-819). 


A  1640    5610 


Padé  (//.).  —  Sur  le  développement  en  fractions  continues  d 
la  fonction  F(/i,  1,  /*',  u)  et  la  généralisation  de  la  théorie  de 
fonctions  sphériques.  (819-821). 

A  3220    4420 

Husson  (/?.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Poincaré  relativement  au~v 
mouvement  d'un  solide  pesant.  (821-823). 

B  1G20 

Frécliet  (.1/.).  —  Les  ensembles  de  courbes  continues.  (873-875)  ^£~      **' 
A  0i30    8870 

• 

Lebesgue  (//.).  —  Sur  la  divergence  et  la  convergence  non  uni-     ^    ml' 
forme  des  séries  de  Fourier.  (875-878). 


A  5610 


Taffoureau  (E.).   —  Sur   le   coefficient   d'utilisation   des  héli- 
coptères. (878-880). 


B  2860 


■  i 


Padé  (//.).  —  Sur  la  convergence  des  fractions  continues  régu 
lières  de  lu  fonction  F(A,  1,  /*',  u)  et  de  ses  dégénérescences^ 

(M7-999)- 


ïS, 


A  3220    4120 


Stekloff  (  ir.).  —  Sur  le  problème  du  mouvement  d'un  ellipsoïcff 

lluide  homogène  dont  toutes  les  parties  s'attirent  suivant  la  lo*      ' 
de  Newton.  (999-1001). 


B  2170 
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Boulanger  {A.).  —  Théorie  de  l'onde  solitaire  qui  se  propage  le 
long  d'un  tube  élastique  horizontal.  (1001-1004). 

B2800 

De  moulin  (A.).  —  Sur  les  surfaces  iso  thermiques  et  sur  une 
classe  d'enveloppes  de  sphères.  (12 10-121 3). 

A  8860 

Carathéodory  (C).  —  Sur  quelques  généralisations  du  théorème 
de  M.  Picard.  (i2i3-i2i5). 

A  3610 

Stekloff  (W .).  —  Sur  le  mouvement  non  stationnaire  d'un  ellip- 
soïde fluide  de  révolution  qui  ne  change  pas  de  figure  pendant 
le  mouvement.  (1215-1217). 

B  2470 

Clairin  (/.).  —  Sur  une  transformation  de  certaines  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (121 7-1 219). 

A  5230    4840 

J.  T. 


BULLETIN  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE, 

Tome  XXXIII;  1905  («). 


Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  mouvements  d'une  nappe  souter- 
raine, particulièrement  dans  les  terrains  perméables,  spongieux 
et  fissurés.  (2-12). 

L'auteur  établit  les  équations  indéfinies  du  mouvement  de  la  nappe.  Il  déter- 
mine les  formes  du  fond  pour  lesquelles  il  y  a  un  régime  où  l'épaisseur  de  la 
nappe  ne  dépend  que  du  temps  t,  et  montre  qu'il  y  a  alors  une  région  où  le 


*       (')  Voir  Bulletin,  t.  XXX2,  p.  5. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a-  série,  t.  XXX.  (Juin  1906.)  R.6 
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débit  de  chaque  source  a  pour  expression 

C,rV+CjrV; 

a,,  a,,  C,,  C3  sont  quatre  constantes,  les  deux  premières  positives. 
Enfin  M.  Maillet  étudie  le  cas  où  le  fond  est  horizontal. 

Bioche  (Ck.).  —  Remarques  sur  un  cas  de  symétrie  dans  l'espace. 
(i3-i4). 

Si  une  figure  de  l'espace  admet  pour  axes  de  symétrie  deux  droites  rectan- 
gulaires OX  et  OY,  elle  admet  un  troisième  axe  OZ,  perpendiculaire  aux  deux 
premiers;  mais  elle  n'admet  pas  nécessairement  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  O  du  trièdre.  Tel  est  le  cas  du  paraboloïde  équilatère  xy  =  as,àts 
courbes  gauches  représentées  par  les  équations 

ar  =  cos8F,(tanga8),       y  =  sin8  Fa(tang28),        z  =  tango  Fa(tang'8), 

où  les  F  sont  des  fonctions  arbitraires;  elles  admettent  pour  axes  de  symétrie 
les  axes  coordonnés,  et,  en  général,  n'admettent  pas  l'origine  comme  centre. 

Il  en  est  encore  ainsi  des  deux  lignes  de  striction  de  l'hyperboloïde  réglé  et 
de  certaines  des  courbes  algébriques  à  torsion  constante  obtenues  par  M.  Fabry. 

Mais  une  courbe  ayant  pour  axes  de  symétrie  Ox,  Oy,  Oi,  sans  qoe  l'ori- 
gine soit  centre,  peut  admettre  des  plans  de  symétrie  autres  que  les  faces  d« 
trièdre  des  coordonnées;  ainsi,  la  courbe 

x  =  a  cos8,        jK  =  asin8,        s  =  csinaO 
admet  pour  plans  de  symétrie  les  plans  xzhy  =  o. 

Cloirin  («/.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles à  deuK  variables  indépendantes.  (i4-i6). 

Etant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes 

à  une  racine  simple  X  de  l'équation 

X"--r2£-X-'+-! #-X-*  +  .  ..+  (_«).<£.  =o 

4rVl,l  <>/>n-V  àP;n 

correspond  un  système  de  caractéristiques  (C).  Le  système  (C)  possède  au  plus 
un  invariant  d'ordre  n-+-h,  h  désignant  un  entier  positif  différent  de  xcro.  Si 
le  système  (C)  se  compose  de  caractéristiques  d'ordre  n —  i,  la  proposition 
subsiste  pour  les  invariants  d'ordre  n  (h  =  o). 

De  Montcheuil.    —   Détermination   des   surfaces   de   révolution 
admettant   une    surface    de    révolution    donnée   pour    surface 

moyenne.  (17-18). 
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Ces  surfaces  S,  s'obtiennent  par  quadratures.  Elles  dépendent  de  deux  con- 
stantes arbitraires,  dont  Tune  caractérise  celles  qui  sont  normales  à  une  même 
congruence. 

Étant  données  deux  congruences  de  normales  à  des  surfaces  S,,  toutes  les 
autres  sont  déterminées  par  un  moyen  purement  géométrique. 

Bioche  (Ch.).  —  Sur  les  courbes  gauches  de  quatrième  ordre  et 
de  quatrième  classe.  (i8-25). 

L'auteur  montre  que  ces  courbes  sont  des  transformées  homographiques,  soit 
de  la  biquadratique 

x  —  y  _  z  —  ' 

v  "  v  "  x  "■  r 

soit  de  la  quartique  à  sécantes  triples 

x  _  y  —  *  _  ' 

v  "  x*  "  x~7* 

Viennent  ensuite  diverses  propriétés  de  ces  deux  courbes  types  (points  de 
rebrousse  ment,  points  d'inflexion  linéaire)  et  de  la  surface  lieu  des  courbes 
qui  joignent  le  point  de  contact  d'un  plan  osculateur  et  le  point  d'intersection 
de  ce  plan  avec  la  biquadratique  :  cette  surface  est  du  cinquième  ordre,  admet 
une  ligne  double  formée  de  la  biquadratique  et  d'une  conique  ;  ses  asympto- 
tiques  sont  du  huitième  ordre  et  unicursales. 

Il  est  montré  enfin  que  la  biquadratique  de  quatrième  classe  est  la  seule 
courbe  algébrique  transformable  homographiquement  en  elle-même,  par  laquelle 
on  puisse  faire  passer  une  quadrique  non  développable,  sans  que  les  tangentes 
de  la  courbe  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

De  Montessus  (/?.).  —  La  résolution  numérique  des  équations. 
(26-33). 

L'équation  à  résoudre  n'ayant  que  des  racines  simples,  on  doit  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  les  modules  des  deux  racines  les  plus  proches  du  point 
4  =  0  sont  différents  ou  égaux. 

Dans  le  premier  cas,  un  procédé  qui  remonte  à  J.  Bernoulli  permet  d'appro- 
cher autant  qu'on  veut  de  la  racine  considérée,  sa  valeur  étant  la  limite  du 
rapport  de  deux  termes  consécutifs  d'une  série  récurrente. 

Dans  le  second  cas,  on  sait,  grâce  à  des  travaux  récents,  construire  une 
équation  du  second  degré  qui  a  pour  racines  les  deux  racines  de  plus  petit 
module. 

M.  de  Montessus  a  réussi  à  retrouver  ces  mêmes  résultats  dans  les  Ouvrages 
difficilement  intelligibles  de  Hœné  Wronski,  qui  y  est  parvenu,  il  y  a  quatre- 
vingt-dix  ans,  par  l'emploi  de  ses  fonctions  aleph  simples  et  composées. 
Wronski  avait  même  traité  le  cas  où  les  p  racines  les  plus  proches  (p>  a)  du 
point  s  =  o  ont  même  module,  cas  qui  peut  se  ramener  au  second  cas  indiqué 
plus  haut.  Dans  les  exemples  qu'il  a  traités,  la  convergence  des  rapports  qui 
déterminent  les  racines  est  très  rapide.  On  peut  donc  considérer  les  fonctions 
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aleph  comme  parfaitement  appropriées  à  la  résolution  numérique  deséquatioi 
algébriques. 

Bernsteln  (S.).  —  Sur  l'interpolation.  (33-36). 

Expressions  diverses  de  l'ordonnée  d'une  ligne  brisée  dont  les  n  sommets  01 
respectivement  pour  coordonnées 

F(x)  étant  une  fonction  uniforme  et  continue  lorsque  x  varie  de  o  à  i. 
Andoyer  (//.).  —  Sur  la  sommation  des  séries.  (36-4i). 

Exposition  de  la  méthode  indiquée,  en   1730,  par  J.  Stirling  pour  obtev  ssnir 
rapidement  et  avec  une  grande  approximation,  d'ailleurs  facile  à  détermio-^HDer 

la  somme  des  séries  pour  lesquelles  le  rapport  — —  est  développable  suivant  /^ 

puissances  décroissantes  de  n,  sous  la  forme 


um                 n       /i1 

/i*       /H+1 

où  les  a  sont  des  constantes  et  A^+1  une  fonction  de  n  qui  a  une  limite  qi*.  9o</ 
n  devient  infini. 
La  méthode  est  appliquée  avec  un  succès  remarquable  à  la  série 

loga  =.—  5  -+-3  — |-*-..., 

dont  la  convergence  est  si  lente,  à  la  série 


*  ■     35 


enfin  à  la  série 


t.-  _  1         .1  1 

(>  2*       s1       \- 


Cotton  (iïmile).   —  Généralisation  de  la   théorie   dn  tétraèdre 
mobile.  (.{2-64). 

Introduction.  —  La  première  Parlie  de  ce  travail  concerne  les  mouvcmeols 
à  plusieurs  paramètres  de  l'espace  ordinaire.  Je  montre  comment  on  passe  des 
formules  habituelles,  définissant  les  éléments  géométriques  attachés  aux  trajec- 
toires, aux  formules  analogues  relatives  au  trièdre  mobile  :  on  substitue  aux 
dérivées  des  coordonnées  ordinaires  certaines  fonctions  des  paramètres  do  mou- 
vement; ces  fonctions  se  déterminent  de  proche  en  proche  par  une  méthode 
simple. 
Dans   la   suite,  j'attribue  au    mot  mouvement  un   sens  plus  étendu  encore 
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T'appelle,  par  exemple,  mouvement  d'ensemble  à  p  paramètres  uv  ...,«_  d'un 
espace  E(xv  ...*xn)  par  rapport  à  un  espace  fixe  E'(x'u  ...,x'n)  une  corres- 
pondance entre  les  2n-hp  variables  x,  x'  et  u,  obtenue  en  remplaçant  dans 
les  équations 

a?,  =  /i(arii  •••»^'*î  «p  •••»«r)        (*  =  »,  a,  ...,  n) 

d'un  groupe  fini  continu  et  transitif  G,  les  paramétres  av  ...,  ar  par  des  fonc- 
tions des  variables  m.,  . ..,  wD. 

Au  lieu  de  supposer  le  mouvement  d'ensemble  explicitement  donné,  on  peut 
le  considérer  comme  déterminé  par  l'un  de  ces  systèmes  d'équations  aux  diffé- 
rentielles totales  dont  j'ai  fait  antérieurement  l'étude.  On  parvient  alors 
(deuxième  Partie)  à  un  principe  de  passage  analogue  à  celui  du  début,  tant 
par  sa  forme  que  par  ses  conséquences. 

Dans  la  troisième  Partie,  je  montre  que  la  notion  d'élément  réduit  relatif  à 
une  multiplicité  de  l'espace  E'  et  au  groupe  G  permet  d'attacher  à  toute  mul- 
tiplicité à  p  dimensions  un  mouvement  d'ensemble  à  p  paramètres,  dont  l'étude 
peut  être  substituée  à  celle  de  la  multiplicité. 

Cette  notion  de  mouvement  auxiliaire  permet  de  présenter  sous  une  forme 
intuitive  un  résultat  donné  par  M.  Vessiot  dans  l'un  de  ses  beaux  Mémoires  sur 
l'application  de  la  théorie  des  groupes  aux  systèmes  différentiels;  il  s'agit  de  la 
décomposition  d'un  système  différentiel  admettant  un  groupe  en  un  système 
résolvant  et  un  système  automorphe. 

U  n'est  question  ici  que  de  groupes  finis;  mais  ce  cas  particulier  est  impor- 
tant en  Géométrie.  J'espère  que  le  présent  travail  facilitera  l'utilisation  des 
groupes  (autres  que  celui  des  mouvements)  qui  se  présentent  naturellement 
dans  des  questions  classiques;  tel  est,  par  exemple,  le  groupe  de  la  représenta- 
tion conforme. 

J'indique  rapidement,  en  terminant,  de  quelle  façon  on  pourrait  en  tirer 
parti  dans  la  recherche  des  systèmes  triples-orthogonaux. 

£)e  Sparre.  —  Note  au  sujel  des  mouvements  à  la  surface  de  la 
Terre.  (65-72). 

Dans  l'étude  des  mouvements  à  la  surface  de  la  Terre,  on  a  coutume  de 
négliger  les  termes  de  l'ordre  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  <•>  de  la  rota- 
tion de  la  Terre.  L'auteur  établit  ici  les  équations  du  mouvement  à  la  sur- 
face de  la  Terre,  en  négligeant  seulement  les  termes  d'ordre  supérieur  à  u>3,  et 
en  supposant  la  Terre  sphérique  et  homogène. 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  mouvement  s'accomplit  à 
l'extérieur  de  la  Terre  ou  à  son  intérieur  (chute  du  haut  d'une  tour  ou  chute 
dans  un  puits). 

Les  formules  obtenues  mettent  en  évidence  deux  déviations  de  sens  con- 
traires dans  les  deux  cas.  Si  l'on  désigne  toujours  par  h  la  hauteur  de  chute, 
la  déviation  correspondante  x  est  représentée,  pour  la  chute  du  haut  d'une 
tour,  par  la  formule 

x  = —  sin3  A  cos  A; 

2g. 

elle  est  dirigée  vers  le  nord.  Pour  la  chute  dans  un  puits,  la  déviation  est 
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dirigée  vers  le  sud  et  a  comme  expression 

X  =  SIO  A  COS  A. 

Dans  ces  formules,  R  est  le  rayon  terrestre,  g  la  gravité  au  lieu  de  l'expé- 
rience, X  la  latitude  vraie  en  ce  lieu. 

lladamard.  —  Sur  quelques  questions  de  calcul  des  variations. 
(73-8o). 

L'auteur  revient  sur  une  Communication  antérieure  (Bull.  Soc,  math.de 
France,  t.  XXX,  190a)  dans  laquelle  il  avait  donné  une  condition  nécessaire 
(  correspondant  à  celle  de  Legendre  ou  à  celle  de  Weierstrass  )  pour  le  minimum 
d'une  intégrale  n-uple  dépendant  de  m  fonctions  inconnues.  Il  avait  cru  pouvoir 
considérer  comme  équivalente  à  cette  condition,  dans  le  cas  m  t=  n  =  a,  celle 
qui  résulte  de  la  méthode  de  Clebsch.  Il  rectifie  aujourd'hui  cette  assertion 
inexacte  et  montre  que  la  question  est  loin  d'être  élucidée. 

Il  indique  ensuite  quelques  compléments  qu'il  a  apportés  à  la  solution  de 
quelques  autres  problèmes  du  calcul  des  variations. 

Weill  {Mathieu).  —  Sur  une  classe  d'équations  irréductibles  du 
cinquième  degré,  résolubles  par  radicaux.  (82-87). 

L'auteur  arrive,  par  la  considération  de  pentagones  inscrits  dans  une  cooiqne 
et  circonscrits  à  une  autre,  au  théorème  suivant  :  l'équation 

ti—{2a  +  b)t*-+-ct*—a{2c  —  ab  —  bi—3dt)t* 

-\-  a1  (c  —  ab  —  20?) t  -\-  aK (a  —  b)  =0 

est  soluble  par  radicaux,  quelles  que  soient  les  trois  constantes  a,  6,  c. 
Si  l'on  part  des  deux  coniques  ayant  respectivement  pour  équations 

x7-hy7—  z7=z  o,        Ax^-hBy'1 — z1—  o, 

les  pentagones  étant  inscrits  dans  la  première  et  circonscrits  à  la  seconde,  od 
reconnaît  que  V équation 

& — actK-\-  ^aA —  2d'-hSa  (*3 — et*)  +  af-c  =  o, 

où  a  et  c  sont  deux  paramètres  indépendants,  est  soluble  au  moyen  de  radi- 
caux portant  sur  des  fonctions  rationnelles  de  a  et  de  c. 

Bioche  (Ch.).  —  Sur  les  permutations  polyédriques.  (88-89). 

On  considère  n  lettres  et  des  polyèdres  égaux  ayant  n  sommets.  On  affecte  à 
chaque  sommet  d'un  polyèdre  une  des  n  lettres.  Combien  peut-on  obtenir  de 
dispositions  de  ces  lettres,  deux  dispositions  étant  les  mêmes,  si  Ton  peut  faire 
coïncider  les  polyèdres  correspondants  de  façon  que  les  sommets  qui  coïncident 
soient  affectés  de  la  même  lettre? 
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Ce  nombre  est  égal  au  produit  des  n  premiers  entiers,  divisé  par  le  nombre 
des  modes  de  coïncidence  possibles  de  deux  des  polyèdres  égaux. 

Clairin  («/.).   —    Sur  certaines   transformations   des   équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (90-97). 

Étude  des  transformations  (B3)  de  Bâcklund  qui  permettent  de  remplacer 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  par  une  équation  linéaire, 
en  faisant  correspondre  à  chaque  intégrale  de  l'équation  donnée  une  infinité 
d'intégrales  de  l'équation  linéaire,  les  variables  indépendantes  étant  conservées. 
L'objet  de  cette  étude  est  de  trouver  dans  quels  cas  une  fonction 

àz\ 


satisfait  a  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  quand  on  rem- 
place z  par  une  intégrale  d'une  équatioo  de  la  forme 

à7z  .         v  dz       ,. 

=  a{x,  y)  —  -h  b(x,  y)z. 


dxày  *     àx 

L'auteur  montre  que  les  seules  transformations  qui  satisfassent  aux  condi- 
tions énoncées  sont  les  transformations  indiquées  par  Moutard  et  par  M.  Lucien 
Lévy. 

Il  y  a  une  exception  à  faire  pour  l'équation 

&z 

=  o, 


dxày 

qui  peut  être  transformée  en  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations 

à1*'  à7z'  tdz* 

=  o»         -r- -3 — h  e*  -t—  =  o. 


dxày  dxày  ày 

Denjoy  {Arnaud.)  —  Sur  quelques  propriétés  des  fonctions  de 
variables  réelles.  (98-1 14). 

Introduction.  —  Soit/  une  fonction  définie  en  chaque  point  d'un  ensemble 
parfait  quelconque  P.  On  sait  ce  que  l'on  entend  par  maximum  et  minimum 
de  la  fonction  /  en  un  point  de  cet  ensemble  et  relativement  à  cet  ensemble. 
Désignons  par  A  et  I  ces  deux  fonctions  qui  sont  définies  en  chaque  poiot  de  P. 
La  fonction  A  est  semi-continue  supérieurement,  la  fonction  I  semi-continue 
inférieurement. 

La  fonction  A,  qui  est  à  elle-même  son  propre  maximum,  possède  un  mini- 
mum. Je  le  désigne  par  A'.  La  fonction  semi-continue  inférieurement  A'  pos- 
sède un  maximum.  Je  le  désigne  par  A*.  Je  désigne  de  même  le  minimum  de  A* 
par  A*  et  ainsi  de  suite.  Je  désigne  d'une  façon  entièrement  analogue  les  fonc- 
tions I',  I",  I",  ...,  qui  se  déduisent  de  I.  I'  est  le  maximum  de  la  fonction 
semi-continue  inférieurement  I.  I"  est  le  minimum  de  la  fonction  semi-conti- 
nue supérieurement  i'.  I"  est  le  maximum  de  l",  etc. 

Je  démontre,  dès  le  début  de  cette  Noie,  que  les  fonctions  de  rang  impair  A', 
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A",  . ..,  coïncident  entre  elles,  et  aussi  I',  I",  . ..,  et  qu'il  en  est  de  même 
fonctions  de  rang  pair  A",  A,T,  . ..,  d'une  part,  etl",  I,Y,  ...,  d'autre  part. 
fait  étant  acquis  : 

i°  Je  donne  les  propriétés-définitions,  caractéristiques  des  quatre  fooctioi 
A',  A",  I',  r  et  qui  les  relient  directement  à/; 

2°  Je  cherche  si,  par  leurs  propriétés,  ces  fonctions  peuvent  servir  à  carier  —  ^ 
tériscr  une  fonction  /  à  laquelle  elles  appartiennent.  Je  trouve  effectîvemer*  < 
une  relation,  savoir  A'=  I",  A"  =  F,  vérifiée  sur  tout  ensemble  parfait  qui  carac- 
térise les  fonctions  limites  des  fonctions  continues,  ou  de  classe  1,  suivant  Ij 
terminologie  de  M.  Baire; 

3°  J'ai  cherché  si,  parmi  ces  fonctions,  certaines  conservent  leurs  propriétés 
à  la  limite;  autrement  dit,  fm  étant  une  fonction  tendant  vers  une  fonction/, 
j'ai  cherché  si  les  fonctions  a'n,  aj,  ïn,  r*,  relatives  à  /„,  tendent  vers  les  fonc- 
tions A',  A",  I',  I"  relatives  à  la  fonction  f  limite  de /„.  Il  n'en  est  rien,  comme 
il  est  bien  aisé  de  s'en  convaincre  par  des  exemples  immédiats.  Mais  j'ai  pu 
trouver  des  inégalités  reliant  les  quantités  A',  A",  1',  1"  et  les  limites  a\  a\ 
i",  i"  des  fonctions  a'n,  a"ny  ïn,  ij  dans  les  cas  où  ces  limites  existent.  J'ai,  à  ce 
propos,  énoncé  un  théorème  général  sur  la  façon  dont  s'opère  la  convergence 
d'une  fonction  tendant  vers  une  fonction  limite. 

Fontené  (G.).   —  Sur  l'extension  à  l'espace  du  théorème    de 
Poncelet  par  des  polyèdres  de  genre  un.  (i  t5-ia3). 

L'auteur  appelle  polyèdre  réticulé  un  polyèdre  dont  les  sommets  se  distri-» 
buent  en  q  séries  de  p  sommets  et  en  p  séries  de  q  sommets,  les  faces  se  dis- 
tribuant de  môme. 

Il  examine  en  particulier  le  polyèdre  p  =  4*  Ç  =  4*  qui  devient  le  polyèdre 
à  8  sommets  et  à  8  faces  (F  =  S  =  8)  de  M.  Bricard,  quand  on  suppose  que  ses 
sommets  opposés  coïncident  deux  à  deux. 

Le  problème  de  construire  un  tel  polyèdre  circonscrit  à  une  quadrique  £  et 
inscrit  à  une  quadrique  £',  au  lieu  d'être  un  problème  déterminé  en  appa- 
rence, est  un  problème  triplement  indéterminé  en  apparence.  Mais  il  y  a  plus. 
Les  quadriques  £  et  2'  doivent  satisfaire  à  une  condition  et  le  problême  est 
quadruplcment  indéterminé. 

La  condition  de  fermeture  relative  au  polyèdre  réticulé  p  —  4.  q  =  4  C*t  que 
les  racines  X,,  \,  X,,  \  de  l'équation  en  X  relative  aux  deux  quadriques 
d'après  l'équation 

XS4-r=o 
vérifient  la  relation 

À|  •+•  à3  -+-  à3  =  à4  ; 

pour  le  polyèdre  (  F  =  S  =  8)  elles  doivent  vérifier  la  relation 

A.  - f—  A«»  l—   A.  ~r~  Aj. 

Si  deux  quadriques  I  et  £'  admettent  des  polyèdres  (F  =  S  =  8)  qui  soient 
circonscrits  à  £  et  inscrits  à  £',  la  inèmè  chose  a  encore  lieu  quand  on  rem- 
place la  quadrique  1'  par  une  quadrique  de  faisceau  ponctuel  que  déterminent 
£  et  £'  ou  la  quadrique  S  par  une  quadrique  de  faisceau  tangentiel  que  déter- 
minent £  et  £'. 
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"orel  {Emile).  —  Remarques  sur  certaines  questions  de  proba- 
bilité. (123-128). 

aillet  (Ed.).  —  Sur  les  solutions  de  certains  systèmes  d'équa- 
tions différentiel  les;  applications  à  un  système  hydraulique 
de  n  réservoirs.  (129-145). 

Introduction  et  résumé.  —  J'ai  étudié  ailleurs  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  i3  mars  1905)  les  variations  des  débits  des  systèmes  de 
réservoirs  cylindriques  munis  d'orifices  (ajutages  ou  vannes)  ou  de  déversoirs 
(ces  derniers  non  noyés)  de  communication. 

Je  reviens  ici  sur  cette  question  en  discutant  des  cas  plus  généraux,  particu- 
lièrement pour  n  réservoirs  munis  exclusivement  de  déversoirs  non  noyés*  Je 
trouve  encore  dans  ce  dernier  cas  une  famille  de  solutions  simples  asympto- 
tiques  à  toutes  les  solutions,  même  quand  on  regarde  comme  légèrement 
variables  avec  la  charge,  conformément  à  l'expérience  (Poncelet,  Lesbros, 
Bazin,  etc.),  certains  coefficients  qui  entrent  dans  les  formules 'du  débit  des 
déversoirs. 

J'indique  en  même  temps  des  systèmes  d'équations  différentielles  non 
linéaires  corrélatifs  ou  plus  généraux  dont  on  peut  trouver  au  moins  une  solu- 
tion particulière  simple  dépendant  d'une  constante  arbitraire  et  qui  est  parfois 
encore  asymptotique  à  toute  une  catégorie  de  solutions. 

De  Sparre.  —  Note  au  sujet  de  la  déviation  des  graves  dans  la 
chute  libre.  (146-149). 

Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  a3  janvier  igo5, 
M.  Fouché  a  fait  remarquer  que,  si  l'on  suppose  que  la  surface  de  la  terre  est 
une  surface  de  niveau  pour  la  pesanteur,  la  déviation  dans  ta  chute  des 
graves  est  la  même  pour  la  chute  dans  un  puits  que  pour  la  chute  du  haut 
d'une  tour,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  la  terre  supposée 
sphérique.  La  démonstration  de  M.  Fouché  prêtant  à  quelques  critiques,  M.  de 
Sparre  en  expose  une  autre,  d'où  il  résulte  que  la  concavité  des  lignes  de  force 
est  tournée  du  côté  où  la  force  croit,  c'est-à-dire  vers  le  nord.  Il  reste  néan- 
moins une  déviation  résiduelle  vers  le  sud,  qui  a  pour  expression 

X  =  — ——  sin  A  cos  A, 
a3 

les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  les  Notes  antérieures  de  l'auteur  (voir 
ci-dessus  ). 

Fouché  {M.).  —  Sur  la  déviation  des  graves  et  les  champs  de 

force.  (i5o-i56). 

* 

Après  quelques  observations  sur  la  position  même  du  problème,  qui  peut 
être  entendu  de  plusieurs  manières  différentes,  l'auteur  procède  par  voie  géo- 
métrique a  la  détermination  du  plan  osculateur  et  du  rayon  de  courbure  des 
lignes  de  force. 
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Il  prouve  que  le  plan  oscillateur  d'une  ligne  de  force  est,  en  chacun  de 
points,  normal  à  la  ligne  de  force  constante  menée  par  on  point  tar  la 
de  niveau  correspondante. 

De  plus,  la  courbure  de  la  ligne  de  force  est  la  dérivée  du  logarithme  de  la 

force,  prise  dans  la  direction  de  la  surface  de  niveau  où  l'accroissement  de  I* 

force  est  maximum. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  fournit  immédiatement  une  intégrale  premiè 
obtenue  par  M.  Darboux,  pour  le  problème   des  familles  de  surfaces  qai 
mettent  des  trajectoires  orthogonales  planes,  dont  les  plans  sont  astreint 
passer  par  un  point  fixe  ou  à  être  parallèles  à  une  droite  fixe. 

André  {Désiré).  —  Sur  les  sommes  des  nombres,  pris  de  quai 
en   quatre,  des   combinaisons  régulières  d'ordre  quèlconqi 

(i59-i7o). 

Les  combinaisons  régulières  d'ordre  a  de  m  objets  distincts  pris  n  i 
considérées  et  étudiées  par  M.  D.  André  dès  1876,  sont  celles  des  combinai 
de  ces  m  objets  n  i  n  où  chaque  objet  peut  être  répété  jusqu'à  a  fois, 
non  pas  davantage.  Leur  nombre,  que  Fauteur  représente  par  (m,  «).,  avec 
convention  (m,  o).=  1,  est  égal  au  coefficient  de  x*  dans  le  développement 

(  1  -t-  x  +  x1  -*-...—  *■  )m. 
Les  sommes  qui  font  l'objet  du  présent  Mémoire  sont  les  résultats 

S«       Cl  1       CI 

ml   3«i         ai   ^m 

qu'on  obtient  en  additionnant  de  quatre  en  quatre  les  coefficients  du  dével 
pement  précédent;  dans  ces  symboles,  l'indice  supérieur  est  la  valeur  de  n  d 
le  terme  par  lequel  on  commence  l'addition.  Ces  sommes  sont  des  entiers 
dépendent  à  la  fois  de  a  et  de  m. 

L'auteur  compare  celles  qui  correspondent,  pour  un  a  donné,  a  la  mer 
valeur  de  m.  Voici  ses  résultats. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  {a  +  1,  les  quatre  sommes  sont  égales  deux  à 
si  m  est  impair;  si  m  est  pair,  deux  sont  égales  et  deux  différentes. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  43-t-a,  trois  des  quatre  sommes  sont  toojo> 
égales  entre  elles:  la  quatrième  est  égale  a  leur  valeur  commune,  augmea 
de  1  si  m  est  pair,  diminuée  de  1  si  m  est  impair. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4*  ■+■  3,  on  a,  quel  que  soit  m, 

Si  =  Si  =  Si  =  Si. 

Lorsque  2  e>t  de  la  forme  4*  ■+■  \»  les  trois  dernières  sommes  sont  touj«r>>    «a*tfn 
égales  entre  elles;  la  première  est  égale  à  leur  valeur  commune,  aagmeoté-*?        ~~  <fr 
l'unité. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  3,  et  quel  que  soit  l'ordre  *z,  -       /» 
somme  S^f  est  congrue  a  la  somme  S'm  selon  le  moduU  10. 

Il  suit  de  ce  dernier  théorème  que  les  valeurs  numériques  de  S^*,  et  «*V    -^\ 
{écrites  en  base  10)  ont  même  dernier  chiffre.  Cette  proposition  a  été  déco**- 
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verte  par  M.  Estanave  pour  les  combinaisons  ordinaires  (a  =  1)  et  c'est  en  vue 
de  retendre  aux  combinaisons  régulières  que  M.  D.  André  a  composé  le  pré- 
sent Mémoire. 

De  Montcheuil.  —  Résolutions  de  l'équation 

ds*  =  dx*  -+-  dy*  -+-  dz*. 
(170-171). 

Soient  S  une  surface  quelconque;  p  le  segment  qui  relie  ses  centres  de  cour- 
bure; x,  y ',  z  les  coordonnées  de  sa  surface  moyenne;  on  a,  tout  le  long  des 
lignes  de  cette  dernière  surface  qui  correspondent  aux  lignes  ombilicales  de  S, 

dp»  =  da?a-+-  dy*-¥  dz7. 

Il  suffira  donc  de  se  donner  une  surface  S  quelconque  et  de  déterminer  ses 
lignes  ombilicales  pour  obtenir,  sans  signes  de  quadrature,  les  expressions  des 
coordonnées  et  de  Tare  d'une  courbe  quelconque  de  l'espace. 

On  obtiendra  les  courbes  réelles  en  choisissant  pour  S  une  surface  réelle  à 
lignes  ombilicales  réelles. 

Au  tonne  (Léon).  —  Sur  les  droites  fondamentales  dans  les  col- 
linéalions  de  l'espace  à  /i  —  1  dimensions.  (172-190). 

Si  Ton  considère  n  variables  xL  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  x  et  n  variables  ui  comme  celles  d'un  point  u  dans  un  espace  à  n —  1 
dimensions,  on  sait  que  les  points  fondamentaux  et  les  plans  fondamentaux 
sont  ceux  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes  par  une  collinéation  de  détermi- 
nant différent  de  zéro. 

Le  Mémoire  de  M.  Autonne  a  pour  objet  de  rejoindre,  en  les  étendant,  les 
deux  notions  de  points  et  de  plans  fondamentaux. 

L'auteur  convient  de  dire  qu'une  droite  dm  de  degré'  m  et  de  classe  n  —  m 
est  l'intersection  de  n  —  m  plans  (m<n).  C'est  aussi  le  lieu  des  points  x  dont 
les  coordonnées  s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  celles  de  m  points 
donnés.  Un  point  est  une  dx  ;  un  plan  est  une  dH_v 

Une  droite  dm  sera  fondamentale  pour  la  collinéation  p  si  dm  est  invariante 
par  p,  c'est-à-dire  si  dm  est  à  la  fois  le  lieu  du  point  x  et  du  point-image 
de  x  par  la  collinéation  p. 

M.  Autonne  résout  complètement  le  problème  relatif  à  la  construction  des 
droites  fondamentales.  La  règle  qu'il  donne  rappelle,  avec  moins  de  simplicité, 
celle  qu'il  avait  établie  précédemment  pour  les  points  et  les  plans  fondamentaux. 

Remoundos  (Georges).  —  Sur  le  cas  d'exception  de  M.  Picard 
et  les  fonctions  multiformes.  (191-201). 

Après  avoir  généralisé  une  proposition  de  M.  Borel  sur  les  fonctions  entières, 
l'auteur  donne  le  théorème  suivant  : 
Si  nous  désignons  par  u  =  w(s)  la  fonction  multiforme  que  définit  l'équa- 
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tion  /(s,  u)  =  o,  d'ordre  erP(logr)?i. . .(logr)Pj*,  les  zéros  de  l'équation 

w(s)  =«, 

où  a  est  on  nombre  quelconque,  satisfont  aux  inégalités  établies  par  MM.  Boa - 
troux  et  Lindclof  pour  les  fonctions  entières  du  même  ordre.  Il  ne  peut  y  avoir 
exception  pour  plus  de  av  —  1  valeurs  flnies  de  a.  Il  en  est  de  même  des 
équations 

tù(z)  =  G(z); 

G  (s)  étant  une  fonction  entière  d'ordre  inférieur  à  l'ordre  indiqué  plus  haut. 

Goursal  (/?.).  —  Sur  le  problème  de  Monge.  (201-210). 

On  considère  À*  équations  (À'  <  n  —  i), 

/1  (  J?p  &  3|   .  .  •  ,  <27„+i  t   «*Tp  **J?j»  •  •  •  »  "J'u-»-!  )  =  ^  (I  =1,3,   ...,  A'Ji 

homogènes  par  rapport  aux  différentielles  dxv  ...ydxn^v  On  se  propose  d'ex- 
primer x,,  x3>  . ..,  X.+,  explicitement  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  /, 
de  n  —  k  fonctions  arbitraires  de  /  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  uo  ordre  déter- 
miné. Ce  problème  a  été  résolu  par  Monge,  dans  le  cas  particulier  oit  Ton  a 

n  =  a,        k  =  1. 

M.  Goursat  étudie  le  cas  où,  n  étant  quelconque,  k  est  égal  4  n  — 1. 

Si,  dans  le  système  proposé,  on  remplace  rfx,  par  \f  —  x4  on  obtient  les  équa- 
tions d'un  cône  (T)  de  l'espace  (XnX5%  ...,  \m+x)  i«  +  i  dimensions,  dont  le 
sommet  est  au  point  (x,,x:,  ...%xM_t).  Introduisant  alors  le  plan 

*m-i  —  *m~i  =  Pt{\  —  *.)+•  -.-*-/».  (X.— x.). 
on  forme  les  w  —  1  équations  tangentielles  du  cône  (T), 

F.  v«rp  x;%  ...»  x,.,  :  /*!«/>;.  ...,/».)=  o        (  1  =  1.  3.  . . .,  n  —  1). 

Si  l'on  considère  maintenant  x..  x. x.  comme  des  variables  indépen- 
dantes» x.„t  comme  une  fonction  de  ces  tariables.  /V /': pm  comme  les 

deri\ees  partielles  de  x,,.,  on  a  la  un  système  que  M.  Goursat  appelle  le  sys- 
tème associe  du  système  proposé/.—  o.  Il  montre  que  U  méthode  d'intégration 
de  Monte  s'étend  au  cas  où  le  svsléme  associé  est  en  incoiution. 

Ce  cas  est  moins  particulier  qu'il  ne  paraît.  Car.  étant  données  n  —  h  équa- 
tions de  Mouçe^A  >  O.  la  méthode  précédente  sera  applicable  si  l'on  peut  leur 
adjoindre  h  —  \  équations  nouvelles  de  même  forme,  et  telles  que  le  s v sterne 
associe  du  système  ainsi  complote  soit  en  involulion.  C'est  ce  qui  arrive,  par 

exemple,  quand  les  fonctions  f%  ne  renferment  pas  les  variables  xr  x. -r»_.« 

Gomme  application.  M.  Goursat  résout  l'équation  classique 

kix:  —  t/x:  —  Jx]  =  dx\. 

Suchar  (P.-J.  \  —  Sur  une  transformation  réciproque  en  Méca- 
nique, lîio-rj  . 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  93 

Les  mouvements  de  deux  points  qui  ont  lieu,  l'un  par  rapport  au  temps  l, 
l'autre  par  rapport  au  temps  /,,  sont  dits  réciproques  par  Fauteur,  si,  aux  points 
correspondants  de  leurs  trajectoires,  les  coordonnées  de  chacun  d'eux  sont  les 
mêmes  fonctions  des  composantes  de  la  vitesse  de  l'autre. 

Un  mouvement  donné  n'est  pas  en  général  transformable  en  un  autre  réci- 
proque. En  se  limitant  aux  mouvements  plans,  M.  Suchar  montre  que  le  mou- 
vement d'un  point  sera  le  réciproque  d'un  autre  si  les  composantes  de  son 
accélération  ont  des  expressions  de  la  forme 

x" •=.  (ax  +  by)U)       y"=  (a'x  -i-  b'y)u, 

où  a,  b,  a',  b'  sont  des  constantes  et  u  une  fonction  quelconque  des  coor- 
données xy  y  et  des  vitesses  composantes  x\  y\  Il  insiste  surtout  sur  le  cas 
des  forces  centrales 

x'  —  uXj       y'  =  uy. 

Si  u  ne  contient  pas  explicitement  le  temps,  il  y  a  un  mouvement  réciproque 
de  celui-là;  il  est  défini  parles  équations 

xK  —  kx\       yt  =  ky't        -zj  =  k*u        (Àr  =  const.). 

Le  point  M„  dont  xx  et  yx  sont  les  coordonnées,  est  soumis  lui  aussi  à  une 
force  centrale;  sa  trajectoire,  rapportée  aux  mêmes  axes  que  le  premier  mouve- 
ment, est  une  homothétique  de  l'hodographe  du  premier  mouvement;  le  centre 
cPhomothétie  est  le  centre  des  forces  et  le  rapport  d'homothétie  est  égal  à  k. 

Les  formules  obtenues  montrent  que.  si  l'on  sait  déterminer  la  trajectoire  et 
la  loi  du  mouvement  quand  la  force  est 

F  =  r/(r,6,i>), 

r,  0  étant  les  coordonnées  polaires,  v  la  vitesse,  on  saura  résoudre  les  mêmes 
questions  pour  la  force  f 

F-  r 

a  étant  l'angle  de  la  vitesse  avec  l'axe  polaire.  Les  trois  lois  de  force  centrale 
qui  font  toujours  décrire  au  mobile  une  conique  (Halphen  et  Darboux)  four- 
nissent un  exemple  de  cette  théorie. 

Signalons  encore  ce  résultat.  On  pourra  déterminer  par  quadrature*  le  mou- 
vement d'un  point  soumis  à  une  force  centrale  rentrant  dans  l'un  des  quatre 
types 

/(r)>  t    >    -^/(acosô-t-6sinô-H  -j»     rf{ax*-\-  ibxy  +  cy*) 

ou  dans  l'un  des  quatre  types  correspondants, 
/•/(♦>)>    ri>,/(«)>     /vs/facosa-h&sina  -+-  -J,     r/(aa?'*-t-  ibx'y'+  cy* ), 
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où  a,  b,  c  sont  des  constantes;  r,  6,  t>  et  «  ont  les  mêmes  significations qoe  plis 
haut. 

Lucas  (Félix).  —  Sur  la  généralisation  du  rapport  an  harmonique. 

(225-229). 

L'aaleur  appelle  rapport  anharmùnique  de  quatre  points,  non  situés  en 
ligne  droite,  le  rapport  anharmonique  de  leurs  affixes  :  pour  que  ce  rapport 
suit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  les  quatre  points  forment  un  quadrilatère  ios- 
criptible. 

Pour  définir  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  non  concourantes, 
on  prendra  leurs  pôles  relativement  à  une  circonférence  :  le  rapport  anharmo- 
nique de  ces  pôles  est  indépendant  du  rayon  delà  circonférence,  mais  il  dépend 
de  la  position  du  centre  par  rapport  aux  quatre  droites. 

En  supposant  les  quatre  droites  tangentes  à  une  même  circonférence,  pour 
que  leur  rapport  anharmonique  soit  égal  à  —  1,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points 
d'intersection  de  chacun  des  couples  T,T,  et  T3T4  formés  avec  ces  tangentes 
soient  des  points  conjugués  par  rapport  à  la  circonférence. 

Landau  {E.).  —  Sur  quelques  inégalités  dans  la  théorie  de  1» 
fonction  Ç($)  de  Riemann.  (229-241). 

L'auteur  désigne  par  0[g{\)]  une  fonction  de  t  telle  que  son  quotient 
par  g(  t)  reste  compris  pour  t  =  00  entre  deux  limites  finies. 

Il  commence  par  donner  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  dû 
à  M.  Mellin  :  Si  a  reste  fixe  et  si  t  va  à  l'infini  positif,  on  a 

|  C(^-+-  ^')  I  =  0(/'-^>         pour        o<<r<i, 

|  Ç(ff-H  II)  |  =  O(logl)        pour        ff  =  i. 

Il  précise  ensuite  ce  résultat  en  démontrant  les  relations  suivantes  : 

|  r(s)  |  =  OW*~  *v/lugl/  Pour  »£-» 

K(j)|  =  o(^,1_0>Vu^7)         pour         -<<j<i, 


■2 


qu'il  déduit  d'un  théorème  récemment  obtenu  par  M.  Voronoï. 

Dans  la  dernière  partie  de  son  travail,  l'auteur  considère  la  fonction  appelée 
Q(a?),  savoir  le  nombre  des  nombres  ^  x  qui  ne  contiennent  chacun  de  lenrs 
facteurs  premiers  qu'à  la  première  puissance.  On  sait  que  le  quotient 


Q(x)-^x 

V -;x 


reste  compris  pour  tout  x>i  entre  deux  limites  finies.  M.  Landau  prouve  que 
ce  rapport  tend  vers  zéro  pour  x  =  00. 
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De  Séguier  (•/.).  —  Sur  certains  groupes  d'ordre  pmqn.  (242- 
a5o). 

Dans  la  recherche  des  groupes  d'ordre  pmq*  (/?,  q  premiers)  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  m  et  de  n,  un  cas  s'impose  lout  de  suile  à  l'attention  : 
c'est  celui  où  le  groupe  considéré  G  contient  normalement  un  gpm  abélien 
principal  A  (terminologie  adoptée  par  M.  de  Séguier  dans  ses  Éléments  de 
la* théorie  des  groupes  abstraits),  aucun  e(l»}  n'étant  permutable  à  tout  élé- 
ment de  A.  C'est  ce  cas  que  l'auteur  étudie  d'abord  lorsque  les  g  »  J  b },  j  b'  j , . . . 
de  G  sont  cycliques,  m  restant  quelconque.  La  détermination  de  tous  les  types 
répondant  à  ces  conditions  dépend  de  la  forme  de  la  fonction  caractéristique  A 
de  b  (G  s'exprima nt  immédiatement  en  groupes  de  substitutions  linéaires). 
Elle  est  complètement  effectuée  pour  certaines  formes  de  A. 

Un  autre  cas  voisin  du  précédent  est  celui  où  A  a  la  figure  (1)  (11...1).  Alors 
G/D  (D  étant  le  central  de  A  )  rentre  dans  le  cas  précédent.  Si  le  déterminant  qui 
joue  pour  G/D  le  rôle  de  A  est  irréductible  mod/>,  G  n'a  qu'un  type,  qui  n'existe 
d'ailleurs  que  si  m  a  la  forme  av-t-i  et  s'il  y  a  un  polynôme  irréductible  de 
la  forme  83v — aôv  — 1  appartenant  à  l'exposant  q*. 

L'auteur  est  amené  à  introduire  les  groupes  abéliens  et  hypoabéliens  de 
M.  Jordan  à  l'aide  du  groupe  des  isomorphismes  cogrédients  de  G. 

Landau  (E.).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  M.  Pétrovitch  rela- 
tifs aux  zéros  des  fonctions  analytiques.  (25 1  -261). 

Les  théorèmes  en  question  sont  les  suivants  : 

A.  Si  l'on  désigne  par  \  le  plus  petit  module  des  zéros  de  la  série 
(1)  a9-^atz-^a7zt+...        (0,7*0) 

et  si  l'on  forme  la  fonction 

u(')=\h\y\a"s"i'> 

0 

on  aura 

=  / — • 

quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  complexe  z  à  i 'intérieur  du  cercle 
de  convergence  de  la  série  (1). 

B.  Une  fonction  f(z),  holomorphe  dans  une  circonférence  C  décrite 
autour  de  V origine  comme  centre,  ne  s' annulant  pas  à  l'origine,  ne  sau- 
rait avoir  de  zéro  de  module  inférieur  à  l'expression  ^-jr. — ■  où  M  désigne 

ia  plus  petite  valeur  que  prend  le  module  du  rapport  de  la  fonction  ma- 
jorante de  f{z)  à  la  variable  z  pour  les  valeurs  de  z  comprises  à  l'inté- 
rieur de  la  circonférence  C. 

M.  Landau  commence  par  faire  observer  que  le  théorème  B  est  presque  évi- 
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dent.  Ensuite  il  le  précise  en  établissant  l'inégalité 

%  >  lflolr 

où  M  (r)  désigne  le  maximum  de  \f(z)\  pour  |  z  |  =  r. 

Mais  cette  dernière  inégalité  est  elle-même  une  conséquence  presque  immé- 
diate d'un  théorème  de  M.  Jensen,  qui  s'énonce  comme  sait  dans  le  cas  de» 
fonctions  /(s)  régulières  pour  |  z  |  1  r  et  différentes  de  zéro  pour  z  =  o  : 

Si  zv  3„  . . .,  zk  sont  les  zéros  de  la  fonction  dont  le  module  ne  surpasse 
pas  r,  on  a 

^y"tiogi/(*)id?=iog|./(o)r'  ■ 


zlzi...zh 


z  parcourant  la  circonférence  re**?. 


Il  y  a  plus.  Non  seulement  l'inégalité  relative  à  X  résulte  du  théorème  de 
M.  Jensen,  mais  le  théorème  A  lui-même  est  contenu  dans  celai  de  M.  Jensen. 

En  terminant  l'auteur  indique  une  démonstration  directe  et  très  élémentaire 
du  théorème  A. 

Bairc,  Borel,  Hadamard,  Lebesgue.   —   Cinq  lettres  sur  la 
théorie  des  ensembles.  (261-273). 

Lebesgue  (//.).  —  Sur  le  problème  des  aires.  (273-274)- 

Rectification  à  une  Note  antérieure,  publiée  sur  le  même  sujet  en  190a,  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (  t.  XXXI,  p.  197  ). 

L.  R. 


ANNAIJ  DI  MATEMATIGA  PURA  ED  APPLICATA, 

dirctti  del  prof.  F.  Brioschi.  Série  IIa  (*). 

Tome  XV,  1887-1888. 


Martinetti  (T.).  —  [Q-4a].  Sur  les  configurations  planes  jxj. 
(i-a6). 


(l)  Voir  Bulletin,  t.  XII,,  p.  157. 
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Méthode  pour  déduire  toutes  les  configurations  u,3  lorsqu'on  connaît  toutes 
les  (u,—  1)3.  Application  à  la  recherche  des  u3. 

Sabinine  (6?.).  —  [R66].  Sur  les  considérations  d'Ostrogradsky 
et  de  Jacobi  relatives  au  principe  de  la  moindre  action. 
(27.51). 

En  supposant  que  la  fonction  n  ne  contienne  pas  explicitement  le  temps, 
l'intégrale 

(1)  /      (H-hT)dt 


/"■<» 


a  un  minimum,  pourvu  que  Ton  regarde  comme  données  les  positions  initiale 
et  finale  du  système  et  que  les  variations  de  t  relatives  aux  limites  /„  /,  soient 
égales. 

C'est  ce  théorème  qu'Ostrogradsky  propose  de  substituer  au  principe  de  la 
moindre  action  établi  par  Lagrange,  avec  quelque  inexactitude,  dans  sa  Méca- 
nique analytique.  Jacobi  propose  de  substituer  à  ce  principe  un  théorème  qu'il 
donne  dans  ses  Vorlesungen  iïber  Dynamik,  p.  45. 

L'auteur  démontre  le  théorème  cTOstrogradsky,  et  des  conditions  de  minimum 
absolu  de  l'intégrale  (1)  il  déduit  les  équations  du  mouvement.  Puis  il  résout  le 
problème  suivant  : 

Parmi  toutes  les  x,  y,  zy  fonctions  de  t  qui  satisfont  à  l'équation  de  condition 

H  -  T  =  A, 

la  constante  h  conservant  la  même  valeur,  trouver  celles  qui  rendent  l'intégrale 


T)dt 


minimum  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre  /,  et  tn  répondant  aux 
deux  positions  données  du  système. 

Enfin  il  expose  le  théorème  de  Jacobi,  en  montrant  que  dans  la  conclusion 
de  Jacobi  il  y  a  une  inexactitude  parfaitement  analogue  à  celle  que  Bertrand  a 
signalée  dans  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange. 

En  français. 

Pirondini    (G.).    —    [03/].    Sur   la    similitude   des   courbes. 
(53-66). 

Torelli  (G.).  —  [C2rf].  Quelques  formules  relatives  aux  inté- 
grales elliptiques.  (67-71). 

Bull,  des  Sciences  mat  hem. ,  a*  série,  t.  XXX.  (Juillet  1906.)  R.7 
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Étant 


ic 


0 


•«/'«»»  F<t.*>î& 


0 


)' 


c 

0 


on  a 


Ck  dk  =  (i  —  6, )*K  -+-  9 AE  +  const., 


r  _  i  -  A  ' 


*    ,    I  —  A 

-+-  7-  * j^  -+-  const.. 


et  deux  autres  formules  analogues  pour    /  K'  dk,    f  K'-rr*  !-■  réduction  de* 

intégrales    f  kmK  dk,   f  A"*K'  </A"  à  celles  de  ces  quatre  formules  avait  été  faite 
par  l'auteur  dans  le  Giornale  di  Battagiini,  Vol.  XI,  1873,  p.  17. 

Vanecek  (J.-S.  et  3I.-/V.).  —  [N42].  Contact  des  faisceaux  de 
surfaces  (suite  etjin).  (73-1 14). 

Théorèmes  d'énumération  relatifs  au  contact  des  surfaces  appartenant  a  un 
système  simplement  ou  doublement  infini  et  d'indice  quelconque.  En  français. 

Del  Pezzo  (P.).  —  [Q2].  Sur  les  surfaces  et  les  variétés  des 
espaces  à  plusieurs  dimensions,  dont  les  sections  sont  des 
courbes  normales  de  genre/?.  (1 1 3-126). 

Une  surface,  non  réglée,  telle  qu'elle  est  mentionnée  dans  le  titre,  est  appelée 
par  rauteur  une  surface  normale  de  plhm*  espèce.  Des  propriétés  qu'il  troute 
il  déduit  que  les  F£"  (surfaces  de  Tordre  m)  d'un  espace  S„_  ,,  pour  m  dépas- 
sant une  certaine  limite  a /> -t- a -h  1 ,  sont  toujours  réglées.  Enfin,  il  applique 
le*  résultats  obtenus  pour  les  surfaces,  aux  variétés  quelconques. 
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Ricei  (G.).  —  [C4dref.  06/?].  Sur  les  systèmes  d'intégrales 
indépendants  d'une  équation  linéaire  homogène  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  (127-159). 


(1) 


On  cherche  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation 


2>'£:  =  ° 


ait  n—i  intégrales  indépendantes  o2,   . ..,  C„_„  ayant  avec  une  autre  inté- 
grale p4  de  la  même  équation  les  relations 


2>~ 


foi   àph  _  q 
ôx.  dx. 


(A  =  a,  . . .,  n  —  i), 


ou 


_  d  loga 
C"~     da 


et    2] flrf  dXr  dx' =  f '' 


c'est-à-dire  pour  que  les  intégrales  p3,  . ..,  p„_,  soient  orthogonales  à  p,  dans 
l'espace  dont  9  est  l'élément  linéaire.  Cette  condition  est  que,  £0A1  £IA,  ...,  S.mk 
étant  fl  +  i  quantités  satisfaisant  au  système 


2]  v,srfc=0l 


<*) 


Y  .£.,-+- 


Ofc 


2]     (Yr.+  WACr.)S,fc=<N 


OU 


*-=z,(e- S +e- S -e-4 


et  *#4  est  une  des  n  —  1  racines,  toujours  réelles,  de  l'équation 


(3) 


Y, 


Y. 


Y,     Y.j-j-wc,,     Y„+wcn 
Ya     Y31-+-wc21     YM-+-wc„ 


Y.    Y^+wc,,,    YM,-4-wc 


«2 


Y3»-+-WC3» 


Y    -h  «i»c 


=  o. 


les  équations  aux  différentielles  totales 

soient  toutes  intégra  blés  au  moyen  d'une  seule  équation  primitive  pk=  const., 
c'est-a-dire  que  les  lrk  pour  h  quelconque,  et  r  =  1,  a,  . ..,  n,  soient  propor- 
tionnelles aux  dérivées  d'une  même  fonction  pk. 

Les  racines  de  l'équation  (3)  ne  dépendent  que  de  l'équation  différentielle 
donnée  et  de  la  forme  «p2,  et  nullement  du  choix  des  coordonnées;  Fauteur 
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l'appelle  Vêqualion  algébrique  caractéristique  de  l'équation  donnée,  las  con- 
ditions données  plus  haut  sont  relatives  au  cas  où  toutes  les  racines  de  (3)  sont 
différentes.  Ces  conditions  peuvent  s'exprimer  analogiquement  par  la  vérification 
identique  des  équations 

étant  h  et  k  des  valeurs  différentes  prises  entre  1,2,  . ..,  /i  — 1,  et 

L'auteur  donne  aussi  d'autres  formes  pour  les  équations  (4),  (5),  d'où  il 
résulte  que  les  premiers  membres  sont  des  expressions  invariables,  et  que  le 

nombre  des  (  4  )  est ^ >  et  celui  des  (  5  )  est  - — - - 

Lorsque  l'équation  caractéristique  a  des  racines  multiples,  les  conditions 
pour  l'existence  de  n-i  intégrales  orthogonales  sont  que,  ayant  déterminé 
pour  toute  racine  mh-up\e  wA,  mh  systèmes  indépendants  de  solutions  IrA.des 
équations  (2),  et  ayant  posé 

les  systèmes  qui  résultent  de  l'équation  (1)  et  de  l'un  quelconque  des  systèmes 

>     H,/,,  'Y-r)  —  o  (  i  —  1 ,  2,  . . . ,  mh ) 

soient  complots:  et  soient  au>si  complets  les  systèmes  qui  résultent  de  la(i)et 
de  deux  quelconques  de  ces  systèmes.  Lorsque  ces  conditions,  dont  l'auteur 
donne  aussi  une  expression  analytique,  sont  satisfaites,  les  intégrales  orthogo- 
nales ne  sont  pas  complètement  déterminées;  elles  se  divisent  en  groupes,  cor- 
respondant aux  groupes  de  racines  égales,  et  dans  chaque  groupe  le  choix  des 
intégrales  peut  se  faire  d'un  nombre  infini  de  manières. 
Si  l'on  pose 

et  l'on  suppose  que  les  \r  soient  proportionnelles  aux  dérivées  p(ll>  d'une  même 
fonction  o,  le  problème  revient  à  celui  de  déterminer  les  conditions  pour  que, 
dans  la  variété  dont  9  est  l'élément  linéaire,  le  système  p  =  const.  appartienne 
à  un  système  n-uple  orthogonal,  et  de  trouver  les  paramètres  des  autres 
n  —  1  systèmes.  L'auteur  traite  ce  problème  en  général,  et  puis  en  fait  l'appli- 
cation au  cas  de  n  —  3. 

Bianchi  (£.)•  —  [N2  lref.  06^].  Sur  les  systèmes  doublement 
infinis  de  rayons.  (161-1-2 ). 
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Etude  des  congruences  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  infinitésimale.  Tout 
rayon  r  est  rencontré  par  deux  de  ceux  qui  lui  sont  infiniment  rapprochés;  les 
deux  points  de  rencontre  sont  appelés  foyers;  les  deux  plans  déterminés  par  r 
et  les  deux  rayons  mentionnés,  respectivement,  sont  des  plans  focaux.  Les 
pieds  des  normales  communes  à  r  et  à  chacun  des  rayons  infiniment  rappro- 
chés, forment  sur  r  un  segment  dont  les  extrémités  sont  appelées  points  limites, 
et  dont  le  milieu  est  le  même  que  celui  des  foyers.  Le  lieu  des  foyers  est  formé 
par  deux  surfaces  (focales),  et  sur  chacune  de  ces  surfaces  les  courbes  envelop- 
pées parles  rayons  de  la  congruence  s'appellent  lignes  caustiques.  L'inclinaison 
de  la  normale  principale  d'une  caustique  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  focale 
est  égale  à  l'angle  des  deux  plans  focaux  qui  passent  par  la  tangente  à  la  caus- 
tique; et  de  cela  l'auteur  déduit  la  construction  des  congruences  à  foyers  réels, 
pour  lesquelles  l'angle  des  plans  focaux  est  constant.  Puis  il  démontre  que  dans 
une  congruence  où  soient  constantes  la  distance  des  foyers  et  celle  des  points 
limites,  les  surfaces  focales  sont  des  surfaces  pseudo-sphériques  dont  le  rayon 
est  égal  à  la  distance  des  points  limites.  Il  prouve  de  la  manière  suivante  qu'il 
y  a  effectivement  de  ces  congruences,  qu'il  appelle  pseudo-sphériques.  Il  prend 
une  surface  pseudo-sphérique  S  de  rayon  R,  rapportée  à  ses  lignes  de  cour- 
bure w,  c,  dont  l'élément  linéaire  est 

ds*  =  cos'6  du7+  sin38  dv\ 

6  satisfaisant  à  l'équation 

e):8  _  (Pb  _  sinBcosÔ 
(l)  dû1  ~  6vl  ~        R*       ' 

et  il  détermine  chaque  rayon  de  la  congruence  parle  point  (u,  v)  de  S  d'où  il 
sort  et  par  l'angle  <p  que  ce  rayon  fait  avec  la  direction  positive  des  lignes 
v  =  const.,  les  équations  pour  9  sont 

do        àb  _  sinç  cos8 -f- sin<j  cos'f  sinô 

,  du       dv  ~~  R  cosa 

(a)  {  .  .        .  « 

dy        à<?  cosç  sin8  -+-  sina  sin©  cos8 

dv        du  ~~  R  1:0s  a 

a  étant  le  complément  de  l'angle  (constant)  des  deux  plans  focaux;  les  (a)  en 
conséquence  de  (1)  admettent  une  intégrale  commune  y  renfermant  une  con- 
stante arbitraire,  qui  est  aussi  une  solution  de  (1),  c'est-à-dire  que  l'on  a 

d'fp        d*<p  _  sinç  sin  cp 
àîû  ~~  Ih?  ~"         Ûi 

Les  (a)  coïncident  avec  les  formules  que  l'auteur  a  données  dans  son  Mé- 
moire :  Sopra  i  sittemi  tripli  ortogonali  di  Weingarten  (voir  ces  Annali, 
t.  XIII,  p.  177)  et  qui  lui  ont  servi  à  définir  une  transformation  de  Bàcklund  à 
constante  a  pour  les  surfaces  pseudosphériques.  Par  cela  :  les  deux  surfaces 
focales  d'une  congruence  pseudosphérique  sont  déduites  l'une  de  l'autre  par 
me  transformation  de  Bàcklund. 

Enfin  l'auteur  recherche  les  congruences  pseudosphériques  renfermées  dans 
in  complexe,  dans  le  cas  que  le  complexe  soit  formé  par  des  rayons  rencontrant 
me  courbe  donnée,  et  que  cette  courbe  soit  un  lieu  de  foyers  de  la  congruence, 
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c'est-à-dire  la  dégéoération  d'une  surface  focale.  Une  telle  congruence  ne  peut 
être  formée  que  par  les  tangentes  aux  sections  méridiennes  d'une  hélicoTde  de 
Dini  où  à  celles  d'une  pseudosphère. 

La  recherche  générale  est  faite  ici  pour  le  complexe  linéaire,  et  l'auteur 
trouve  que  ce  complexe  renferme  oo1  congruences  pseudosphériques. 

Krause  {M.).   —  [G 3a].  Sur  quelques  relations  différentielles 
relatives  aux  fonctions  thêta  à  deux  variables.  (173-1 85). 

Équations  auxquelles  satisfont  les  multiplicateurs  M„  M,,  M„  M,  considérés 
comme  fonctions  des  modules  primitifs  y7,  V,  u.3,  ou  des  modules  transformés 
ca,  P,  m7.  Ces  équations  sont  de  deux  catégories.  Celles  de  Tune  sont  do  pre- 
mier ordre  et  peuvent  se  dédoire  immédiatement  du  système 

u\  =  M9ul-h  M, a,, 
u'7  =  Mji/j-t-  M,  K„ 

• 

uv  u3  étant  les  arguments  primitifs  et  u[,  u\  les  arguments  transformés.  La 
déduction  de  celles  de  l'autre  catégorie  présente  plus  de  difficultés. 
En  allemand. 

Krause  {M.).  —  [G le].  Sur  les  intégrales  hyperelliptiques  delà 
deuxième  et  la  troisième  espèce.  (187-208). 

Comme  les  fonctions  hyperelliptiques  ordinaires  peuvent  se  dédoire  des  fonc- 
tions thêta,  on  peut  fonder  la  théorie  des  intégrales  hyperelliques  de  la  deuxième 
et  de  la  troisième  espèce  sur  celle  de  certaines  fonctions  que  l'on  déduit  immé- 
diatement des  fonctions  thêta,  à  savoir 

dlogSr.(y„  v2)       dlog  &«(?,,  v,)  f 

oV,  '  ôvt 

<*log&,(ny  w7)  dlogSr^tv,,  iva)        1        &,(»,  — <y„  v,—  wa) 

"t ; ~t"  "t : ~t~  ~  10»  zr — • 

En  allemand. 

Sadun  {E.).  —  [1126].  Sur  la  résolution  en  nombres  positifs, 
entiers  ou  nuls,  des  équations 

X,-h  X,    -+-Xft    =  r, 
Xi-+-  aXj-h  n\n=  n. 

(209-221). 

La  résolution  de  ce  système  se  présente  dans  la  formule  qui  donne  la  n**0*  dé- 
rivée d'une  fonction  de  fonction,  car,  étant  y  —  y{n)  avec  u  ■=.  u(n)y  on  a 
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io3 


étant 


Pr  =  V  Cii'WV..i<(»)^ 


où  les  X-  satisfont  au  système  considéré  par  l'auteur.  Ce  système  trouve  aussi 
son  application  dans  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique. 
L'auteur  trouve  l'expression  du  nombre  5 (/i,  r)  des  solutions.  Voici  les  valeurs 

des  premiers  de  ces  nombres,  I  —  I  étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 


m 

en  —  > 

P 


l'=l 


V  =  \ 


1=1 


l'  =  l 


Casorati  (F.).  —  [D5a,6].  Sur  les  coupures  de  M.  Hermite, 
les  Querschnitte  et  les  surfaces  de  Riemann,  et  les  notions 
d'intégration  autant  réelle  que  complexe.  (223-234)-  {A 
suivre.) 

Exposition  des  notions  relatives  à  la  surface  de  Riemann,  dans  le  but  d'en 
favoriser  la  diffusion  et  de  répondre  aux  doutes  que  Briol  et  Bouquet  avaient 
manifestés  sur  l'utilité  de  la  surface  de  Riemann  dans  la  préface  à  la  deuxième 
édition  de  leur  Traité  des  fonctions  elliptiques. 

Voir  la  suite  dans  le  Tome  XVI,  page  i. 

Brioschi  (F.).  —  [B8c].  Études  sur  les  formes  ternaires.  (235- 

252). 

Recherche  de  certaines  formes  invariantives  et  de  leurs  relations,  pour  une 
forme  ternaire  de  Tordre  n.  En  particulier,  l'auteur  considère  les  formes 


k  = 


t  = 


fn    J la    y  13    ni 

K\   h\7  hu  A 

fi\    fn    /m    n* 

SV+      ^^» 

hlt    hn    A„    /, 

/ai     fn     /m     ni 

t        x  — 

^31       Kl      *31      A 

ht      A,      ht 

»      o 

A    A    A    o 

A    A    A 
hx     A3     h% 

P  = 

«Pi             ^1                 % 

àk      àk      àk 
âhl     dh7     dA,    , 

kx     k2    kt 

à  A     àf,     àf3 
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/  étant  la  forme  fondamentale,  h  sa  bessicnne,  et  les  indices  éUnt  des  signes 
de  dérivation  par  rapport  aux  variables  xt,  x„  xv 

Christoffel  (E.-B.).   —  [H].    Propositions  sur  les  propriétés 
arithmétiques  des  nombres  irrationnels.  (203-276). 

Étant  j  un  nombre  quelconque,  et  n  un  nombre  entier,  on  a 

nj  =  G(n)  +  {nj)t 

en  indiquant  par  G(n)  le  plus  grand  entier  contenu  en  nj  et  par  (/iy)  le  rente. 
Lorsque  j  est  irrationnel,  nj  n'est  jamais  (quel  que  soit  n)  égal  à  zéro.  En  posa  a  t 

G(n+,)_G(n)  =  ^, 
on  a  aussi 

et  les  gm  ne  peuvent  Être  égaux  qu'à  o  ou  à  1.  La  succession  de  ces  nombres  ^ 
est  ce  que  l'auteur  appelle  la  caractéristique  du  nombre/,  et  elle  peut  rem- 
placer le  nombre  y  même,  et  servir  pour  le  calcul  approché  de  ce  nombre,  car 
on  a 

C*(n)         .       i-hG(rt) 
n  n 

et  Cn(n)  —  £,  4-  gz  -h...  -4-  G„_r  L'auteur  expose  des  propriétés  remarquable* 
de  la  caractéristique,  et  montre  les  relations  qu'elle  a  avec  le  développement 
d'un  nombre  irrationnel  en  fraction  continue. 

Jung  {G.).  —  [M,  1/].  Recherches  sur  les  systèmes  linéaires  de 
courbes  algébriques  de  genre  quelconque.  (2-~-3ia). 

Détermination  de<  systèmes  linéaires  généraux  d'ordre  minimum  «  de  genre 
donné  p  et  de  degré  donné  Â.  Les  systèmes  se  divisent  en  familles,  suivant 
qu'ils  peu\ent  ou  non  se  déduire  les  uns  des  autres  par  des  transformation* 
démon  a.  Entre  ceux  d'une  môme  famille  il  v  en  a  un  d'ordre  minimum,  et  ce 
système  n'a  pas  de  courbes  fondamentales,  exception  faite  pour  le  cas  où  il  y  a 
deux  seuls  points  fondamentaux,  dont  la  somme  des  multiplicités  est  égale  à 
Tordre  du  système.  L'auteur  donne  une  propriété  invariante  pour  les  systèmes 
d'une  même  famille,  qui  consiste  en  ce  que  la  différence  entre  le  nombre  de* 
points  fondamentaux  (arbitraires)  et  le  nombre  des  points  fondamentaux 
(excès)  est  contante.  Il  classifie  les  systèmes  d'ordre  minimum  en  monômes 
(un  point  fondamental  multiple),  binômes  (deux  points  fondamentaux  mul- 
tiples) et  trinômes  (trois  points  fondamentaux  multiples).  Après  il  étudie  les 
systèmes  spéciaux  (où  les  points  fondamentaux  ne  sont  pas  indépendants). 
Enfin  il  assigne  les  systèmes  d'ordre  minimum  des  genres  p  —  n,  1,  a,  3,  4. 

I  11  Mémoire  du  même  auteur,  faisant  suite  a  celui-ci,  se  trouve  dans  le 
Tome  XVI,  à  la  page  2()i. 

Ccsriro  (/:'.).    —   [02 réf.  Q2].   Sur  l'analyse  ban cen trique  des 
rourbo.  (.>i3-.v»3V 
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L'auteur  se  propose  de  montrer  comment  remploi  des  formules  de  la  Géométrie 
intrinsèque  permet  au  calcul  barycentrique  «  de  pénétrer  au  cœur  même  des 
questions  avec  une  étonnante  facilité  »,  et  il  traite  par  cette  méthode  des  ques- 
tions relatives  aux  courbes  dans  un  espace  quelconque. 


Tome  XVI,  1888-1889. 

Casorati  (F.).  —  [DSa,6].  Sur  les  coupures  de  M.  Hermile,  les 
Querschnitte  et  les  surfaces  de  Riemann,  et  les  notions  d'inté- 
gration autant  réelle  que  complexe  (suite).  (1-20).  (A  suivre.) 

Suite  du  Mémoire  inséré  au  Tome  XVI,  page  323. 

Exposition  de  l'emploi  de  la  surface  riemannienne  pour  la  représentation  d'une 
fonction  définie  par  une  intégrale 


•«•'-.CSiHÈ* 


F  et  G  étant  rationnelles  et  entières. 

Maggi  (A.).  —  [T36].  Sur  la  propagation  libre  et  perturbée  des 
ondes  lumineuses  dans  un  milieu  isotrope.  (21-48). 

Les  déplacements  du  milieu  élastique  sont  donnés  par 

_dV2_dVî  =^h_^Xi  _  dV,       dV3 

~"  0*        ©y  '  ~  àx        ôz  ~~  ày       àx 

Vp  V„  V,  étant  trois  solutions  de  l'équation 

(')  -ÔF=a,^y 

Dans  l'hypothèse  qu'il  y  ait  dans  le  milieu  une  source  lumineuse  et  des  corps 
quelconques,  par  exemple  des  corps  obscurs,  le  problème  se  réduit  à  trouver 
des  intégrales  de  (1)  prenant  des  valeurs  déterminées  sur  les  surfaces  qui  limitent 
le  champ  occupé  par  le  milieu.  Le  problème  déjà  étudié  par  Kirchhoff  [Zur 
Théorie  der  Lichtstrahlen  {Sitzungsbtricht  d.  Berl.  Akad.,  1881  )]  est  ici  repris 
par  l'auteur. 

La  fonction  V  s'exprime  par  une  intégrale  étendue  à  la  surface  9  du  champ 


étant 


fad,, 
0  =  — ' 1A — d, 

an  r 

r  =  v'(x#-x)3-+-(r.-r)3 -M  *.-*)*» 
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<p(f  )  [abréviation  pour  <?(&,  y,  zf  t)]  une  fonction  qui,  dans  la  région  limitée 
par  a,  satisfait  à  l'équation  (i),  et 

/v   '"      rf/i     '        dn"  dr  dn* 
lorsque  le  point  (x0,  y91  z9)  n'appartient  pas  à  la  région  limitée  par  »,  oa  a 

/  û  d<t  =  o, 

et,  lorsqu'il  y  appartient,  on  a 

y  û  ds  ■=  A-z  ?(*,  x%,  y„  *,)• 

Dans  le  paragraphe  II,  l'auteur  fait  l'étude  de  cette  intégrale,  ayant  particu- 
lièrement en  vue  l'application  au  cas  des  ondes  spbériques  dans  un  milieu 
occupé  par  des  corps  noirs,  et  en  supposant  que  la  surface  9  soit  limitée  par  on 
contour.  II  transforme  l'intégrale  en  une  intégrale  linéaire  étendue  au  contour 
de  la  surface,  en  employant  des  coordonnées  qu'il  appelle  sphéroïdiques,  et  qui 
sont  analogues  aux  coordonnées  elliptiques  dans  le  plan.  Cette  transformation 
est  fondée  sur  un  théorème  de  Stokes  qui  donne  la  transformation 

dn 


di 


J   LU?*       <*</J  QA>3   dn        \dÇl       dqj  Q.Q, 

\dqi       ^s/QiQs   <*n\ 

=-.±  I  ('xtdql  +  i:1dq7+'Ridqi)9 

qt,  q„  q3  étant  des  coordonnées  orthogonales  quelconques,  pour  lesquelles 

et  dans  le  paragraphe  III  Fauteur  démontre  le  théorème  de  Stokes  pour  de* 
coordonnées  quelconques.  Dans  le  paragraphe  IV  et  dernier,  il  traite  le  pro- 
blème de  la  propagation  des  ondes  sphériques  lumineuses  dans  un  milieu  con- 
tenant un  corps  noir,  et  de  la  formation  de  l'ombre. 

Betazzi  (/?.).  —  [J^]«  Sur  une  correspondance  entre  un  groupe 
de  points  et  un  continuum,  tous  les  deux  linéaires.  (4{H>°)- 

On  dit  qu'un  intervalle  comprend  un  groupe  lorsqu'il  est  le  plus  petit  des 
intervalles  renfermant  le  groupe.  Deux  points  du  groupe  forment  une  succession. 
lorsqu'ils  se  suivent  sans  qu'il  y  ait  entre  eux  aucun  autre  point  du  groupe.  En 
un  point  du  groupe  il  y  a  une  lacune,  lorsque  ce  point  n'appartient  pas  au 
groupe,  et  il  en  est  un  point  limite  a  droite  et  à  gauche.  Entre  les  points  x, 
et  x«{xx  <  x.)  il  y  a  un  saut  absolu  lorsque  ces  points  n'appartiennent  pas  au 
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groupe,  xx  en  est  un  point  limite  à  gauche,  o?3  à  droite,  et  il  n'y  a  pas  de  points 
du  groupe  entre  eux. 
Cela  posé,  M.  Bettazzi  démontre  que  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  continuum  linéaire  X  puisse 
se  représenter  univoquement  sur  un  groupe  P  de  manière  que  deux  points  de  X 
et  leurs  correspondants  de  P  aient  la  même  position  relative,  est  que  P  n'ait  pas 
de  successions,  ni  de  lacunes,  ni  de  sauts  absolus,  et  qu'il  contienne  les  extrêmes 
de  l'intervalle  qui  le  comprend. 

Pirondini  (6?.).  —  [05/naref.  05/].  Théorème  relatif  aux  lignes 
de  courbure  des  surfaces,  et  applications.  (61-84). 

Étant 

oV=EoV-+-GaV 

l'élément  linéaire  d'une  sphère  de  rayon  unité,  les  équations 

1     dH  1     àH 

x.  =  x  -h  H  cosa —  -r—  cosa —  -r-  cosa  , 

^  au  fi?  àv  ' 

,   „        .  1     àH  1     àH        ,, 

„                  1     àH         ,         1     àH         - 
z.  =  z  -+-  H  COSC —  -r—  COSC =  -r-  cosc  , 

H  satisfaisant  à  l'équation 

à*H        àH    à  .       /-.      àH    à  ,       /- 
du àv       du  àv       v  ^  du     °' 

et  cosa,  cos6,  cosc  étant  les  cosinus  de  la  normale,  cosa',  cos6',  cosc'  et  cosa*, 
cos6",  cosc*  ceux  des  tangentes  aux  lignes  v  =  const.  et  u  =  const.,  donnent 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  surface  dont  les  lignes  u  =  const., 
v  =  const.  sont  les  lignes  de  courbure,  et  ont  pour  images  sphériques  les  lignes 
coordonnées  de  la  sphère. 

Ce  théorème  permet  de  trouver  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  ont 
des  propriétés  particulières. 

Pascal  (E.).  —  [Boa].  Sur  certains  covariants  des  systèmes  de 
deux  quartiques  et  de  deux  quintiques.  (86-99). 

Soient 

f  =  a**ï  +  •••! 

?  =  **x\  "*"•  •  • 
deux  formes  binaires  de  même  ordre,  et 

F_  /9m~-?/m  =rri5«_i=rri57_i==  <# 
{xy)m  *      *  «x     1* 

la  fonction  symétrique  de  Cayley;  alors  le  résultant  de  /et  9,  comme  Gordan 
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l'a  montré,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


R  =  JJ(/\- rfc)(st—  sk)        (i,  Ar  =  o,  i,...,#i  — i), 

ik 

et  peut  aussi  s'exprimer  par  des  composés  (  Ueberschiebungta  )  des  deux  formes 

/.  9- 

Lorsque  /  et  <p  ont  deux  racines  communes  on  doit  avoir 

8R  =  o  ; 

de  même,  si  elles  ont  trois  racines  communes,  il  est 

S5  R  =  o,        .... 

Ces  conditions  se  transforment  dans  l'évanouissement  identique  de   certains 
covariants 

9  ~  H^r»r')<5'5A)r'x*«x        (»,A  =o,  I,...,J1  —  2), 
ik 

♦  =  JJ(r;r*)(*is*)'\Jfri/ *.,*;,        (i,A=ot  i ,«  — 3), 

ik 

qui  peuvent  s'exprimer  par  des  composés,  et  conséquemment  ao   moyen  des 
invariants  fondamentaux. 

Somigiiana  (C).  —  [Târef.Ql].  Sur  la  dilatation  cubique 
d'un  corps  élastique  isotrope  dans  un  espace  de  courbure  con- 
stante. ^101-1 13  h 

I*a  dilatation  cubique  s'exprime  par  des  intégrales  étendues  a  l'espace  consi- 
déré el  par  d'autres  étendues  a  I*  surface. 
Soient  7,.  ç„  qy  des  coordonnées  orthogonales  quelconques,  pour  lesquelles 

s.  t.,  *  des  coordonnées  polaires: 

h..  À,.  A,  les  composantes  du   déplacement  au  point  (.9.7.9.)  de  l'espace  S, 

suivant  les  lignes  coordonnées,  el  hm  le  déplacement  suivant  ta  normale: 
F..  F..  F,  les  composantes  de  la  forée  appliquée  à  ce  point; 
L-,  L..  Lj  celles  de  la  force  appliquée  à  un  point  de  la  surface  ;; 
a  la  courbure  de  l'espace  : 
H  la  diUutum  cubique: 
a  et  6  des  constantes,  et 


—    ■•**£  \  X     l  ^  C 
ï    =    \  S = 


>:d:\s 
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avec  c=— >  ona 
a 


Vivanti (G.).  —  [H2ceref.H5è].  Sur  les  fonctions  définies  par 
une  équation  différentielle  algébrique  du  premier  ordre.  (11 4— 
i36,  1  planche). 

L'équation 

les  f.  étant  des  fonctions  rationnelles  entières,  donne  par  résolution 

.  dw  dw 

(2)  -gj  =  ?i(Wi*)i        •••>        75- =  ?•  (  «S  *  )» 

où  les  ?•  sont  des  fonctions  algébriques.  L'auteur  étudie  la  manière  dont  les 
intégrales  des  (  2  ) 

iV=F,(*),        ...,        w=Fm(z) 

dépendent  des  coefficients  de  la  (1).  Il  distingue  trois  cas  : 

I.  Les  /,  renferment  la  seule  z  ; 

II.  La  seule  w\ 

III.  Les  deux  variables. 

Dans  le  premier  les  fonctions  w  sont  des  intégrales  abéliennes,  et  l'auteur 
indique,  par  autant  de  théorèmes,  les  degrés  des  intégrales  rationnelles  entières, 
ainsi  que  le  nombre  des  intégrales  fractionnaires,  et  une  limite  supérieure  pour 
le  degré  de  leurs  dénominateurs,  et  les  degrés  des  intégrales  fractionnaires  de 
degré  négatif;  tout  cela  en  rapport  avec  les  degrés  des  coefficients  de  (1)  rela- 
tivement a  z. 

Dans  le  second  cas  les  w  sont  des  fonctions  inverses  d'intégrales  abéliennes. 

Dans  le  troisième,  l'intégrale  (1)  ne  peut  èire  ni  une  intégrale  abélienne,  ni 
une  fonction  inverse  d'une  telle  intégrale,  et  l'auteur  donne  la  condition  afin 
qu'elle  soit  une  fonction  algébrique  d'une  intégrale  abélienne. 

Suit  l'examen  d'un  cas  particulier,  où  l'intégration  de  (1)  conduit  a  une  fonc- 
tion à  un  nombre  infini  de  valeurs,  qu'il  étudie  par  une  méthode  analogue  à 
celle  employée  par  Casorali  pour  les  fonctions  obtenues  par  l'inversion  des  fonc- 
tions abéliennes  (Acta  Atatnematica,  Bd.  VIII). 

Pirondini (G.).  — [06a].  Étude  sur  les  surfaces  hélicoïdales 
(137-177). 
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Sur  deux  hélîcoTdes  applicables,  les  sections  normales  à  Taxe  sont  des  courbes 
correspondantes  en  applicabilité  alors  et  alors  seulement  qu'ils  sont  dévelop- 
pâmes. Un  hélicoïde  réglé  peut  toujours  se  déformer  en  un  autre,  et  d'an 
nombre  infini  de  manières. 

Équations  du  profil  méridien  d'un  hélicoïde  engendré  par  une  courbe  donnée. 
Lignes  qui,  par  un  mouvement  hélicoïdal  donné,  engendrent  un  même  héli- 
coïde, dont  elles  forment  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure.  Même  re- 
cherche pour  le  cas  où  les  deux  lignes  doivent  rester  des  géodésiques,  dans  le 
mouvement.  Détermination  des  hélicoïdes  dont  les  trajectoires  orthogonales  des 
profils  méridiens  sont  des  courbes  sphériques  ayant  le  centre  sur  Taxe.  Ceux-ci 
sont  des  hélicoïdes  de  Dini.  Sur  ces  hélicoïdes  les  lignes  de  courbure  sphériques 
sont  des  loxodromies,  et  Ton  a 

p  =  —  atangt, 

p  étant  le  paramètre  du  mouvement  hélicoïdal,  a  le  rayon  de  la  sphère  et 
i  l'angle  sous  lequel  la  loxodromie  coupe  les  parallèles.  Suivent  des  propriétés 
relatives  à  la  courbure  des  hélicoïdes,  et  à  la  courbure  géodésique  d'une  ligne 
tracée  par  une  telle  surface 

Cesàro  {E.).   —   [Hic].    Sur  une    proposition    de   la    théorie 
asymptotique  des  nombres  (178-180). 

Réponse  à  une  objection  que  M.  Jensen  avait  faite  relativement  à  la  proposi- 
tion 

i:~<p(|)-+-y(a)-4--'--+-?(*)      3 

lim  5 ; —  =  —  • 

A  cette  occasion  il  énonce  deux  théorèmes  généraux,  dont  voici  le  premier  : 

Le  nombre  des  diviseurs  de  /i,  doués  d'une  certaine  propriété,  est  asympto- 
tique au  logarithme  de  n,  multiplié  par  la  probabilité  qu'un  nombre  entier, 
choisi  au  hasard,  jouisse  de  la  même  propriété. 

En  français. 

Brioschi  (F.)  —  [B7c  réf.  A3A].  Sur  une  transformation  des 
équations  du  ciuquième  degré  (181-1 89). 

Soit/(x,,  x7)  une  forme  binaire  du  cinquième   degré,  et py  9,  r  ses  trois 
covariants  du  troisième  ordre  et  des  degrés  3,  5, 9  respectivement.  Ayant  posé 


il  est 


et,  en  posant 


l=\(f/)<> 


p=—{(fl)i>      q  =  {ip)> 


m  =  \  (pp)» 
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od  a. 

r  =  (mp). 

La  forme /a  trois  invariants 

À=  !(//)„        B=(/m)2,        C=j(mm)„ 


des  degrés  4,  8,  12,  plus  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  e  le  déterminant 

A  =  i6(A3— i44B). 
L'équation 

f{x)  =  a9xb+  5alx*-hioa7xi  +  . . .-+-  a4=  o 
a  été  transformée  par  Herniile  au  moyen  du  covariant  />,  en  posant 

v  _£(£). 

l'auteur  emploie  une  transformation  au  moyen  du  covariant  g,  qui  conduit  à 
l'équation 

r»_IOB^3-i-4oC^3-l-5^|AC-t-5Bïy-+-4(jAB24-^AîC-.54BcWo. 

Lorsque  B  =  o,  l'équation  peut  se  transformer  en 

Z54-ioZ3-h45Z-+-*  =  o, 
étant 

t  = —  24  fi  V*  *"~  *• 

Berzolari  (L.).  —  [P^/]-  Recherches  sur  les  transformations 
planes,  univoques,  învolutives  et  leur  application  à  la  détermi- 
nation des  involutions  de  la  cinquième  classe  (191-275). 

Suivant  Caporali  [Salle  t  ras/or  ma  zioni  univoche,  piane ,  involutoire 
{Rend.  d.  R.  Acad.  di  N a  poli,  1879)]  on  appelle  classe  d'une  involution  plane  le 
nombre  de  couples  de  points  correspondants  qui  se  trouvent  sur  une  droite 
arbitraire.  M.  Bertini  [Sopra  alcune  involusioni  piane  (Rend.  d.  Jst. 
Lomb.,  i883)]  a  déterminé  toutes  les  involutions  des  classes  o,  1,  a,  et  M.  Mar- 
tinetti  [Le  involutioni  di  3*  e  4"  classe  (Ann.  di Matematica,  a* série,  t.  XII) 
et  Sopra  alcune  trasformazioni  involutove  del  piano  {Ann.  di  Matematica, 
a"  série,  t.  XIII)]  celles  des  classes  3  et  4*  L'auteur  commence  par  exposer  des 
propriétés  générales  relatives  aux  involutions  de  classe  quelconque,  et  en  par- 
ticulier pour  le  cas  où  il  y  a  un  point  fondamental,  pour  leqnel  tt=  o,  c'est-à- 
dire  tel  qu'il  n'y  ait  pas  de  couples  correspondants  sur  aucune  droite  passant 
par  ce  point.  La  base  de  la  méthode,  qui  est  celle  qu'ont  prévue  aussi  MM.  Ber- 
tini et  Marti netli,  est  le  réseau  des  courbes  Û  dont  chacune  contient  les  couples 
qui  sont  en  ligne  droite  avec  un  point  donné.  Ces  courbes  sont  de  l'ordre  av-f- 1, 
v  étant  la  classe  de  l'involution.  Le  maximum  de  la  multiplicité  qu'un  point 
fondamental  peut  avoir  pour  une  courbe  Û  est  av —  1,  et  lorsqu'il  y  a  an  point 
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fondamental  (av  —  i)-uple  pour  les  û,  l'involution  est  de  Jonquières.  Lorsq 
y  a  un  point  fondamental  avec  «,  =  o,  et  que  ce  point  soit  (av —  4r)-uple  po^ 
les  Û,  ces  courbes  ont  un  nombre  égal  de  points  fondamentaux  simples  et 
points  fondamentaux  A'-uples,  et  le  nombre  maximum  des  uns,  et,  par  con 
quenl,  des  autres,  est  aAr  +  i.  On  a  une  espèce  remarquable  dévolutions  fi 
supposant  qu'il  y  ait  un  point  (av  —  Ar)-uple  pour  les  Û,  arec  t,=  o,  et  quel 
autres  points  fondamentaux  ne  soient  que  simples  ou  ft-uples  pour  les  û.  La 
classe  est  alors 

m  +  i). 


v  = 


et  l'auteur  donne  aussi  la  constitution  des  Û  pour  ces  involutions.  Une  autre 
espèce  remarquable  d'involulions  est  celle  d'ordre  v,  arec  v  points  fondamentaux, 
pour  lesquelles  t4=  o,  et  dont  v  est  la  multiplicité  pour  les  Û.  La  plus  géné- 
rale de  ces  involutions  est  de  Tordre  4*  ■+  3,  et  elle  a  quatre  points  (a  v-t-i)-uples 
et  av-f-i  doubles.  On  en  déduit  des  autres  d'ordre  inférieur  en  posant  en 
ligne  droite  des  points  fondamentaux.  Ces  involutions  d'ordre  inférieur,  au 
nombre  de  onze,  sont  aussi  assignées  par  l'auteur.  La  première  partie  du  Mé- 
moire se  termine  par  le  théorème  suivant  : 

Si  dans  une  involution  de  la  classe  v  >3  il  y  a  un  point  fondamental  r-uple, 
par  lequel  la  courbe  correspondante  passe  avec  r  —  a  branches,  il  doit  être  r^5. 

Dans  la  seconde  partie  sont  étudiées  en  particulier  les  involutions  de  la  cin- 
quième classe  à  points  fondamentaux  distincts.  Elles  se  distribuent  en  10  espèces, 
suivant  la  nature  du  réseau  û. 

Malet  (C.-J.).  —  [CaA*].  Sur  certaines  intégrales  définies  (277- 
290). 

Étant 


A(6)  =  v'i  —  Arsin-e, 


et  m  compris  entre  2  et-i,  on  a 

7C 


r    r%  ros-esin1— ■8rf8       „/'»  +  i\I,/J-m\    /*' 

v/V.  — m — =r(— )r(— )1 


cos9  rfQ 


et 


2^/      cos^Osin'-^e  A(Q|)  db 


r/m-Ki\r/2  — m\  m.,    /**    cos8rf8  T 

=  r(— )r(— )p-<,-m>*'./.   ïïïW-~  +  {'-k) 

De  ces  formules  on  peut  déduire  plusieurs  autres,  qui  donnent  des  relations 
entre  les  intégrales  elliptiques. 
En  anglais. 
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Jung  {G.).  —  [Ml/].  Recherches  sur  les  systèmes  linéaires  de 
genre  quelconque  et  sur  leur  réduction  à  Tordre  minimum. 
Mémoire  II  (291-^27). 

Mémoire  faisant  suite  à  celui  do  Tome  XV,  1887-1888  de  ces  Annali,  p.  277. 
Ici  l'auteur  ôle  les  restrictions  que  les  points  fondamentaux  soient  distincts,  et 
qu'ils  ne  présentent  que  des  singularités  ordinaires.  De  cette  manière  vient 
aussi  à  manquer,  pour  les  systèmes  d'ordre  minimum,  la  restriction  /*|4-/*2-f-r3  =  jjL, 
c'est-à-dire  que  la  somme  des  trois  plus  hauts  degrés  de  multiplicité  des  points 
fondamentaux  ne  soit  pas  plus  grande  que  Tordre.  Étant  D  le  nombre  des  in- 
tersections variables  de  deux  courbes  arbitraires  du  système,  u,  le  genre»  c'  la 
dimension,  et  e  l'excès  (  voir  le  compte  rendu  du  Mémoire  précédent  ),  ces  quatre 
quantités  sont  des  invariants  pour  tous  les  systèmes  d'une  même  famille  (que 
Ton  peut  déduire  les  uns  des  autres  par  des  transformations  Crémona).  Puis 
M.  Jung  démontre  des  propriétés  des  systèmes  où 

r, -f- r, -4- rj  >  M, 

M  étant  Tordre,  et  applique  ces  propriétés  à  la  réduction  des  systèmes  à  Tordre 
minimum.  On  obtient  deux  classes  de  systèmes  minima  : 

» 

!•  Systèmes  minima  d'ordre  jx  pour  lesquels  r,-h  r2-f-  r,^  jx; 
a°  Systèmes  minima  pour  lesquels  r, -h  r3-f-  r3>  jx; 

les  premiers  se  présentent  aussi  lorsqu'on  suppose  les  points  fondamentaux  dif- 
férents, et  les  singularités  ordinaires  comme  dans  le  premier  Mémoire.  Les 
seconds  ne  pouvaient  se  présenter  dans  les  hypothèses  du  premier  Mémoire,  et 
ici  en  est  étudié  le  cas  r1=u,  —  2.  Après,  l'auteur  indique  des  systèmes  dont 
Tordre  ne  peut  être  abaissé  par  une  (seule)  transformation  quadratique,  et  qui 
toutefois  peuvent  être  abaissés  par  une  suite  de  telles  transformations.  II  y  a  aussi 
des  systèmes  de  la  classe  (  2  ),  où  r,  <  |x  —  2,  et  qui  ne  peuvent  être  que  de  genre 
/?<5.  Ceux-là  aussi  sont  étudiés  par  l'auteur.  Enfin  il  détermine  tous  ces  sys- 
tèmes minima  de  la  classe  (2)  et  des  genres  o,  1,  2,  3,  4* 

Briosc/u  (F.).  —  [B7c  réf.  A3A].  Principes  d'une  théorie  de  la 
transformation  des  équations  algébriques  (329-335). 

L'auteur  se  propose  de  fonder  la  théorie  de  la  transformation  des  équations 
sur  la  théorie  des  formes,  en  parlant  de  certaines  propositions  démontrées 
par  lui-même,  et  du  théorème  suivant  dû  à  Hermite  (Sur  l'équation  du  cin- 
quième degré). 

Soit  f{xy  y)  une  forme  d'ordre   n,  et   ^(.r,  y)   un    de  ses   covariants  de 

l'ordre  n  —  2;  les  coefficients  de  la  transformée  en  y  de  Téqualion/( x%  1)  H-  o, 

obtenue  en  posant 

_  y(g,  1) 

sont  tous  des  invariants  de/(x,  y). 

Les  deux  propositions  de  l'auteur  sont  les  suivantes  : 

Étant 

xr  (  r  =  o,  1 ,  . . . ,  n  —  1  ) 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  XXX.  (Août  1906.)  R.S 
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une  des  racines  de  f(x)  =  o,  et 

f(x)  =  {x  —  xr)?(x), 


on  a 


i°  Tout  covariant  d'ordre  m  et  de  degré/?  de/(x),  où  au  lieu  détonait 
substitué  xr,  peut  s'exprimer  en  fonction  entière  et  rationnelle  de  covariants 
d'ordre  m  -+-/?  et  de  degré  p  de  <p(ar). 

2*  Tout  invariant  de  degré  p  de  /(x)  peut  s'exprimer  par  des  covariants 
d'ordre/?  et  de  degré-/?  de  <p( x  ). 

Par  cela  la  transformée  en  y  de  /(a?)  =  o  se  présente  comme  une  relation 
entre  les  invariants  et  les  covariants  de  la  forme  o(x)  d'ordre  n  —  i;  et  l'auteur 
donne  une  méthode  pour  déterminer  les  -valeurs  des  covariants  de  /(x), 
pour  x  =  xr>  et  celle  des  invariants,  en  fonction  des  covariants  et  des  invariants 
de  v{x).  Suit  l'application  àn  =  G, 

S.  R. 
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Troisième  série,  t.  XXII,  1905  (l). 

Pincherle  (S.).  —  Sur  les  fonctions  déterminantes.  (8-67). 

Laplace  a  le  premier  étudié  le  lien  qui  existe  entre  les  coefficients  d'une  série 
entière  et  la  fonction  représentée  par  celte  série.  Posant 

(1)  ?(n  =  ^ia(n)r, 

n 

il  a  appelé  cp(£)  la  fonction  génératrice  de  a(n)  et  a(n),  considérée  comme 
fonction  de  l'indice  /1,  la  fonction  déterminante  de  ?(/).  Apres  lui,  Abel  a 
consacré  à  la  correspondance  entre  les  deux  fonctions  un  Mémoire  célèbre,  où 
la  question  est  épuisée,  au  point  de  vue  formel. 

Depuis  que  la  notion  de  fonction  analytique  s'est  introduite  dans  la  Science, 
nombre  de  géomètres  ont  cherché  à  déterminer,  d'après  les  propriétés  de  la 
suite  des  coefficients  a(w),  l'ensemble  et  la  nature  des  singularités  de  la  fonc- 
tion v(t).  U,1C  mention  spéciale  est  due,  dans  cet  ordre  d'idées,  au  Mémoire  de 
M.  Le  Hoy  Sur  les  séries  divergentes  et  les  fonctions  définies  par  un  déve- 
loppement de  Taylor  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  :<)oi). 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXIX.,  p.  191 
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L'auteur  obtient  des  résultats  remarquables  et  en  grande  partie  nouveaux,  en 
cherchant  à  répondre  à  la  question  suivante  :  Si  les  coefficients  a (n)  de  la 
série  (I)  considérés  comme  fonctions  de  l'entier  n,  appartiennent  à  des 
classes  déterminées,  à  quelles  classes  appartient   la  fonction  génératrice 

Dans  le  présent  travail,  M.  Pincherle  se  place  au  point  de  vue  inverse  :  sup- 
posant que  la  fonction  génératrice  appartienne  à  une  classe  donnée,  il  se  demande 
ce  qui  en  résulte  pour  la  fonction  déterminante.  H  développe  sous  une  forme 
systématique  la  correspondance  entre  ?(/)  et  la  fonction  déterminante  a(/i), 
en  Rattachant  à  considérer  comme  fonction  analytique  d'une  variable  complexe 
non  seulement  la  fonction  a(n),  mais  aussi  une  autre  fonction  {fonction  coef- 
ficiente),  qui  lui  est  étroitement  liée.  Cette  conception  est  Tune  des  idées 
essentielles  de  son  Mémoire. 

Mais  c'est  dans  le  concept  de  correspondance,  ou  d'opération  fonctionnelle, 
qu'il  a  trouvé  le  principe  directeur  de  ses  recherches.  Si  Ton  désigne  par  J 
l'opération  qui,  appliquée  à  la  série  (I),  donne  comme  résultat  le  coeffi- 
cient a(n)  du  terme  en  tn  de  cette  série,  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

(II)  J?  =  a(»), 

l'opération  J  jouit,  par  définition,  des  propriétés  suivantes  : 

J(?-h^)=J?4-J+, 
Je?  =  cJ?, 

(m) 


[(j-«)?(0]=AJ?, 
J(t A»)  =  n  J9. 


Dans  ces  égalités,  c  est  une  constante  par  rapport  à  t  et  à  it;  A  désigne  une 
différence  finie. 

L'auteur  a  pu  définir  très  simplement  une  opération  qui  jouit  des  pro- 
priétés (III)  tout  en  donnant  comme  résultat,  non  plus  une  fonction  de  l'en- 
tier n,  mais  une  fonction  analytique  et  régulière  pour  toutes  les  valeurs  d'une 
variable  complexes  dont  la  partie  réelle  est  plus  grande  qu'un  nombre  donné; 
c'est  à  l'étude  de  celte  opération  et  de  son  inverse  qu'il  ramène  la  théorie  des 
fonctions  génératrices  et  de  leurs  déterminantes. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  l'étude  de  l'intégrale 


(IV).  /     9{i)i*-ldt, 

où  ?(0  est  supposée,  d'abord  simplement  continue  et,  ensuite,  dérivable. 

Le  Chapitre  II  traite  de  l'inversion  de  cette  intégrale. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  au  cas  où  o(0  est  une  fonction  analytique  et  à 
l'examen  de  certaines  classes  de  fonctions  y(t);  on  y  retrouve,  en  particulier, 
la  notion  de  polygone  de  sommabilité  (Bord)  et  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  déjà  données  par  M.  Nielscn,  mais  rendues  plus  simples  pour  le 
développement  d'une  fonction  suivant  les  facloricllcs 

1 . 2 . 3 . . .  n 

X(X-i-l)...{JC  +  H)' 
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Enfin,  clans  le  Chapitre  IV,  l'auteur  substitue  à  la  fonction  déterminante, 
représentée  par  l'intégrale  (IV),  une  fonction  entière  qu'il  appelle  fonction, 
coefficiente  et  dont  l'étude  lui  permet  de  retrouver  nombre  des  résultats 
obtenus  par  MM.  Leau,  Le  Roy  et  d'autres  géomètres.  En  outre,  il  fait  con- 
naître les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonction  soit  déve- 
loppante suivant  les  factorielles 

(x  —  i)(ar  —  a)..  .(4?  —  n) 

■■■■■■        ■!.■  — ^— — ^— — ^— ^— ^^  • 

i .  a .  S . . .  n 

Picard  (Emile).  —  Sur  la  formule  générale  donnant  le  nombre 
des  intégrales  doubles  distinctes  de  seconde  espèce  relatives  à 
une  surlace  algébrique.  (68-100). 

Dans  ses  recherches  antérieures,  l'auteur  supposait  que  la  connexion  linéaire 
de  la  surface  considérée  f(x,  y,  z)  =  o  était  égale  à  1  cl,  de  plus,  qu'aucun 
polynôme  entier  en  y  ne  vérifiait  l'équation  différentielle  E  à  laquelle  satisfont 
les  périodes  de  l'intégrale  abélienne  arbitraire  de  seconde  espèce 


/ 


Q(x,y,  z)dx 

/: 

relative  à  la  courbe  entre  x  ci  z 

f{*,y,  5)  =  o, 

Q(Xj y y  z)  étant  un  polynôme  en  x,  yy  z  qui  s'annule  le  long  de  la  courbe 
double.  Il  démontre  ici  une  formule  donnant  dans  tous  les  cas  le  nombre  p# 
des  intégrales  doubles  distinctes  de  seconde  espèce  relatives  à  une  surface  algé- 
brique. 

Il  s'appuie,  à  cet  effet,  sur  un  théorème  remarquable  (§1)  exprimant  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  connexion  linéaire  d'une  sur- 
face soit  supérieure  à  un  : 

Pour  qu'une  sur/ace  ait  r  intégrales  distinctes  de  différentielles  totales 
de  seconde  espèce,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  E  soit  vérifiée  par  r  j>oly- 
nomes  en  y  linéairement  indépendants. 

Après  avoir  établi  cette  proposition  et  lavoir  vérifiée  directement  dans  le  cas 
p  =  2,  M.  Picard  en  expose  une  seconde  démonstration  qui  fait  voir  comment 
les  intégrales  de  seconde  espèce  se  déduisent  des  polynômes  vérifiant  l'équa- 
tion K. 

Il  détermine  ensuite  (§  II)  le   nombre  des  périodes  de  l'intégrale  double 


// 


l*( x%  v.  z)  dx  dy 

'~T.       '~ 


le  polynôme  V(x,  y,  z)  étant  uniquement  assujetti  à  passer  par  la  courbe 
double.  Si  la  surface  possède  /*  intégrales  de  différentielles  totales  de  seconde 
espèce,  ce  nombre  de  périodes  est  égal  à 

N  —  ip  —  (m  —  1)  -+-  r. 
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N  désignant  la  classe  de  la  surface,  m  son  degré,  p  le  genre  d'une  section  plane 
arbitraire. 

Ce  résultat  établi,  l'auteur  prouve  (§  III)  que  le  nombre  des  conditions, 
exprimant  que  l'intégrale  double  écrite  ci-dessus  est  de  seconde  espèce,  est 
précisément  égal  à  2/?  —  r. 

Il  est  alors  en  possession  de  tous  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer 
le  nombre  p0  des  intégrales  doubles  distinctes  de  seconde  espèce,  et  trouve 

p0=N-4-cf  —  4/?  —  (m  —  i)-4-2r—  (p  —  1), 

d  désignant  le  nombre  des  points  doubles  isolés  sur  la  ligne  double;  quanta  p, 
c'est  le  nombre  des  courbes  algébriques  irréductibles  C  tracées  sur  la  surface 
et  telles  qu'il  n'existe  pas  d'intégrale  de  différentielle  totale  de  troisième  espèce 
n'ayant  d'autres  courbes  logarithmiques  que  tout  ou  partie  des  courbes  C,  mais 
telles  que,  si  on  leur  adjoint  une  autre  courbe  algébrique  irréductible  quel- 
conque de  la  surface,  il  existe  une  intégrale  de  troisième  espèce  n'ayant 
comme  courbes  logarithmiques  que  cette  dernière  courbe  et  tout  ou  partie  des 
courbes  C. 

L'invariance  du  nombre  o0  donne  lieu  (§  V)  à  diverses  remarques.  Ainsi 
deux  surfaces  /  et  /'  se  correspondant  point  par  point  et  n'ayant  d'autres 
singularités  qu'une  ligne  double  avec  points  triples  et  des  points  doubles  isolés, 
pa  et  r  auront  respectivement  les  mômes  valeurs  pour  ces  deux  surfaces.  On  aura 
donc,  les  lettres  accentuées  se  rapportant  à  /', 

N  4.  d  _  ^p  _  (  m  _ ,)  _  p  =  n'h_  d  —  'Ap  —  (  m—  1  )  -  p'. 

M.  Picard  montre  que,  si,  dans  la  substitution  qui  transforme  /en  /',  il  y  a 
F  points  fondamentaux  sur  /  et  F'  points  fondamentaux  sur/',  on  a  nécessai- 
rement 

p4-F  =  p'+F'. 

De  là  résulte,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

N-4-rf—  \p  —  (m—  1)-+-  F  =  N'+rf'-  4/?'—  ("*'—  iH-  V\ 

C'est  là  une  relation  d'invariance  remarquable  entre  deux  surfaces  qui  se 
correspondent  point  par  point. 

La  combinaison  N —  \p  —  (m — 1)  qui  y  figure  s'était  déjà  présentée  dans 
les  travaux  de  M.  Nôlher  et  plus  récemment  dans  ceux  de  MM.  Castclnuovo  et 
Enriques. 

Diverses  applications  (§  VI)  terminent  le  Mémoire  :  l'auteur  détermine 
notamment  la  valeur  de  p0  pour  la  surface  la  plus  générale  de  degré  m  (  m  ^  4  )• 
Comme,  pour  une  telle  surface,  on  a  0  =  1,  on  trouve 

p0  =  (  m  —  1  )  (  m3  —  3  m  -+-  3  ). 

Mais  p  n'est  pas  égal  à  1  pour  toute  surface  de  degré  m  sans  points 
multiples.  Comme  p,,  il  dépend  de  la  nature  arithmétique  des  coefficients 
de  la  surface.  Aussi  la  valeur  p#  =  5  que  M.  Picard  obtient  pour  les  sur- 
faces hypcrelliptiqucs  générales  peut  n'être  pas  exacte  pour  les  surfaces  hyper- 
ellipliqucs  dont  les  périodes  satisfont  à  une  ou  plusieurs  relations  singulières 
(au  sens  de  M.  Ilumherl). 
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Uadamard.  —  Recherches  sur  les  solutions  fondamentales  et 
l'intégration  des  équations  linéaires  aux.  dérivées  partielles. 
(Deuxième  Mémoire).  (ioi-i40* 

La  solution  fondamentale  déterminée  dans  le  premier  Mémoire  {Annales de 
l'École  Normale  supérieure,  igo4)  est  appliquée  ici  à  l'intégration  des  équa- 
tions du  second  ordre  qui  appartiennent  au  type  hyperbolique. 

Les  deux  méthodes  connues  pour  ces  équations,  méthode  de  Kircbhoff  et 
méthode  de  M.  Vollerra  (Acta  malhematica,  t.  XVIII),  ne  font  pas  intervenir 

la   solution   fondamentale.   Les   expressions  qu'elles  introduisent, ■ 


(  KirchhoflT)  ou  log (Volterra),  présentent  toutes  deux,  outre  le 

conoïde  caractéristique,  une  singularité  parasite,  la  ligne  r  z=  o  de  l'espace  à 
trois  ou  à  quatre  dimensions.  En  un  mot,  elles  font  intervenir  d'autres  éléments 
que  ceux  qui  s'introduisent  naturellement  dans  la  question. 

C'est  cette  circonstance  qui  explique  les  graves  difficultés  qu'on  a  rencontrées 
lorsqu'on  a  cherché  (Coulou,  d'Adhémar)  à  généraliser  les  méthodes  précé- 
dentes. 

L'auteur  opère  au  contraire  cette  généralisation  pour  les  équations  à  trois 
variables  en  partant  de  la  solution  fondamentale. 

On  intègre  celle-ci  le  long  d'une  ligne  (L),  absolument  comme  on  déduit  de 

la  quantité  -  un  potentiel  de  ligne.  On  obtient  ainsi  une  solution  tout  à  fait 

analogue  à  celle  de  M.  Volterra,  et  au  moyen  de  laquelle  on  peut  procéder 
pour  l'équation  générale  absolument  comme  il  a  fait  pour  l'équation  des  ondes 
cylindriques. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  l'opération  inverse  de  l'intégration  suivant  (L), 
c'est-à-dire  à  diflTérentier  suivant  celte  ligne.  Si  l'on  pousse  jusqu'au  bout  ce 
calcul  de  diflerenlialion,  la  ligne  (L)  s'élimine  du  résultat,  connue  on  devait 
s'y  attendre.  Mais  on  rencontre  une  difficulté  nouvelle  cl  il  faut,  pour  parvenir 
au  résultat,  généraliser  la  notion  d'intégrale  définie. 

Tour  indiquer  le  principe  de  celte  généralisation,  on  considère  d'abord  l'inté- 
grale simple 

qui  n'a  pas  de  sens  si  \{b)  est  différent  de  zéro.  Il  en  est  de  même,  pour  x  =  b, 
de  l'expression 

h(x) 


(2) 


{0  —  xy 


Mais    la    somme   de    ces   deux   expressions   peut   être   définie  moyennant  la 
condition 

A(6)  =  aB(6). 

Elle  peut  alors,  en  effet,  s'écrire 

rb\{x)-\(b)  .    rH(.r)-B(fr)1 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  119 

et,  si  l'on  suppose  que  les  fonctions  A  et  B  satisfassent  à  la  condition  de  Lip- 
schitz,  chaque  terme  de  cette  somme  a  un  sens,  et  le  second  est  nul. 

L'expression  (3)  est  donc  indépendante  de  la  fonction  B;  elle  est  entière- 
ment définie  quand  on  donne  l'intégrale  (1).  On  peut,  en  conséquence,  parler 
sans  ambiguïté,  de  la  partie  finie  de  l'intégrale  infinie  (1). 

Ces  considérations  s'étendent  aisément,  d'une  part,  aux  intégrales  de  la  forme 

rb    a(*) 

où  p  est  un  entier  positif  quelconque,  et,  d'autre  part,  aux  intégrales  mul- 
tiples. 

Dans  le  dernier  cas,  le  rôle  de  l'expression  (2)  est  joué  par  une  intégrale  de 
frontière. 

Les  symboles  qui  viennent  d'être  définis  se  prêtent  très  simplement  à  la  dif- 
férentiation.  Si,  en  eiïet,  l'intégrale  (1),  ou  l'intégrale  (1)',  ou  encore  l'intégrale 
ordinaire 


X 


*    A(*>     «te 


„     (b-x)\ 

dépend  d'un  paramètre  qui  entre  dans  £,  pour  obtenir  la  dérivée  de  l'intégrale 

considérée  ou  de  sa   partie   finie,   il    suffira  de  diflerenticr   sous  le  signe     / 

en  faisant  varier  b  sous  ce  signe,  mais  sans  tenir  compte  de  la  variation  de  la 
limite  supérieure  et  de  prendre  la  partie  finie  du  résultat.  Cette  remarque 
s'étend  aux  intégrales  multiples. 

Les  calculs  de  diiïérentiation  suivant  la  ligne  (L)  conduisent  à  des  expres- 
sions de  la  nature  de  celles  qui  précèdent:  on  obtient  des  intégrales  infinies, 
mais  la  partie  finie  de  ces  intégrales  fournit  le  résultat  cherché. 

Duhem  (P.).  —  Recherches  sur  la  stabilité.  (Troisième  Partie). 
(143-217). 

Suite  des  recherches  dont  les  deux  premières  Parties  ont  paru  dans  le  pré- 
cédent Volume  des  Annales  de  l'École  Normale.  Cette  troisième  Partie  a  pour 
titre  général  :  La  stabilité  des  milieux  élastiques. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  aux  conditions  suffisantes  pour  là  stabilité 
initiale  d'un  milieu  élastique.  Il  y  est  traité  successivement  des  conditions  suf- 
fisantes pour  la  stabilité  initiale  d'un  milieu  quelconque  et  des  conditions  suffi- 
santes pour  la  stabilité  initiale  d'un  milieu  vitreux. 

Le  second  Chapitre  développe  les  conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  d'un 
milieu  élastique.  Voici  les  titres  de  ses  subdivisions  : 

I.  Remarques  diverses  sur  les  petits  mouvements  d'un  milieu  élastique. 

II.  D'une  condition  nécessaire  pour  la  stabilité  initiale  d'un  milieu  quelconque, 

cristallisé  ou  vitreux. 

III.  Établissement  de  diverses  formules  qui  serviront  à  discuter  la  stabilité 

initiale  d'un  milieu  vitreux. 

IV.  D'une  autre   condition  nécessaire  pour  la   stabilité   d'un   milieu    vitreux 

illimité. 

V.  Le  postulat  des  petits  mouvements. 
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VI.  Modifications  que  le  postulat  des  petits  mouvements  permet  d'apporter  aux 

propositions  démontrées  au  n°  I. 

VII.  Autre  conséquence  du  postulat  des  petits  mouvements  :  ni  l'une,  ni  l'autre 

des  deux  vitesses  de  propagation  au  sein  d'un  milieu  isotrope  ne  peut 
être  imaginaire. 

Le  troisième  Chapitre  traite  du  déplacement  de  l'équilibre  : 

I.  Du  déplacement  de  l'équilibre  en  général. 

II.  Du  déplacement  isothermique  de  l'équilibre  pour  un  milieu  élastique  affecté 

d'une  déformation  homogène. 

III.  Du  déplacement  isolhermique  de  l'équilibre,  en  général,  en  un  milieu  élas- 

tique. 

IV.  Conséquence,  relative  à  la  stabilité  de  l'équilibre,  de  la  condition  établie 

au  n*  II. 

V.  Du  déplacement  isentropique  de  l'équilibre. 

VI.  Application  des  considérations  précédentes  à  un  milieu  élastique  très  peu 

déformé. 

VII.  Application  des  conditions  précédentes  à  un  milieu  vitreux  peu  déformé. 

Carton  (E.).  —  Sur  la  structure  des  groupes  infinis  de  transfor- 
mations (suite).  (219-308). 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  donner  une  base  nouvelle  à  la  théorie  de  la  struc- 
ture des  groupes  do  transformations  continus  définis  par  des  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles. 

Il  est  divisé  en  quatre  Chapitres  :  les  deux  premiers  ont  paru  dans  le  précé- 
dent Volume  des  Annales  de  V Ecole  Normale. 

Dans  le  Chapitre  III,  il  est  question  des  différents  prolongements  possibles  de 
lu  structure  des  groupes  infinis;  pour  cette  étude,  on  montre  que  le  groupe 
peut  être  défini  comme  l'ensemble  des  transformations  qui  établissent  entre  1111 
certain  nombre  d'expressions  de  Pf.iff  une  substitution  linéaire  appartenant  a 
un  groupe  linéaire  donné. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  groupes  infinis  qui  dépendent  de  fonctions  arbi- 
traires d'un  seul  argument;  il  montre  que  ceux  de  ces  groupes  qui  sont  tran- 
sitifs simples  sont  isomorphes  au  groupe  général  à  une  variable. 

Gultlberg  (AI/.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences 
Unies,  (^oy— *îi  <)). 

Les  analogies  entre  les  équations  linéaires  aux  différences  finies  et  les  équa- 
tions différentielles  linéaires  ont  été  signalées  depuis  longtemps  et  elles  ont 
donné  lieu  à  de  nombreux  travaux. 

Néanmoins,  l'élude  de*  fondions  invariantes  ou  fonctions  sj' nie tri q u es  des 
solutions  des  équations  différentielles  linéaires  et  de  leur  transformation  n'avait 
point  encore  son  analogue  dans  la  théorie  des  équations  aux  différences  finies. 
Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  de  combler  cette  lacune. 

Dans  le  premier  Chapitre,  l'auteur  considère  les  éléments  %vV\  ,vi'\  ....  vV,, 
d'un  s\>lëmc  fondamental  d'intégrales  d'une  équation  linéaire  aux  différences 
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finies  d'ordre  n 

y**n  h-  «iur,+.-i  +  «^  >,+„_! -f-.  • .+ «îr'r,  =  o  ; 

les  fonctions  symétriques  sont,  comme  pour  les  équations  différentielles  Ijnéaires, 
des  fonctions  algébriques  entières  de^i.'1,  . ..,  yxn1  et  de  leurs  valeurs  succes- 
sives, qui  se  reproduisent,  multipliées  par  un  facteur  constant  (dans  le  sens  du 
calcul  aux  différences  finies)  quand  on  remplace  yxu%  ...,  yl?*  par  les  élé- 
ments zxu,  ...,  z]?*  d'un  autre  système  fondamental,  c'est-à-dire  quand  on  fait 
une  substitution  de  la  forme 

rVl  =  Crt4l,+  Cflsi»  +  ...+  C,„si->         (1  =  1,  a,  ...,/î). 

M.  Guldbcrg  démontre  que  toute  fonction  symétrique  F  est  égale  à  une 
fonction  algébrique  entière  des  coefficients  de  l'équation  linéaire  et  de  leurs 
valeurs  successives,  multipliée  par  une  puissance  du  déterminant 


J  X 

J  X*-l 

•      •      • 

J  X-r-n  —  1 

J  X 

J  X  ri 

•      •      • 

J  x-m  —  \ 

•   .   • 

•   •  •  • 

•      •      • 

..••••    . 

yinl 

J  X-HI 

•      •       • 

J  x-rn  —  t 

Il  applique  ce  résultat  à  la  formation  de  la  condition  pour  que  deux  équa- 
tions linéaires  aux  différences  finies  aient  une  solution  commune,  et  à  celle  de 
l'équation  linéaire  qui  admet  à  la  fois  les  intégrales  de  deux  équations  linéaires 
données. 

Le  Chapitre  II  contient  la  théorie  de  la  transformation  des  équations  linéaires 
aux  différences  finies,  déduite  du  théorème  précédent,  et  divers  exemples. 

Guldbcrg  {A If.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences 
finies.  (Second  Mémoire).  (320-348). 

J'expose,  dit  l'auteur,  dans  ce  travail  une  théorie  d'intégration  des  équations 
linéaires  aux  différences  finies,  qui  est  entièrement  analogue  à  la  célèbre  théorie 
de  MM.  Picard  et  Vcssiot  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires. 
La  proposition  fondamentale  en  est  la  suivante  : 

A  toute  équation  linéaire  aux  différences  finies  d'ordre  n  correspond  un 
groupe  continu  fini  de  transformations  linéaires  homogènes  à  n  variables, 
qui  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 

i°  Toute  fonction  rationnelle  des  intégrales  qui  a  une  expression  ration- 
nelle  admet  toutes  les  transformations  de  ce  groupe; 

20  Toute  fonction  rationnelle  des  intégrales  invariante  pour  toutes  les  trans* 
formations  de  ce  groupe  a  une  expression  rationnelle. 

Ce  travail  est  divisé  en  trois  Chapitres.  Dans  le  premier  Chapitre,  je 
démontre  le  théorème  cité  qui  est  la  base  de  toute  cette  théorie.  Le  deuxième 
Chapitre  contient  l'intégration  de  l'équation  donnée  au  moyen  d'équations 
auxiliaires,  liées  à  la  réduction  progressive  du  groupe  de  transformations  de 
l'équation.  La  méthode  ù  laquelle  on  arrive  donne  la  condition   nécessaire  et 
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suffisante  pour  qu'une  équation  soit  intégrable  par  des  quadratures,  et  de  là 
résulte,  en  particulier,  l'impossibilité  d'intégrer,  au  moyen  des  quadratures, 
les  équations  linéaires  générales  supérieures  au  premier  ordre.  Le  troisième 
Chapitre  contient  l'application  de  la  méthode  développée  à  l'équation  linéaire 
du  second  ordre. 

Boussinesq  (/.).  —  Propagation  des  ondes  le  long  d'une  colonne 
liquide  compressible,  se  composant  de  filets  à  vitesses  inégales 
et  contenue  dans  un  tuyau  élastique  horizontal,  sans  tension 
longitudinale.  (34{)-368). 

Extrait  de  l'Introduction.  —  Hesal  me  parait  avoir,  le  premier  ou  un  des 
premiers,  dans  une  courte  Note  du  27  mars  1876  {Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences  de  Paris,  t.  LXXXU,  p.  G98),  soumis  au  calcul  les  mouvements  que 
propage  le  long  d'une  colonne  liquide  l'élasticité  du  tube  qui  la  contient,  comme 
sont,  par  exemple,  les  battements  du  pouls  dans  les  artères,  les  ondes  longitu- 
dinales de  l'eau  remplissant  le  tube  en  caoutchouc  de  certains  appareils  de  Marey 
pour  l'enregistrement  ou  l'imitation  de  phénomènes  physiologiques,  enfin  lescou/w 
de  bélier  provoqués,  clans  les  tuyaux  de  conduite,  par  toute  brusque  variation 
de  la  vitesse  d'écoulement  et,  par  suite,  de  la  pression.   Comme  Resal  avait 
spécialement  en  vue  la  colonne  liquide,  sans  écoulement,  contenue  dans  un 
mince  tube  en  caoutchouc  généralement  un  peu  plus  long  que  la  distance  de 
ses   deux   extrémités,   ou   dépourvu    de    tension    longitudinale,   et  d'ailleurs, 
incomparablement  plus  dilatable  dans  les  sens  latéraux,  par  les  accroissements 
de  la  pression  intérieure,  que  n'est  compressible  le  liquide  inclus,  il  a  pu,  tout 
à  la  fois,  négliger  les  actions  mutuelles  des  anneaux  juxtaposés  composant  le 
tube,  ou  supposer,  du  moins  avec  une  assez  grande  approximation,  ces  actions 
insensibles  devant  la  tension  des  fibres  circulaires  des  anneaux,  et,  de  plus, 
admettre,    d'une   part,    l'incompressibilité  du    liquide,   ou   la   conservation  des 
volumes  fluides,  d'autre  part,  le  parallélisme  des  tranches,  c'est-à-dire  l'éga- 
lité  des  vitesses  prises  suivant  l'axe   par  tout  un  tronçon  élémentaire  de  U 
colonne,  sous  l'impulsion  commune  exercée  à   une  extrémité,  les  frottements, 
qui   tendraient  à   inégaliser  ces  vitesses,  restant,  comme  on  sait,  négligeables, 
dans  les  mouvements  d'un  fluide  ou  brefs,  ou  périodiques,  d'amplitude  modérée. 
Hesal  obtient  ainsi,  pour  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  des  ondes,  le 
quotient   par  la  densité   p   du    liquide,   de  l'élasticité  E  de  traction  du  tube, 
multipliée  par  le  petit  rapport  de  l'épaisseur  e  de  la  paroi  au  diamètre  inté- 
rieur 2  H 

M.  l'ingénieur  italien  Alliévi  a  généralisé  très  heureusement,  presque  sans  la 
compliquer,  la  formule  de  Hesal  (qui  lui  était  d'ailleurs  inconnue),  en  tenant 
compte  de  la  compressibilité  du  liquide,  comme  il  le  fallait  bien  eu  égard  à  la 
grande  rigidité  des  tuyaux  de  conduite,  mais  en  faisant  encore  l'hypothèse  du 
parallélisme  des  tranches,  peu  admissible  clans  ces  tuyaux  où  les  filets  fluides 
ont  des  vitesses  assez  notablement  différentes,  et  en  continuant  enfin  à  admettre 
l'indépendance  relative  des  anneaux  circulaires  contigus  du  tuyau. 

Cette  dernière  supposition,  quoique  moins  admissible  pour  un  tel  tuyau  que 
pour  un  tube  lâche  et  mince  en  caoutchouc,  et  qui  ne  serait  pleinement  jus- 
tifiée que  dans  le  cas  d'une  paroi  à  fibres  annulaires  résistantes,  mais  lu* 
extensible   et   très   compressible   suivant   sa    longueur,    parait    inévitable   de* 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  i23 

qu'on  veut  pouvoir  traiter  la  question;  car,  s'il  fallait  tenir  compte  des  actions 
mutuelles  des  anneaux,  et,  en  conséquence,  de  celles  qu'exerceraient  à  distance 
les  uns  sur  les  autres,  par  leur  intermédiaire,  les  tronçons  sous-jacents  de  la 
colonne  liquide,  les  équations  du  mouvement  de  celle-ci  ne  seraient,  sans  doute, 
généralement  plus  réductibles  à  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles;  et 
le  problème  deviendrait,  ce  semble,  inabordable. 

Mais  il  y  a  lieu  de  ne  pas  négliger  les  inégalités  de  vitesse  des  (ilets  fluides; 
c'est  ce  que  je  me  propose  de  faire  ici,  en  développant  d'ailleurs  la  théorie 
complète. 

Note  terminale.  —  Je  viens  d'apprendre  que  l'expression  binôme  de  M.  Al- 
liévi...  avait  été  donnée  dés  1878...  par  M.  Korteweg,  dans  les  Annalen  der 
Physik  und  C hernie  (t.  V,  p.  5a5  à  5/| 3 ) . 

Lindelôf  (Ernst).  —  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  entier. 
(369-395). 

L'objet  de  ce  travail  est  de  retrouver  et  de  compléter  les  propositions  dont 
M.  Wiman  a  récemment  enrichi  la  théorie  des  fonctions  entières  d'ordre 
entier.  L'auteur  reprend  cette  théorie  par  des  méthodes  nouvelles,  qui  lui  per- 
mettent de  la  présenter  sous  une  forme  plus  simple  et  en  môme  temps  de  pré- 
ciser et  de  généraliser  beaucoup  les  résultats  obtenus  antérieurement. 

Toute  son  exposition  est  fondée  sur  un  important  théorème  de  M.  Jensen 
qu'il  établit  en  le  rattachant  aux  propriétés  du  potentiel  logarithmique  et  dont 
voici  l'énoncé  : 

I.  Soit  f(x)  une  fonction  entière,  nulle  à  l'origine  comme  cxm;  soient  at, 
a„  ...,a„,  ...  ses  zéros  distincts  de  l'origine,  rangés  par  ordre  de  modules 
croissants,  et  r  une  quantité  positive  comprise  entre  \an\  et  \ctH+i\)  on  a 


^z   f     log|/(r*»)|rf?  =  log 


ala2...an 


Il  résulte  de  là,  entre  autres  conséquences,  que,  f(x)  étant  une  fonction 
entière,  l'inégalité 


1     rln 

—  J       IogI/(re'?)|rf?> 


est  vérifiée  dès  que  r  dépasse  une  certaine  valeur  finie  r0  cl,  si  Ton  pose 

F(x)  =**<*>/(*), 

G(x)  désignant  une  fonction  entière  quelconque,  s'annulant  a  l'origine,  on 
aura,  à  partir  de  la  même  valeur  r0, 


1    rzii 

—    /        log|F(re«f)|  cfo>o. 


Après  ces  préliminaires,  M.  Lindclof  considère  une  fonction  entière  f{x) 
dont  l'ordre  apparent  est  égal  à  un  entier  positif  jx.  Son  genre  étant  p.  ou  jx  —  1, 
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si  aiy  a3,  ...,  <z„,  ...  sont  ses  zéros  distincls  de  l'origine,  on  peut  poser 

f(x)  =  eV*+S^~!+-.-+V^wTTEHi,  —  \ 

Efu.,  — )   désignant  le  facteur  primaire  relatif  au  zéro  aH.  Si  f(x)  est  de 
genre  u,  — i,  on  a  identiquement 

Adoptant  les  dénominations  récemment  proposées  par  M.  Pringsbcim  pour 
classer  les  fonctions  de  cette  espèce,  l'auteur  établit  le  théorème  suivant  : 

II.  Si  la  fonction  f(x)  appartient  au  type  minimum  d'ordre  u.,  les  deux 
expressions 


n 


n 


I    Y1     > 

1 


tendent  simultanément  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Réci- 
proquement, si  cette  condition  est  vérifiée  et  si,  d'ailleurs,  l'exposant  de 
convergence  des  zéros  a,,  a7%  ...,  an,  ...  est  égal  à  p.,  la  fonction  f{x) 
appartient  au  type  minimum  d'ordre  p.. 

Si  f(x)  est  de  type  moyen  (  Normaltypus  de  Pringsheim),  ces  deux 
expressions  restent  au-dessous  d'une  limite  finie  quel  que  soit  n,  mais  ne 
s'annulent  pas  simultanément  pour  n  =  <x;  réciproquement,  s'il  en  est  ainsi, 
la  fonction  f(x)  est  d'ordre  p.  et  de  type  moyen. 

Enfin,  si  f(x)  est  de  type  maximum,  l'une  au  moins  de  ces  deux  expres- 
sions peut  dépasser  toute  quantité  fixée  d'avance;  réciproquement,  s'il  en 
est  ainsi  et  si  l'exposant  de  convergence  des  zéros  est  égal  à  jx,  la  fonction 
f(x)  appartient  au  type  maximum  d'ordre  p.. 

Du  même  ordre  d'idées  procède  cette  autre  proposition  : 

III.  Étant  donnée  une  fonction  entière  f{x)  d'ordre  entier  il,  si  on  la 
multiplie  par  une  fonction  quelconque  o{x)  de  type  ou  d'ordre  inférieur, 
te  produit  sera  de  même  ordre  et  de  même  type  que  f(x). 

Après  avoir  généralisé  les  propositions  II  et  III,  l'auteur  passe  aux  théorèmes 
de  MM.  Picard  et  Bord  qu'il  précise  par  cet  énoncé  nouveau  : 

IV.  Etant  donnée  une  fonction  entière  f{x)  d'ordre  entier  jx,  on  considère 
les  équations  de  la  forme 

(1)  /(x)  =  ïû)' 

où  o  et  ^  sont  des  fonctions  entières  quelconques  d'ordre  inférieur  à  u,  ou 
bien  d'ordre  ;jl  mais  d'un  type  inférieur  à  celui  de  f{x)\  on  désigne  par 
av  r/2,  . . . ,  a„,  . . .  les  racines  non  nulles  de  ces  équations,  rangées  par  ordre 

de  modules  croissants. 
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Lorsqiee  f(x)  est  de  type  moyen,  l'expression  n:\alt\^  reste  au-dessous 
d'une  (imite  finie  pour  toute  équation  de  la  forme  (i),  mais  ne  tend  pas 
vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment,  sauf  peut-être  pour  une  seule  de  ces 
équations. 

Si  f(x)  est  de  type  maximum^  il  y  a,  au  plus,  une  équation  (i)  telle  que 
1'exprvssion  /i:|aH|î*  reste  au-dessous  d'une  limite  finie  quel  que  soit  n; 
d'ailleurs  l'expression  n:\an\*+t  tend  vers  zéro  pour  toute  équation  (i), 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  r. 

Celle  proposilion  est  généralisée  comme  l'avaient  clé  les  propositions  II 
el  III.  Le  Mémoire  se  termine  par  divers* théorèmes  relatifs  à  la  croissance 
régulière. 

Raffy  (Louis).   —   Recherches  sur  les  surfaces   isolhermiques. 
(Première  Partie).  (39^-439). 

Dans  ce  premier  Mémoire,  l'auteur  a  principalement  en  vue,  d'abord  d'étu- 
dier une  classe  de  surfaces  jadis  rencontrées  par  Ossian  Bonnet,  ensuite  de 
rapprocher  les  unes  des  autres  cinq  classes  de  surfaces  isothermiques  par  un 
caractère  nouveau  qui  leur  est  commun  et  qui  n'appartient  qu'à  elles. 

Au  préalable,  il  établit  diverses  relations  générales  sur  lesquelles  repo- 
seront les  recherches  ultérieures.  Il  commence  (§  I)  par  rappeler  les  for- 
mules au  moyen  desquelles  M.  Darboux  a  étudié  les  enveloppes  de  sphères  à 
deux  paramétres  :  la  première  nappe  (S)  d'une  enveloppe  de  sphères  étant 
rapportée  à  ses  lignes  de  courbure  (p  =  const.,  p,  =  const.)  et  ses  rayons  prin- 
cipaux étant  R  et  R,,  on  représente  le  rayon  de  la  sphère  enveloppée  par 

(«)  /=--, 

H- 

cl  Ton  assujettit  X  et  a  aux  conditions 

,    x  dX       ..  O'fL  dX        n  du. 

(2)  -T-  +  R-  ,-=o, l-R,7-=o, 

en  vertu  desquelles  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  les  deux  nappes 
de  l'enveloppe  de  sphères.  A  ces  formules  se  rattache  la  condition 


'(£+A|logXJ 


=  const., 
1        1 

1~~L 


par  laquelle  l'auteur  exprime  que  la  seconde  nappe  est  une  sphère  de  rayon  /, 
(fini,  nul  ou  infini),  au  moyen  du  paramètre  différentiel  At  relatif  à  l'élément 
linéaire  de  (S).  De  plus,  pour  que  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  aient 
leurs  éléments  linéaires  proportionnels,  sans  être  inverses  l'une  de  l'autre, 
il  faut  et  il  suffit  que  l  et  X  vérifient  l'équation 


h-j{k+vc)-x^x  = 


0, 
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où  le  second  paramètre  différentiel  A,  est  relatif  A  l'élément  linéaire  de  la 
première  nappe,  qui  est  nécessairement  isothermique  en  vertu  d*un  théorème 
dû  à  M.  Darboux. 

Si  l'on  appelle  sphère  harmonique  d'une  surface  (S)  en  un  point  P  la  sphère 
tangente  en  P  et  qui  a  pour  centre  le  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport 
aux  deux  centres  de  courbure  principaux  de  (S)  relatifs  à  ce  point,  oo  a  cette 
proposition,  due  également  à  M.  Darboux  : 

Pour  qu'une  sur/ace  (  S  )  soit  isothermique,  il  faut  et  il  suffit  que  ses 
sphères  harmoniques  touchent  une  autre  surface  (2)  dont  les  ligna  de 
courbure  correspondent  à  celles  de  (S). 

Cette  seconde  nappe  (S)  n'est  pas  en  général  isothermique;  c'est  pourquoi 
M.  Kaffy  recherche  (§11)  les  surfaces  isothermiques  dont  les  sphères  harmo- 
niques touchent  une  autre  surface  isothermique.  Il  prouve  que,  si  la  cor- 
respondance entre  les  deux  nappes  est  une  inversion,  les  surfaces  cherchées 
sont  les  inverses  de  celles  dont  les  sphères  harmoniques  ont  leurs  centres  sur 
un  même  plan  (non  isotrope);  si  la  correspondance  n'est  pas  une  inversion, 
la  seconde  nappe  de  l'enveloppe  des  sphères  harmoniques  est  un  plan  ou 
une  sphère. 

Ayant  ainsi  obtenu  les  surfaces  (6)  de  M.  Thybaut  qui  correspondent  au 
plan  et  leurs  inverses  qui  correspondent  à  la  sphère,  l'auteur  caractérise  ces 
deux  classes  de  surfaces  par  l'équation  invariante 

i(n  +  wj~  ip; +  A'  ,06(s  ~  k)  =  °' 

où  le  paramètre  Aa  est  relatif  à  l'élément  linéaire. 

Abandonnant  alors  le  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  par  les  lignes 
de  courbure,  M.  Rafly  rappelle  (§  III)  les  formules  d'Ossian  Bonnet  pour  les 
surfaces  rapportées  à  leurs  ligues  de  longueur  nulle  (a  =  const.,  £  =  const.), 
et  les  complète  (§  V)  en  étudiant,  à  l'aide  des  variables  (a,  3),  la  transfor- 
mation (conforme)  par  normales  parallèles  (Bour,  Christoflel)  propre  aux 
surfaces  isothermiques. 

Le  reste  du  travail  est  résumé  dans  ces  deux  extraits  de  l'Introduction. 

I.  Dans  son  célèbre  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  applicables, 
O.  Bonnet  a  recherché,  entre  autres,  les  surfaces  qui  admettent  une  série 
continue  de  déformations  sans  altération  des  courbures  principales.  L'une  des 
classes  de  surfaces  qui  répondent  à  la  question  dépend  de  deux  fonctions  arbi- 
traires ;  après  les  avoir  définies  intrinsèquement,  l'illustre  géomètre  fait 
observer  qu'elles  ont  la  même  généralité  que  les  surfaces  mininia  et  s'en 
tient  là. 

Dans  une  Note  publiée  en  189.3,  je  démontrai  que  ces  surfaces  sont  isother- 
miques.  Kn  1S97,  M.  J.-N.  llazzidakis  réussit  à  exprimer  leurs  coordonnées 
par  des  formules  où  les  fonctions  arbitraires  figurent  sous  les  signes  d'intégra- 
tion. Même  après  ce  réel  progrès,  il  y  avait  encore  lieu  de  se  demander 
comment  ces  surfaces  sont  engendrées  et  si,  dans  leur  nombre,  il  en  est  de 
réelles. 

Ces    surfaces  d'Ossian    Bonnet,   que   j'appelle  surfaces    (B),    sont    caracté- 
risées, coin  me  on  le  verra  (§  IV),   par  la  propriété  que  leurs  sphères  harmo- 
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niques  ont  leurs  centres  sur  un  même  plan  isotrope.  Il  suit  de  là,  d'abord, 
qu'elles  sont  toutes  imaginaires,  ensuite  (§  VII)  qu'elles  sont  les  in- 
verses des  inverses  des  sur/aces  mini  ma,  la  seconde  inversion  étant  faite 
d'un  pôle  situé  à  distance  nulle  du  point  que  Ton  a  pris  comme  pôle  pour 
faire  l'inversion  des  surfaces  minima.  (Cette  double  inversion  singulière,  qui 
n'avait,  je  crois,  jamais  été  signalée,  met  en  défaut  le  théorème  classique  de 
Liouville,  suivant  lequel  deux  inversions  successives  peuvent  être  remplacées 
par  une  seule,  si  l'on  fait  abstraction  d'un  déplacement).  En  raison  de  cette 
génération,  les  coordonnées  des  surfaces  (B)  s'expriment  d'une  manière  entière- 
ment explicite,  au  moyen  de  deux  fonctions  arbitraires  dont  les  arguments 
sont  les  paramètres  des  lignes  de  longueur  nulle. 

Je  démontre,  en  outre  (§  VI),  qu'à  toute  surface  (B)  correspond 
une  autre  sur/ace  (B)  dans  la  transformation  conforme  par  normales 
parallèles.  Cette  propriété  remarquable  d'être  invariantes*,  quant  à  leur  défi- 
nition, relativement  à  la  transformation  précitée,  appartient  aussi  (§  VI) 
aux  surfaces  que  M.  Thybaut  a  découvertes  et  étudiées,  et  qu'on  peut  dé- 
finir comme  ayant  leurs  sphères  harmoniques  tangentes  à  un  même  plan. 
Entre  ces  dernières  surfaces,  que  j'appelle  surfaces  (0),  et  les  surfaces  (B), 
il  existe  donc  une  étroite  affinité.  Les  unes  comme  les  autres  ont  leurs  sphères 
harmoniques  tangentes  à  un  même  plan;  si  /c  plan  n'est  pas  isotrope,  on  a  les 
surfaces  (9);  si  le  plan  est  isotrope,  il  est  plan  asymptote  des  sphères  harmo- 
niques et  contient  leurs  centres  :  on  a  alors  les  surfaces  (B). 

II.  Les  surfaces  (B)  et  les  surfaces  (9)  ont  encore  en  commun  (§  VI) 
cette  propriété  que  leur  élément  linéaire,  multiplié  par  le  carré  de  la 
demi-différence  de  leurs  courbures  principales,  devient  l'élément  linéaire 
d'une  sphère  de  rayon  1.  Celte  propriété,  d'ailleurs,  se  rencontre  aussi 
(§  VII)  chez  les  surfaces  minima  et  se  conserve  dans  l'inversion.  Elle  appartient 
donc  : 

i°  et  a°  Aux  surfaces  de  M.  Thybaut  et  à  leurs  inverses; 
3°  et  4°  Aux  surfaces  minima  et  à  leurs  inverses; 

5*  Aux  surfaces  (B)  d'Ossian   Bonnet,  dont  les  inverses  sont  ou  des 

surfaces  (B)  ou  des  inverses  de  surfaces  minima. 

Tel  est  le  nouveau  caractère  qu'il  parait  curieux  de  retrouver  dans  les  cinq 
seules  classes  de  surfaces  isothermiques  dont  on  ait  pu  exprimer  les  coordon- 
nées d'une  manière  entièrement  explicite  au  moyen  de  deux  fonctions  arbi- 
traires. Je  prouve,  en  terminant,  que  ce  caractère  est  dislinctif,  de  sorte  que 
les  cinq  classes  de  surfaces  qui  le  présentent  constituent  uq  groupe  à  part  dans 
l'ensemble  des  surfaces  isothermiques. 

Boutroux  (Pierre).  —  Fonctions  multiformes  à  une  infinité  de 
branches.  (44 l -4^9)- 

Introduction.  —  Les  transcendantes  multiformes  à  une  infinité  de  branches 
n'ont,  pour  ainsi  dire,  point  été  étudiées.  C'est  que,  d'une  part,  une  théorie 
complète  de  ces  fonctions  parait  impossible  à  faire,  à  cause  de  la  multiplicité 
et  de  la  diversité  des  éventualités  dont  nous  prévoyons  l'existence,  et  que, 
d'autre  part,  toutes  présentent  au  premier  coup  d'œil  de  si  inextricables  com- 
plications qu'il  faut  renoncer  à  l'espoir  d'obtenir  à  leur  sujet  cette  moisson  de 
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théorèmes,  si  beaux  de  précision  et  de  simplicité,  qui  illustre  la  théorie  des 
fonctions  uniformes. 

Mais,  si  les  transcendantes  multiformes  ont  le  grave  défaut  de  ne  pas  être 
simples,  elles  s'imposent  en  revanche  à  notre  attention  par  le  rôle  immense 
qu'elles  jouent  en  Analyse.  11  suffira  d'en  donner  un  exemple.  Considérons  une 
équation  différentielle  de  la  forme 

(0  •        .r'=R(*,.r), 

H  étant  rationnel  en  x  et  y.  On  sait  que  la  seule  équation  de  cette  forme  dont 
les  intégrales  puissent  être  uniformes  est  l'équation  de  Biccati.  Allant  plus 
loin,  M.  Painlcvé  a  donné  une  méthode  permettant  de  déterminer  tontes  les 
équations  (i)  dont  les  intégrales  ont  un  nombre  fini  de  branches;  cette  pro- 
priété n'appartient  qu'à  un  très  petit  nombre  d'équations  isolées.  Ainsi,  à  part 
un  nombre  très  restreint  d'exceptions,  les  intégrales  de  l'équation  (i)  sont  des 
fonctions  multiformes  à  une  infinité  de  branches.  C'est  dire  qu'on  ne  saurait 
indéfiniment  exclure  ces  fonctions  de  l'Analyse,  sous  prétexte  que  les  questions 
qu'elles  soulèvent  sont  plus  ardues  qu'élégantes. 

En  quoi  consisteront  ces  questions?  L'étude  générale  des  fonctions  qu'a  insti- 
tuée l'école  de  Weier strass  a  le  plus  souvent  été,  si  l'on  peut  dire,  une  étude 
bornée  :  étude  dans  l'entourage  d'un  point  déterminé,  étude  au  voisinage  de 
conditions  initiales  données,  s'il  s'agissait  d'équations  différentielles.  Aujourd'hui 
nous  nous  efforçons  de  connaître  les  transcendantes  dans  leur  ensemble,  d'étu- 
dier leur  allure  dans  tout  le  plan  et  de  trouver  des  formes  analytiques  qui  les 
représentent  tout  entières,  au  lieu  de  n'en  figurer  qu'une  portion  tronquée.  Pour 
diriger'des  recherches  d'apparence  aussi  vague,  il  faut   un  fi!   conducteur.  Or, 
ce  fil  conducteur,  nous  le  trouvons  dans  la  théorie  des  fonctions  uniformes,  en 
voyant  par  quel  artifice  on  a  réussi  à  s'élever  des  fonctions  rationnelles  aux 
transcendantes  uniformes.  Ayant  aiïaire  à  des  équations  présentant,  non  plus 
un  nombre  fini,  mais  un  ensemble  infini  de  racines,  les  analystes  ont  cherché, 
en  premier  lieu,  à  déterminer  les  points-limites  de  cet  ensemble,  et,  en  second 
lieu,  ils  ont  étudié  la  répartition,  la  condensation  des  racines  autour  de  leurs 
points-limites.  Ainsi   nous  est  suggérée  l'idée  de  recourir  à  une  méthode  ana- 
logue pour  étudier  les  deux  ensembles  qui  caractérisent  une  fonction  multi- 
forme :  l'ensemble  des  points  critiques,  et  l'ensemble  des  déterminations  de  la 
fonction   pour  une   valeur  quelconque  de  la   variable.  Kn  même  temps,  nous 
devrons  rechercher  quel  lien  il  y  a  entre  ces  deux  ensembles,  c'est-à-dire  quelles 
sont  les  combinaisons  de  permutations  qui  donneront  successivement  naissance 
à  toutes  les  déterminations  de  la  fonction. 

Le  problème  ainsi  posé  peut  être  abordé  par  plusieurs  cotés.  Ou  bien  l'on 
considérera  des  fonctions  définies  par  un  procédé  particulier;  on  prendra,  par 
exemple,  des  équations  (i)  et  l'on  se  proposera  d'étudier  leurs  intégrales.  Ou 
bien  l'on  tentera  de  construire  a  priori  une  théorie  des  fonctions  multiformes 
en  parlant  des  types  les  plus  simples  que  l'on  puisse  concevoir.  Ainsi,  on  sup- 
posera en  premier  lieu  que  les  points  critiques  ou  les  déterminations  de  la 
fonction  convergent  vers  des  points-limites  isolés  en  nombre  fini,  et,  tout 
d'abord,  vers  un  point-limite  unique;  de  même  que  la  théorie  des  transcen- 
dantes uniformes  débute  par  l'étude  des  fonctions  ayant  un  point  d'indétermi- 
nation unique,  les  fonctions  méromorphes.  Apres  quoi,  on  passera  successive- 
ment en  revue  des  types  de  fonctions  de  plus  en  plus  compliqués. 

C'est  à  ce  second  point  de  vue  que  je   me  suis  placé  dans  ce  travail.  Je  ne 
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prétends  pas  toutefois  y  donner  une  solution  complète  des  problèmes  que  j'ai 
effleurés.  On  reconnaît  vite,  en  eiïel,  que,  pour  pouvoir  traiter  utilement  ces 
problèmes,  il  faut  faire  certaines  hypothèses  qui,  dans  une  théorie  abstraite, 
ont  nécessairement  un  caractère  arbitraire.  Gomment  justifier  ces  hypothèses, 
et,  surtout,  lesquelles  choisir?  Peut-être  convient-il  de  surseoir  à  ce  choix  jus- 
qu'à ce  qu'on  ait  parcouru  la  première  des  deux  voies  que  j'indiquais  plus 
haut,  et  que  l'on  ait  trouvé,  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  par 
exemple,  une  classification  pratique  des  transcendantes  multiformes,  qui  puisse 
servir  de  base  à  une  classification  théorique.  C'est  pour  cette  raison  que,  dans 
les  paragraphes  qui  vont  suivre,  plusieurs  questions  seront  simplement  sou- 
levées qu'il  serait  nécessaire  d'approfondir. 

J'établis,  dans  un  premier  paragraphe,  une  relation  entre  la  distribution  des 
points  critiques  et  celle  des  déterminations  de  la  fonction.  Je  suis  amené  à 
considérer  une  fonction  que  j'appelle  fonction  limite  ou  branche  limite  de  la 
fonction  multiforme.  Je  donne  une  condition  suffisante  pour  que  cette  fonc- 
tion limite  soit  uniforme. 

Dans  un  second  paragraphe,  je  montre  comment  on  peut  représenter  par  une 
relation  entière  les  fonctions  dont  les  déterminations  convergent  vers  l'infini 
pour  toute  valeur  de  la  variable.  Je  cherche  moyennant  quelles  hypothèses 
cette  représentation  est  possible. 

J'aborde  ensuite  l'étude  des  fonctions  définies  par  une  relation  implicite 
entière  en  x  et  y,  supposée  donnée  a  priori.  Au  sujet  de  ces  fonctions  se 
posent  divers  problèmes  :  étude  de  la  distribution  des  points  critiques,  exten- 
sion du  théorème  de  M.  Picard  sur  les  fonctions  entières.  Je  signale  certains 
cas  favorables  où  la  solution  de  ces  problèmes  se  trouve  simplifiée. 

En  dernier  lieu,  je  considère  les  fonctions  qui  admettent,  relativement  au 
théorème  de  M.  Picard,  la  valeur  «  exceptionnelle  »  zéro,  c'est  à-dire  qui  ne 
s'annulent  jamais.  Je  montre  que  le  module  de  la  plus  petite  détermination 
d'une  telle  fonction  obéit,  au  point  de  vue  de  la  croissance,  aux  mêmes  lois 
qu'une  fonction  méromorphe  ne  s'annulant  jamais  (c'est-à-dire  l'inverse  d'une 
fonction  entière).  Je  signale  enfin  une  classe  spéciale  de  fonctions  ne  s'annulant 
pas,  dont  les  diverses  branches  sont  holomorphes  au  voisinage  de  x  =  00,  et 
dont  il  est  particulièrement  facile  d'étudier  l'allure  générale. 

Picard  {Emile).  —   Sur   les   équations   linéaires   aux   dérivées 
partielles  du  second  ordre.  (471  -4>4 )• 

Remarques  diverses  complétant  les  travaux  antérieurs  de  l'auteur  sur 
l'équation    linéaire 

(Pz  ôz        ,  ôz 

=  a-r ho h  cz 


dx  ây  dx  Oy 

du   type  hyperbolique   {Journal  de  Mathématiques,    1890;   Note   ajoutée   au 
Tome  IV  des  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  par  M.  Darboux). 

Riquicr  {Charles).  —  Sur  lrinlégralion  d'un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles  auquel  conduit  l'étude  des  déformations 
finies  d'un  milieu  continu.  (4"5-538). 

Bull,  des  Sciences  malliérn.,  a*  série,  t.  XXX.  (Septembre  igoo\)        n.9 


tSo  seconihî  parti  k. 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  l'élude  -du  système 

(£H£H£)"-.<W, 

àu  àu       dv  àv        àw  dtt>  __ 

dP  àl  +  àï  ai  ^^  ^j-M*.**). 

d«  àu       àv  àv        èw  dw  __ 

5idï"+"^.dï"hdFS~  ^^  ■*  ~}' 

àu  àu       àv   àv        àw  der  __ 

teàP  +  teàP^tefr--  M*'  r'  *}' 

où  u,  v,  tv  désignent  trois  fonctions  inconnues  et  X,,  X,,  X„  tx,,  j^,  jx,  six  fonc- 
tions données  des  trois  variables  indépendantes  a:,  y,  z. 

Dans  celte  exposition  systématique,  nous  signalerons,  en  premier  lieu,  la 
démonstration  pour  les  systèmes  que  M.  Riquier  appelle  orthoïques  et  ortho- 
nomes d'une  règle  de  passivités  simplifiée  qui  abrège  bien  des  calculs;  en  second 
lieu,  la  détermination  des  éléments  dont  on  peut  disposer  arbitrairement  dans 
le  choix  des  fonctions  X-  et  ja-  pour  que  le  système  proposé  soit  intégrante, 
c'est-à-dire  la  détermination  du  degré  de  généralité  du  système  formé  par  les 
conditions  de  possibilité  :  les  fonctions  \  et  u^  étant  en  même  nombre  que  ces 
conditions,  trois  d'entre  elles  convenablement  choisies  (par  exemple  u.„  u, 
et  |x3)  sont  entièrement  arbitraires. 

Davidoglou  {A.).  —  Étude  de  l'équation  différentielle 


;£[*<->ë]  =*»<**■ 


(539-563). 


Introduction.  —  L'équation  différentielle  dont  l'étude  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire  se  rencontre  dans  la  théorie  des  vibrations  des  verges.  Dans  le  cas  où 
Q(x)  =  const.,  l'équation  résultante  a  été  étudiée  dans  ma  thèse;  on  y  i 
démontré  l'existence  d'une  suite  indéfinie  de  valeurs  remarquables  du  para- 
mètre k  et  c'est  ce  même  problème  que  nous  allons  aborder  dans  le  cas  générai. 
D'une  manière  précise,  étant  donné  un  intervalle  ab,  il  sera  démontré  qu'il 
existe  une  suite  infinie  de  valeurs  de  k,  klf  A*a,  ...  toutes  positives  et  une  suite 
correspondante  d'intégrales  yx (x),  y7(x),  ...  telles  que  Ton  ait 


[«<*>7^]  =*.-?(*)*<*), 


dx2 


la  courbe  intégrale  y,(x)  étant  doublement  tangente  à  Oar  en  x  =  a  et  x  —  b 
ets'annulant  i  —  i  fois  entre  a  et  b. 

La  méthode  employée  est  tout  autre  que  celle  dont  je  me  suis  servi  dans  ma 
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ihèse  :  en  particulier,  il  ne  sera  pas  fait  usage  des  constantes  de  Schwartz- 
Picard.  Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  au  cas  où  la  verge  est  encastrée  en  a 
«t  en  6.  Je  termine  par  quelques  remarques  sur  les  solutions  périodiques. 

L.  R. 
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IIe  série,  Cahier  V;  1900  (*). 


Caspari  (/?.)•  —  Azimut,  latitude  et  longitude  par  des  hauteurs 
égales  d'astres.  (1-46). 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  groupes  de  classe  N  —  u  et  de  degré  N 
au  moins  u  —  1  fois  transitifs.  (46-78). 

Dans  la  première  division  de  ce  Mémoire,  Fauteur  étudie  les  groupes  G  de 
classe  N—  u  et  de  degré  N  au  moins  u  — 1  fois  transitifs  qui  ne  contiennent 
pas  le  groupe  alterné,  en  distinguant  ceux  qui  sont  au  moins  u  fois  transitifs 
<"  =  •*)  de  cenx  qui  Ie  sont  u  — *  foi*  et  u  —  1  fois  seulement. 

La  seconde  division  est  consacrée  aux  groupes  n  fois  transitifs  de  classe  N  —  u 
et  de  degré  N. 

La  troisième  traite  des  groupes  u  —  1  fois  et  u  —  1  fois  seulement  transitifs* 
<lc  classe  N  —  u  et  de  degré  N. 

Un  résumé  de  ce  travail  a  paru  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  en  janvier  1899. 

Lecornu  (L.).  —  Sur  l'équilibre  d'élasticité  du  tore.  (79-100). 

On  connaît  depuis  longtemps  l'état  d'équilibre  d'un  cylindre  creux,  circu- 
laire et  d'épaisseur  constante  fermé  à  ses  deux  extrémités  et  soumis  intérieu- 
rement et  extérieurement  à  des  pressions  normales  et  uniformes;  tout  au  moins, 
on  sait  résoudre  ce  problème  quand  la  longueur  du  cylindre  est  assez  grande, 
par  rapport  aux  dimensions  transversales,  pour  que,  dans  la  partie  moyenne, 
chaque  section  annulaire  perpendiculaire  à  Taxe  éprouve  une  traction  sensible- 
ment parallèle  à  l'axe  et  de  même  intensité  en  tous  les  points. 

Le  cas  d'un  tore  creux,  d'épaisseur  constante,  peut  être  regarde  comme  une 
généralisation  de  celui  du  cylindre.  On  vérifie  immédiatement  que  toutes  les 
sections  transversales  travaillent  dans  des  conditions  identiques  et  sont  solli- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXVL,  p.  ijo. 
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citées  pur  des  tractions  rigoureusement  normales.  Mais  il  n'y  a  aucune  raison 
pour  que  la  traction  ait  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  chaque  section: 
il  n'est  pas  non  plus  nécessaire  que  les  sections  conservent  la  forme  circulaire. 

A  la  vérité  les  bandages  pneumatiques  si  usités  maintenant  sont  des  ban- 
dages complexes;  mais  leur  étude  doit  être  précédée  par  celle  du  bandage  simple 
qui  constitue  un  tore  de  composition  uniforme. 

C'est  pourquoi  M.  Lecornu  examine  la  déformation  élastique  d'une  enveloppe 
en  forme  de  tore,  soumise  intérieurement  et  extérieurement  à  des  pressions 
données  P0  et  P,  (P0>P,).  Il  admet  que  la  déformation  est  assez  faible  pour 
qu'on  puisse  appliquer  les  formules  ordinaires  de  l'élasticité.  En  outre,  en  dési- 
gnant par  \\0  et  Rt  les  deux  rayons  (intérieur  et  extérieur)  de  la  section  méri- 

R     R 
dienne  et  par  a  le  rayon  moyen  équalorial,   il   considère  les  rapports  — >  — 

comme  des  quantités  très  petites,  ce  qui  lui  permet  de  pousser  les  calculs  jus- 
qu'au bout. 

Quand  a  est  infini,  on  est  ramené  au  cas  du  cylindre  de  longueur  indéfinie. 
Les  résultats  concernant  le  cylindre  servent  à  M.  Lecornu  comme  première 
approximation.  Pour  effectuer  une  seconde  approximation,  où  il  est  tenu  compte 

R  R 

des  premières  puissances  de  —  et  de  — ^>   l'auteur  observe  que   les  diverse*. 

inconnues  du  problème  sont  fonctions  d'un  certain  nombre  d'éléments  indépen 
dants,  parmi  lesquels  figure  le  rayon  a;  si,  laissant  toutes  choses  égales  d'ail- 
leurs, on  fait  varier  uniquement  a,  les  inconnues  peuvent  être  regardées  comme 
des  fonctions  de  cette  seule  variable  et  chacune  d'elles  peut  se  développer  eu 
série  sous  la  forme 

v  a        a} 

E(a)  désignant  une  série  entière  en  a  et  les  A  des  coefficients  indépendante 
de  a.  Supposant  connue  la  fonction  E(a),  tout  revient  à  déterminer  le  coeffi- 
cient A,. 

Appelé  (P.).  —  Sur  l'équilibre  d'un  flotteur  avec  un  chargement 
liquide.  (100-1  17). 

Extension  de  la  méthode  de  M.  Guyou  pour  l'équilibre  d'un  flotteur  san* 
liquide  intérieur.  La  discussion  de  la  stabilité  est  faite  par  des  moyens  pure- 
ment géométriques  et  ramenée  à  ce  problème  : 

Etant  données  deux  surfaces  convexes,  la  surface  (C)  des  centres  de  carènt' 
et  la  surface  (G)  lieu  du  centre  de  gravité  totale  du  système  formé  par  le 
flotteur  et  les  liquides,  trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  plans  tangent» 
parallèles  menés  respectivement  à  ces  deux  surfaces,  de  telle  façon  que  les  deux 
surfaces  soient  d'un  même  côté  des  deux  plans. 

M.  Appcll  simplifie  encore  ce  résultat  en  n'introduisant  qu'une  seule  surfacr. 
au  lieu  de  deux.  Sa  méthode  s'applique  même  si  le  flotteur  contient,  outre  Ic^ 
liquides  intérieurs,  des  corps  pesants  suspendus  par  des  fils  à  des  points  inva- 
riablement liés  au  flotteur  ou,  en  général,  des  corps  pesants  dont  les  centre^ 
de  gravité  sont  assujettis  à  décrire  des  surfaces  fixes  par  rapport  au  flotteur. 

Carvallo  i E.).  —  Théorie  du  mouvement  du  monocycle  et  de  U 
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bicycletle.  (Première    Parlie   :   cerceaux  et  monocycle),  (i  i g- 
188). 

Cette  première  Parlie  est  consacrée  au  cerceau  et  au  monocycle. 

Le  Chapitre  I  traite  exclusivement  du  cerceau  :  cinématique  du  cerceau; 
équations  de  son  mouvement;  équilibre,  stabilité,  dérapage;  discussion  des 
états  d'équilibre;  compléments  pratiques  à  la  discussion. 

Le  Chapitre  II  est  relatif  au  monocycle  :  équations  différentielles  de  son 
mouvement;  marche  du  cycle;  équilibre;  stabilité. 


Cahier  VI;  1901. 

Carvallo  {E.).  —  Théorie  du  mouvement  du  monocycle  et  de  la 
bicyclette.  (Deuxième  Parlie  :  théorie  de  la  bicyclette).  (1-1 18). 

Le  Chapitre  I  a  pour  objet  la  géométrie  de  la  bicyclette  :  équations  du  pro- 
blème; cas  où  le  cadre  est  vertical;  cas  où  le  cadre  n'est  pas  vertical. 

Au  Chapitre  II  sont  abordées  les  propriétés  cinématiques  et  statiques  :  ciné- 
matique de  la  bicyclette;  application  des  formules  à  l'étude  de  l'équilibre  au 
repos. 

Les  équations  de  Lagrange  n'étant  pas  applicables  aux  paramètres  choisis, 
Fauteur  expose  au  Chapitre  III  de  nouvelles  méthodes  :  adaptation  de  la 
méthode  de  Lagrange  à  la  mise  en  équations  des  problèmes  du  monocycle  et 
du  cerceau;  méthode  générale  pour  l'étude  des  problèmes  de  stabilité. 

Au  Chapitre  IV  est  étudiée  la  dynamique  de  la  bicyclette  :  équilibre  avec  les 
mains;  équilibre  sans  les  mains;  stabilité  de  l'équilibre  avec  les  mains;  équa- 
tions du  mouvement  dans  un  état  infiniment  voisin  de  la  marche  recti ligne; 
stabilité  de  l'équilibre  sans  les  mains  en  marche  rectiligne. 

Andrade  (./.).  —  A  propos  de  deux  problèmes  de  probabilités  et 
errata  à  un  Mémoire  du  64e  Cahier,  1894.  (1 19-120). 

Boulanger  {A.).   —    Détermination  des  invariants  différentiels 
fondamentaux  attaches  au  groupe  G|08  de  M.  Klein.  (1 21-146). 

Introduction.  —  L'intégration  algébrique  des  équations  différentielles  linéaires 
et  homogènes  du  troisième  ordre  à  coefficients  rationnels  et  des  systèmes 

r  =  axp-\-  a^q  -i-a3z, 
s  =  blp^-  b7q  -hàtZ, 
t  =  c,  p  -h  c3  q  4-  c,  z, 

dont  l'intégrale  dépend  linéairement  de  trois  constantes  arbitraires  et  dont  le*> 
coefficients  a,  b,  c  sont  rationnels  en  x,  y>  peut  être  regardée  comme  une 
question  parfaitement  résolue,  une  fois  calculés,  pour  chaque  groupe  discon- 
tinu fini  de  transformations  homographiques,  quatre  invariants  différentiels 
fondamentaux  I,  J,  M,  N,  analogues  à  l'invariant  schwarzien. 
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Ces  invariants,  signalés  par  M.  Painlevé,  sont  définis  par  Les  relations 

~"  dx*  dx       dx*  dx' 

,        _  d*i*  oV  __  «Pv  du         /  à*u    ôV  ___    <)*y     dn\ 
""  àx2  "dy       dx1  dy         \dxdy  dx       dxdy  àx/ 


où 


~~„  Ar  «Jy       dû?  dy  ' 

et  où  m,  c  sont  les  variables  de  la  transformation,  x,  y  les  fonctions  fonda- 
mentales invariantes  attachées  au  groupe  considéré. 

J  et  N  se  déduisent  respectivement  de  I  et  M  en  permutant  à  la  fois  (u,v) 
el(x,y). 

Les  quatre  fonctions  I,  J,  M,  N  rationnelles  en  (u,  v)  et  invariantes  par  les 
substitutions  du  groupe,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  à*  y.  J>n  ai 
donné  précédemment  le  calcul  explicite  pour  le  groupe  Gm  de  Hesaeijeme 
propose  de  traiter  maintenant  le  cas  du  groupe  G,S8  de  M.  Klein. 

En  dehors  de  leur  utilité  dans  le  problème  indiqué  plus  haut,  ces  invariants 
se  présentent  dans  une  foule  d'autres  questions  (notamment  en  Géométrie  pro- 
jective).  Leur  détermination  offre  donc  un  certain  intérêt. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  graphiques  et  les  formules  d'annonces 
de  crues.  (i47~i63). 

Ribière  (C).  —  Sur  divirs  cas  de  la  flexion  des  cjiïndres  à  base 
circulaire.  (165-192). 

«  De  Saint-Venant,  dit  l'auteur  dans  son  Introduction,  a  résolu  le  problème 
de  l'équilibre  d'élasticité  des  corps  cylindriques  et  prismatiques  dont  une  base 
est  fixe  et  l'autre  soumise  à  des  forces  données,  aucune  force  n'agissant  sur  fa 
surface  extérieure.  Il  suppose  que,  dans  lin  tt  rieur  du  corps,  les  libres  longitu- 
dinales ne  supportent  aucun  effort  perpendiculaire  à  leur  longueur.  Four  rela, 
il  est  nécessaire  que  les  forces  extérieures  soient  réparties  sur  la  base  libre 
d'une  façon  déterminée.... 

»  M.  Karl  Pcarson  a  étendu  la  solution  de  Saint-Venant  au  cas  où  la  pièceest 
soumise,  non  plus  à  une  charge  isolée,  mais  à  son  propre  poids  et  à  un  système 
continu  de  charges  sur  sa  face  latérale.  Sa  théorie  ne  peut  s'appliquer  qu'au  cas 
où  les  dimensions  transversales  sont  petites  par  rapport  à  la  bmgueur 

»  M.  Chrec,  reprenant  les  équations  fondamentales  de  l'équilibre  d'élasticité 
en  coordonnées  cylindriques,  antérieurement  établies  par  Lamé,  a  donné  la 
forme  analytique  de  solutions  de  ces  équations  par  des  séries  à  termes  formés 
de  trois  facteurs  contenant  chacun  une  seule  des  trois  coordonnées. 

»  Nous  avons  nous-méme,  dans  un  précédent  travail,  donné  des  solutions 
de  ce  genre  pour  les  prismes  rectangles.  Nous  avons  pu  résoudre  le  cas  de 
prismes  de  cette  forme,  chargés  sur  leur  face  supérieure  et  encastrés  à  leurs 
extrémités  ou,  ce  qui  revient  au  même,  reposant  sur  une  série  d'appuis  équi- 
dislants.  Les  formules  obtenues  dans  ce  cas  montrent  que  la  répartition  des 
efforts  de  flexion  s'éloigne  considérablement  de  celle  que  suppose  la  théorie 
usuelle,  dès  que  la  hauteur  de  la  pièce  dépasse  le  cinquième  de  la  longueur. 


.1 
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Elles   font  ressortir  la  façon  toute  spéciale  dont  se  comportent  les  pièces 
épaisses. 

»  Nous  nous  proposons,  dans  le  présent  travail,  de  résoudre  de  même  et  de 
discuter  au  point  de  vue  mécanique  le  problème  de  l'équilibre  d'élasticité  d'un 
cylindre  à  base  circulaire,  horizontal  et  de  longueur  indéfinie,  reposant  de 
distance  en  distance  sur  des  appuis  également  espacés  et  supportant  à  sa 
partie  supérieure  des  charges  verticales,  symétriques,  dans  chaque  intervalle, 
i  la  fois  par  rapport  à  la  section  méridienne  et  par  rapport  au  méridien  ver- 
tical. » 


Cahier  VII;   1902. 

Cornu  (A.).  —  Étude  de  l'absorption  atmosphérique  des  radia- 
tions visibles  par  l'observation  spectrale  des  faisceaux  élec- 
triques de  la  tour  Eiffel  en  1889.  (1-16). 

Lecornu  (£.)•  —  Sur  ^es  volants  élastiques.  (16-27). 

L'ingénieur  français  Raflard,  mort  en  1898,  avait  imaginé  un  volant  dont  le 
moment  d'inertie  était  rendu  automatiquement  variable;  mais  il  n'avait  pas 
donné  la  théorie  de  son  appareil  (volant  isochrone).  M.  Lecornu  soumet  la 
question  à  l'Analyse  mathématique  et  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

Dans  tous  les  cas,  par  une  application  judicieuse  du  procédé  de  Raflard,  on 
peut  réellement  améliorer  les  conditions  de  fonctionnement  du  volant  d'une 
machine  donnée,  soit  qu'on  diminue  le  poids  du  volant  sans  diminuer  la  réga- 
lante, soit,  au  contraire,  qu'on  augmente  la  régularité  en  conservant  le  même 
poids  au  volant.  Or,  il  est  évidemment  avantageux,  au  double  point  de  vue  des 
frottements  et  de  la  dépense  d'installation,  d'employer  un  volant  aussi  léger 
que  possible. 

CaUandreau  (O.).  —  Sur  le  calcul  numérique  des  coefficients 
dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice.  (29-99). 

Combebîac.  —  Calcul  des  triquaternions;  nouvelle  analyse  géo- 
métrique. (101-219), 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'établir  une  analyse  géométrique  se  passant  de 
tout  système  de  référence. 

«  Les  procédés  exposés  dans  Y Ausdehnungslehre  de  Grassmann  réaliseraient 
ce  but,  dit  l'auteur,  s'ils  étaient  susceptibles  d'une  réglementation  absolument 
systématique,  condition  a  laquelle  ils  ne  satisfont  pas,  à  notre  avis. 

»  Le  calcul  des  quateraions,  au  contraire,  constitue  une  analyse  géométrique 
dans  le  vrai  sens  du  mot.  Il  est  susceptible  de  s'assimiler,  en  les  simplifiant, 
toutes  les  méthodes  de  la  Géométrie  analytique.  Il  se  passe  d'axes  de  coor- 
données, mais  il  a  besoin  d'une  origine,  ce  qui  laisse  subsister  encore  dans  les 
formules  des  éléments  étrangers  aux  questions  traitées,  sauf  toutefois  dans  les 
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questions  ressortant  à  la  Géométrie  différentielle,  où  l'origine  disparaît  com- 
plètement et  où  l'appareil  analytique  atteint  toute  la  simplicité  possible. 

»  C'est  aux  systèmes  numériques  complexes  comprenant  celui  des  qoaternions 
que  nous  avons  demandé  la  réalisation  de  notre  but,  et  la  solution  nous  a  été 
fournie  pat*  le  système  numérique  des  triquaternions.  » 

Apres  avoir,  dans  un  premier  Chapitre,  établi  les  principes  du  calcul  des  tri- 
quaternions (système  numérique  quaternionien  à  douze  unités  principales), 
M.  Combebiac  étudie  (Chapitre  II)  les  déplacements  sans  déformations.  Il 
aborde  ensuite  (Chapitre  III)  la  théorie  des  complexes  linéaires  et  termine  en 
appliquant  (Chapitre  IV)  les  triquaternions  à  la  démonstration  des  propriétés 
fondamentales  des  surfaces  du  second  degré. 


Cahier  VIII  ;  1903. 

Maillet  (Edrn.).  —  Sur  les  lois  des  montées  de  Belgrand  et  les 
formules  du  débit  d'un  cours  d'eau.  (1-16). 

Autonne  {Léon).  —  Sur  les  substitutions  crémoniennes  de  l'es- 
pace. (Premier  Mémoire).  (16-73). 

Ce  travail  fait  suite  au  Mémoire  de  l'auteur  Sur  les  formes  quaternaires  à 
deux  séries  de  variables  qui  a  paru  dans  le  Recueil  des  Mémoires  couronnés 
de  l'Académie  de  Belgique  (t.  LIX,  1901)  et  dont  la  terminologie  et  les  nota- 
tions seront  conservées  ici. 

Les  deux  premiers  Chapitres  ont  pour  objet  la  construction  d'une  crémo- 
nierinc  s  telle  que,  entre  une  série  de  coordonnées  (xi  ou  ut)  de  l'élément 
(x,  u)  et  une  série  de  coordonnées  (  r,  ou  ç.)  de  l'élément  image  (  v,  v)  exis- 
tent deux  et  seulement  deux  relations  distinctes,  obtenues  en  annulant  deux 
formes  bilinéaires  biqualcrnaircs.  Il  est  prouve  que  la  crémonienne  cherchée 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

s  = 
Au  Chapitre  III,  l'auteur  montre  que  les  types 

f"  ")•  ('!")•  ("I"V  ("I") 

ne  fournissent  aucune  autre  crémonienne  que  la  précédente. 

Ce  Chapitre  IV  contient  l'interprétation  géométrique  de  la  crémonienne  s. 
On  considère  le  faisceau  des  <x  cônes-quadriques  S  qui  louchent  un  plan  donné  l> 
tout  le  long  d'une  droite  fixe  (0,  tout  en  passant  par  une  conique  C,  tracée  sur 
un  plan  P;  alors  le  sommet  Q  de  S  parcourt  lO  ;  si  Q  est  connu,  S  Test  aussi; 
on  peut  alors  construire  l'élément  image  ()\  v)  d'un  clément  donné  (x,  u). 
La  crémonienne  s,  multipliée  devant  et   derrière  par  des  collinéations  conve- 
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nables,  se  confond  avec  une  transformation  de  contact  considérée  incidemment 
par  Sophus  Lie. 

Au  Chapitre  V  se  trouve  la  discussion  de  différents  cas  particuliers,  qui  ne 
fournissent  pas  de  crémonienne. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  lignes  de  décroissance  maxima  des 
modules  et  tes  équations  algébriques  ou  transcendantes.  (73-95). 

Si  une  fonction  f{z)  monodrome  aux  environs  d'un  point  a  est  différente 
de  zéro  en  ce  point  et  si  f(n)(z)  est  la  première  des  dérivées  de  f(z)  qui  ne 
s'annule  pas  pour  z  =  a,  on  sait  que  /(£),  aux  environs  de  a,  prend  n  fois 
toutes  les  valeurs  possibles  voisines  de /(a).  Au  point  a,  il  y  a  alors  n  direc- 
tions suivant  lesquelles  la  décroissance  de  f(z)  est  maxima.  Ces  lignes  dont 
l'équation  différentielle  est 

rfP  _  rfQ 

P    ~~    Q  ' 
quand  on  pose 

z  =  P  -H  Qi, 

sont  étudiées  par  M.  Maillet  sous  le  nom  de  lignes  de  décroissance  maxima 
des  modules.  Ces  lignes  aboutissent  aux  zéros,  aux  infinis  de  f(z)  ou  aux 
limites  du  domaine  de  monodromie.  On  a,  de  plus,  le  théorème  suivant  : 

Soit  f(z)  une  fonction  monodrome  dans  tout  le  plan  à  distance  finie  et 
n'ayant  d'autres  points  critiques  à  distance  finie  que  des  pôles  :  f(z)  aura 
forcément  un  zéro  à  distance  finie,  si  l'on  peut  trouver  une  ligne  de 
décroissance  maxima  des  modules  au  moins  le  long  de  laquelle  le  module 
de  f(z)  ne  tende  pas  uniformément  vers  zéro  quand  z  s'éloigne  à  l'infini 
le  long  de  cette  ligne. 

De  là  résultent  comme  conséquences  immédiates  le  théorème  de  d'Alembert 
sur  les  racines  des  polynômes  et  l'existence  d'une  racine  au  moins  dafls  un 
parallélogramme  des  périodes  pour  l'équation  f(z)=o  quand  la  fonction 
f{z)  est  doublement  périodique. 

M.  Maillet  obtient  ensuite  un  théorème  analogue  pour  les  grandes  valeurs 
de  i*|  relativement  aux  équations 

où  f'{z)  est  elliptique  et  où  ?(  -)  tend  vers  zéro  avec  -• 

Il  considère  aussi  les  lignes  de  modules  constants,  qui  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  lignes  de  décroissance  maxima  des  modules. 

Enfin,  il  retrouve  et  complète  divers  résultats  qu'il  avait  précédemment  fait 
connaître;  d'où  le  théorème  suivant  : 

Soilf(z)  une  fonction  quasi-algébrique 

•e 

2]  c« 5" 
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(les  cm?£  o  décroissant  suffisamment  vite  avec  -  )•  Cette  fonction  possttU tou- 
jours, dès  que  n  dépasse  une  certaine  limite,  au  moins  une  rmcim  dt  le 
forme 


*»=—  ^jr1  («-+-« .). 


c. 


cH  étant  d'autant  plus  petit  que  — —  est  plus  petit  :  entre  te*  points  T.  •** 

pian  des  z  on  peut  toujours  trouver  une  infinité  de  couronnes  circukmrth 
ayant  pour  centre  V  origine,  où  le  module  de  /(a)  croit  au.  delà  de  ssuW 
limite  quand  on  considère  des  couronnes  de  plus  en  plus  éloignée»*  Les  ty**^ 
de  module  constant  déterminé  p.  limite  ou  bien  ont  tout  leurs  points 
distance  finie,  ou  bien  environnent  chacun  des  points  Ym  de  façon  ànt 
se  couper  quand  Yn  augmente  indéfiniment;  ce  sont  des  lignes  fermées. 

d'Ocagne  {Maurice).  —  Exposé  synthétique  des  principes  fon- 
damentaux de  Ja  Nomographie.  (97-108). 

La  Nomographie  ar  comme  on  sait,  pour  but  l'étude  de  la  représentation  des 
équations  à  un  nombre  quelconque  de  variables  au  moyen  d'éléments  cotés 
figurés  sur  un  plan  ou  sur  plusieurs  plans  superposés,  mobiles  les  uns  par 
rapport  aux  autres. 

Dans  son  Traité  de  Homographie,  M.  d'Ocagne,  s'sdressant  principalement 
a  ceux  qui  peuvent  avoir  à  effectuer  des  applications  pratiques,  avait  e«  soin 
de  commencer  par  les  cas  les  plus  simples,  les  plus  usuels,  pour  n'arriver  que 
progressivement  à  la  théorie  exposée  dans  toute  son  ampleur. 

Estimant  qu'il  y  aurait  plus  d'intérêt  pour  les  mathématiciens  à  suivre  la 
marche  in  verso,  M.  d'Ocagne  pose  ici  tout  d'abord  dans  les  termes  les  plut 
généraux  le  problème  de  la  représentation  graphique  des  équations,  pour  déduire 
ensuite  de  sa  solution  les  diverses  méthodes  pratiques.  Le  présent  exposé 
définit  donc  tous  les  modes  de  représentation  plane  applicables  à  des  êtres 
géométriques  à  n  dimensions. 

Il  renferme  nombre  de  remarques  et  de  constructions  inédites;  mais  il  pré- 
sente surtout  une  classification  nouvelle  des  types  fondamentaux  de  mono- 
grammes, fondée  uniquement  sur  leur  structure.  M.  d'Ocagne  a  réalisé  cette 
classification  en  étudiant  tous  les  modes  possibles  de  répartition  des  éléments 
sans  cote,  ou  constants,  entre  les  divers  contacts  dont  la  simultanéité  définit 
le  mode  d'emploi  du  noinogramine.  Il  a  pu  ainsi  ramener  tous  les  nomo grammes 
à  vingt  types  canoniques,  dont  un  à  un  seul  plan  et  dix-neuf  à  deux  plans, 
tous  les  autres  pouvant  être  obtenus  par  combinaison  de  ceux-ci. 

L.  R. 
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BIBLIOTHEGA   MÀTHEMATJCÀ. 

Le  journal  d'histoire  des  Mathématiques  Bibliotheca  mathe- 

matica  a  été  fondé  en   1887  par  M.  G.  Enestrom.  Les  années 

1887-1899  ont  été  publiées  à  Stockholm;  à  partir  de  Tan  1900,  le 

journal  est  édité  à  Leipzig,  comme  auparavant  sous  la  direction  de 

de  M.  G.  Enestrom. 

Pendant  les  années  1 884-1 886  paraissait  un  journal  portant  le 
nom  Bibliotheca  mathematica  et  rédigé  aussi  par  M.  G.  Enes- 
trom. Ce  journal  contenaft  essentiellement  des  listes  trimestrielles 
des  publications  récentes  dans  le  domaine  des  Mathématiques, 
mais  il  y  était  aussi  quelques  1res  courtes  Notes  d'histoire  des* 
Mathématiques,  dues  pour  la  plupart  au  rédacteur  (').  Les  années 
1884  et  i885  de  ce  journal  ont  paru  en  appendices  aux  Acta 
mathematica.  Le  journal  fondé  en  1887  a  été  publié  tout  à  fait 
indépendamment  des  Acta  mathematica*  Pour  distinguer  les 
années  du  journal  d'histoire  des  Mathématiques  fondé  en  1887  de 
celles  du  bulletin  bibliographique  publié  en  i884-i886r  celles-là 
portent  sur  les  feuillets  de  titre  l'indication  :  Nouvelle  série.  En 

(*)  Voici,  du  reste,  les  titres  de  ces  quelques  Notes  : 

Enestrom  (G.).  —  Notice  sur  un  Mémoire  de  Chr.  Goldbach,  relatif  à  la  somma- 
tion des  séries,  publié  à  Stockholm  en  1718.  (1884,  i5-i6). 

Enestrom  {G.).  —  Notice  sur  une  nouvelle  édition  de  Diofantos,  préparée  par 
M.  Paul  Tannery.  (1884,  47-48). 

Enestrom  (  G.).  —  Notice  sur  les  versions  haines  des  éléments  d'Euclidc,  publiées 
en  Suéde.  (1884,79-80). 

Enestrom  (G.).  —  Notice  sur  les  premières  Tables  de  logarithmes  publiées  en 
Suède.  (i884,  121-134). 

Enestrom   {G.),  —  Sur  l'origine  du  symbole  x  employé   comme    signe  d'une 
quantité  inconnue.  (188S,  4l~44)- 

Favaro  (A.).  —  Notice  sur  les.  manuscrits  de  Mathématiques  de  la  Collection 
Libri-Ashburnham  achetée  par  le  Gouvernement  italien.  (i885,  4446). 

Enestrom   (G.).   —   Notice  sur   les   écrits   mathématiques    d'auteurs  étrangers 
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conséquence,  les  années  à  partir  de  1900,  où  le  journal  a  été 
essentiellement  amplifié,  portent  sur  les  feuillets  de  titre  l'indica- 
tion :  Dritte  Folge  (troisième  série). 

Dans  ce  qui  suit,  un  astérisque  signifie  que  l'article  dont  il  s'agit 


publiés  en  Suède  ou  traduits  en  suédois.  (i885,  46-47»  92-94  >  1886,  4^7»  92iP, 
i4o-i4i). 

Enestrom  (G.).  —  Notice  bibliographique  sur  un  Traité  de  perspective  publié 
par  Desargues  en  i636.  (1885,  89-90). 

Valentin  (G.),  —  Notice  sur  une  bibliographie  générale  mathématique.  (i885, 
90-95;  en  allemand). 

Gunther  (S.).  —  L'invention  du  Baculus  geometricus.  (i885,  137-140;  en  alle- 
mand). 

De  Marchi  (Z..).  —  Sur  trois  manuscrits  de  Maurolicio  qui  se  trouvent  dans  la 
bibliothèque  Viltorio  Emanuele  de   Rome.  (i885,  i4i-i4^  >93-i95;  en  italien). 

Enestrom  (G.).  —  Notice  bibliographique  sur  un  écrit  de  Condorcet  intitulé: 
Essais  d'Analyse.  (i885,  191-192). 

Cantor  (G.).  —  Ludwig  Scheoffer  (i859-i885).   Nécrologie.   (i885,   197-199;  en 
allemand).  v 

Enestrom  (G.),   Tannery  (P.),  Doncompagni  (/?.).  —  Questions  et  réponses. 
(i885,  48,  94,  144,  196,  199-200). 

Boncompagni  (/?.)•   —   Sur  l'Histoire  des  Sciences  mathématiques   et   astrono- 
miques de  M.  Maximilicn  Marie.  (1886,  4-M5»  87-90). 

De  Marchi  (/>.)•   —  Sur   l'orthographe  du   nom  du   mathématicien    Maurolicio. 

(1886,  90-92;  en  italien). 

Gunther   {S.).  —  Albert  Diirer,   un  des  fondateurs  de  la  théorie  moderne  des 
courbes.  (1886,  187-140;  en  allemand). 

Mansion  (P.)  et  Enestrom  (G.).   —   Noies  historiques  sur  la  formule  général»- 
d'interpolation  de  Newton.  (1886,  1 4 1- 144  )- 

Tannery   (P.).   —   Sur   la   représentation    des   fractions  chez    les   Grecs.    (1886, 
235-23(>). 

Enestrom  (G.).  —  Sur  une  formule  d'approximation  des  racines  carrées   donnée 
par  Alkalsadi.  (i8î$t>,  2,36-239). 

Pringsheim  {A.)    —  Notice   historique  sur  l'édition  originale  de  la  Behend  und 
hubsch  fteehnung  de  Chr.  Rudolll'  (i88J,  239-244). 

Tannery  (/>.),  Enestrom  (G.),  Iiiccardi  (P.).  —  Questions  et  réponses.  (1886, 

4:-4*.  95-9,;i  *44.  24 jj. 


RKVUE  DES  PUBLICATIONS.  141 

n'est  pas  rédigé  en  français,  et  que,  pour  celte  raison,  le  titre  a  été 
traduit  en  français. 


BlBLIOTHECA     MATHEMATICA.    JOURNAL    d'hISTOIRE 

des  Mathématiques.  Nouvelle  série  (!). 


Première  année  (1887). 


Avant-propos.  (1-2). 


Enestrôm  (G.).  —  Aperçu  des  recherches  récentes  sur  l'histoire 
des  Mathématiques.  (3-7). 

*Gùnther  (S.).  —  La  cycloïde  était-elle  connue  dès  le  xvie siècle? 

(8-i4). 

*Riccardi  (/*.).  —  Note  sur  une  édition  du  Nuncius  sidereus  de 
Galilée.  (i5-i6). 

Tannery  (P.)>  —  L'extraction  des  racines  carrées  d'après  Nicolas 
Cluiquet.  (17-21). 

*Allman  (6r.-/.).  —  Sur  le  nom  du  théorème  appelé  théorème 
du  gnomon.  (22). 

Enestrôm  (G*).  —  Nouvelle  Notice  sur  un  Mémoire  de  Chr.  Gold- 
bach,  relatif  à  la  sommation  des  séries,  publié  à  Stockholm 
en  1718.  (23-24). 

*Heiberg  (J.-L.).  —  Le  mathématicien  byzantin  Léon.  (33-36). 

Tannery  (P.).  —  Etudes  sur  Diophante.  I— III.  (37-43,  81-88, 
io3-io8). 

*Steinschneider  (M.).  —  Les  fils  de  Mousa  ben  Schakir.  (44*48, 

7i-75). 


(')  Le  titre  est  en  français  et  en  allemand.  Outre  des  articles  originaux  (indi- 
qués ci-dessus)  chaque  cahier  contient  des  analyses  d'ouvrages  d'histoire  des 
Mathématiques  et  une  liste  de  publications  récentes  dans  ce  domaine. 
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*Favatx>  (A.).  —  Huât  années  d'eoseig»en*e«i  d'histoire  des  Mathé- 
matiques à  l'Université  de  Padoue.  (49-54)- 

*Gûnther  (S.).  —  Notice  sur  l'histoire  de  ia  Climatologie.  (6.5-69). 

*Hunrath  (AT.).  —  Sorla  signification  6a  mot  algêrmmus.  (70). 

*Christensen  (S. -A.).  —  La  première  détermination  de  la  lon- 
gueur d:une  courbe.  (76-80). 

*Steinschneider  {M.),    —    Traductions  arabes,    hébraïques  et 
latines  de  Geminus.  (97-99)- 

*Wohhvill  (E.).  —  L'édition  de  Prague  du  Nuncius  sidereus. 
(100-102). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  un  théorème  attribué  à  La  Hrre.  (109). 

Enestrôm  ( G.),  *Baltzer (/?.),  *Favaro  (A.),  *Beman  (  W.- IF.), 
*Hunrath  (A\).  —  Questions  et  réponses.  (3a,  64,  96,  120). 


Deuxième  année  (1888). 

Bjerknes  (C.-A.).  —  La  tentative  de  Degen  de  généraliser  le 
théorème  d'addition  d'Euler.  (1-2). 

Tannery  {P-)-  —  Etudes  sur  Diophante.  IV.  (3-6). 

*Cantor  (M.).  —  Ahmed  et  son  livre  sur  les  proportions.  (7-9)- 

Le  Paige  (  6\).  —  Sur  une  traduction  néerlandaise  de  la  méthode 
de  perspective  de  Girard  Desargues  et  sur  les  Leçons  Je 
ténèbres.  (10-12). 

*Steinschneider  {M.).  —  Sur  le  mot  almanach.  (i3-i6). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  trois  petits  Traités  mathématiques  attri- 
bués au  savant  suédois  Peder  Mànsson.  (17-18). 

*\Vohhvill  (E.).  —  Léonard  de  Vinci  a-t-il  connu  la  loi  d'inertie? 

(19-26). 


J 
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Afaasion  (P.).  —  Sur  le  Cours  d'histoire  des  Mathématiques  de 
l'Université  de  Gand.  (33-35). 

Mans  ion  (P.).  —  Note  historique  sur  la  règle  de  médiation.  (36). 

*  Weissenborn  (//.).  —  Sur  les  différents  noms  de  l' instrument 
appelé  carré  géométrique.  (3^). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  un  point  de  l'histoire  du  problème  des 
isopérimètres.  (38). 

*Loria  (6?.).  —  Notices  historiques  sur  la  Géométrie  énumérative. 
(39-48,  6;-8o). 

*Steinschneider  (M.).  —  Iusuf  ben  Ibrahim  et  Ahmed  ben  lusuf. 
(49-5a,  m-117). 

*Curtze  (M.).  —  Sur  un  théorème  attribué  à  De  La  Hire.  (65-66). 

*Giïnther  (S.).  —  Sur  une  connexion  singulière  entre  Pappus  et 
Kepler.  (81-87). 

Narducci  {H.).  —  Sur  l'optique  de  Claude  Ptolémée.  (97-102). 

Bobynin   {V.).  —  De  l'étude  sur  l'histoire  des  Mathématiques 
en  Russie.  (  io3-i  10). 

Enestrôm  (6?.),  Académie  danoise  des  Sciences,  Mansion  (/*.), 
*/ïeman  (W-W.).  —  Questions.  (32,  63-64,  96?  120). 


Troisième  année  (1889). 

Enestrôm   (6?.).   —   Bibliographie    suédoise    de    l'histoire    des 
Mathématiques,  1667-1888.(1-14). 

*Curtze  (M.). —  Sur  le  Liber  de  similibus  arcubus  d'Ahmed 
ben  Jusuf.  (  i5-i6). 

*Suter  {H.).  —  Les  thèses  de  mathématiques  et  de  philosophie 
naturelle  à  l'Université  de  Leipzig,  i5i2-i5a6.  (17-23). 
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*Loria  (G,).  —  Additions  aux  Notices  historiques  sur  la  géométrie 
énumérative.  (23-27). 

Enestrôm    (G.).  — Sur  le  premier  emploi  du  symbole  71  pour 
3, 1 4  *  ->9 —  (28). 

*fVo(f  (/?.)•  —  Deux  petites  Notices  sur  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques au  commencement  du  xvn°  siècle.  (33-34). 

*Steinschneidcr  (M.).  —  Sur  quelques  points  de  l'histoire  des 
Mathématiques.  (35-38). 

*Riccardi  (P.).  —  Sur  quelques  Ouvrages  italiens  de  perspective 
omis  dans  V Histoire  de  la  perspective  de  M.  Poudra.   (39-42). 

Dickstein   (S.).  —  Note  bibliographique  sur  les  études  historico- 
mathématiques  en  Pologne.  (43-5i). 

Enestrôm    (G.).   —  Sur  un   théorème  de  Kepler  équivalant   à 
l'intégration  d'une  fonction  trigonométrique.  (65-66). 

*Loria  (G.).  —  Notice  sur  quelques  écrits  relatifs  aux  polygones 
de  Poncelet.  (67-74). 

*Christensen  {S. -A.)  et  Heiberg  (,/.-£.).  —  Notice  bibliogra- 
phique sur  L'étude  de  l'histoire  des  Mathématiques  en  Danemark. 

(75-83). 

*f/olst  {/?.).  —  .Notice  bibliographique  sur  l'étude  de  l'histoire 
des  Mathématiques  en  Norvège.  (97"io3). 

Bobvnin  {  \ \).  —  Quelques  mots  sur  l'histoire  des  connaissance^ 
mathématiques  antérieures  à  la  science.  (104-108). 

*Favaro  i.i.). —  Le  Ihillettino  di  bibliosrafia  e  di  s  for  ta  délie 
scienze  ma  tenta  fiche  e  Jisiche^  publié  par  D.-B.  Boncompagni. 
1868-1ÎSS-.  i  iou-ii:>A 

*Fa\aro  *  .  1 .  1 .  —  Notice  sur  les  sources  bibliographiques  de 
l'étude  de  l'histoire  des  Mathématiques  en  Italie.  <  1  i3-i  1  5). 

Henry  •  Cit.  ,  *  Institut  vénitien  des  sciences*  Enestrôm  \t'i.  ». 
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Mans  ion   (/*.),  *  Loria  (G.).  —  Questions  et  réponses.  (32, 
64,  96,  120). 

Quatrième  année  (1890). 

Enestrôm  (G.).  —  Programme  d'un  cours  universitaire  d'histoire 
des  Mathématiques.  (  1-10). 

*Steinschneider  (M.).  —  Sur  une  traduction  libre  en  latin  de  la 
Saphea  de  Zarkali.  (11-12). 

Vicufïa  (6?.).  —  Bibliographie  espagnole  de  l'histoire  des  Mathé- 
matiques. (  l3-2l). 

Enestrôm  (G*).  —  Note  historique  sur  la  somme  des  valeurs 
inverses  des  nombres  carrés.  (22-24). 

Vicuna  (G.).  —  Sur  quelques  écrits  mathématiques  publiés  en 
Espagne  aux  xvie  et  xvne  siècles.  (33-36). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  les  bibliographies  des  sciences  mathéma- 
tiques. (3^-42). 

Jonquières  (E.  de).  —  Écrit  posthume  de  Descartes  intitulé  :  De 
solidorum  démentis.  Texte  latin,  revu  et  accompagné  de 
quelques  notes  explicatives.  (43-55). 

*Riccardi  (P.).  —  Sur  une  nouvelle  bibliographie  mathéma- 
tique italienne  du  xi\e  siècle.  (56). 

* Steinschneider  {M.).  —  Sur  les  manuscrits  mathématiques 
de  la  collection  Amplonienne.  (65-72). 

*Gùnther  (S.).  —  Le  premier  emploi  du  Baculus  Jacobi  pour 
la  détermination  de  la  latitude  d'un  lieu.  (73-80). 

*Favaro  {A.).  —  Sur  un  traité  anonyme  sur  l'Astrolabe  dû  à 
Prosdocimo  de'Beldomandi.  (81-90). 

Teixeira  (F.-G.). —  Sur  les  écrits  d'histoire  des  Mathématiques 
publiés  en  Portugal.  (91-92). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXY.  (Octobre  1906.)  R.io 


* 
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*Suter  (//.)•  ~~~  Notice  bibliographique  sur  les  éludes  d'histoire 
des  Mathématiques  en  Suisse.  (97-106). 

*Stcinschncider  (3f.).  —  Sur  quelques  points  de  l'histoire  des 
Mathématiques  (continuation).  (107-108). 

Bobynin  (V.),  —  Sur  le  procédé   employé  dans  le  papyrus  de 
Rhind  pour  réduire  des  fractions  en  quantièmes.  (109-11  a). 

*Biccardi  (P.).  —  Sur  le  traité  de  Prosdocimo   de'Beldomandt 
relatif  à  l'Astrolabe.  (1  i3-i  1.4). 

En  est  ru  m  (G.).  —  Questions.  (32,  64,  96,  120). 


Cinquième  année  (1891). 

*Loria   ((*>)'    —    Notice    sur   la    vie    et    les    travaux    de    Felice 
Casorali.  (1-12). 

Bierens     de    Ilaan    (D.).  —    Bibliographie    de    l'histoire    d«»s 
sciences  mathématiques  aux  Pays-Bas.  (i3-aa). 

*Favaro    {A.).  —  Notice    historique   sur  les  applications   de   la 
spirale  logarithmique.  (a3-2j). 

Enestrorn  (G.).  —  Gumersindo  Vicuna.  (1840-1890)  (33-34». 

*BaH  (  IV.-W  .-/{.).  —  La  classification   de  Newton  des  courbes 
cubiques.  (35 -4o). 

*Sleinsclineider  (3/.).  —  Sur  les  manuscrits  mathématiques  de 
la  collection  Amplonienne  (continuation).  (4i-52,  65--3). 

*//a/sled  (G.-B.).  —  Sur  l'enseignement   des    Mathématiques  à 
l'Université  de  Texas.  (53). 

*Cajori  (F.).  —  Aperçu  historique  de  l'élude  des  Mathématiques 
aux  Etats-Unis.  (74-78). 

Bobynin  (I  .).  —  Programme  du  cours  de  l'histoire  des  Mathé- 
matiques à  l'Université  de  Moskwa.  (79-88). 
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Enestrôm  (6?.).  —  Note  historique  sur  les  symboles  qui  servent 
à   désigner   dos  fonctions    quelconques  de   variables   données. 

(89-9°)- 

Vivanti  (6?.).  —  Sur  une  classe  de  grandeurs  infiniment  petites 
considérée  par  Newton.  (97-98). 

*Loria    (G-).  —  Exposé    de    quelques    recherches    concernant 
l'existence  de  racines  dans  les  équations  algébriques.  (99-1 12). 

*  S  te  in  Schneider  {M.).  —  Sur  quelques   points  de  l'histoire  des 
Mathématiques  (continuation).  (  1 1 3 - 1 1 G ) . 

Enestrôm  (G.)f  Académie  des  Sciences  de  Madrid.  —  Ques- 
tions. (32,  64,96,  119). 


Sixième  année  {  189-2). 

Bobynin  (V.).  —  Sur  l'œuvre  des  Grecs  dans  le  développement 
des  Mathématiques.  (1-2). 

*Suter  (//.).  —  Sur  la  traduction  d'Euclide  par  Nassir  ed-Din. 
(3-6). 

*Steinschnei  1er  (M.).  — Sur  quelques  points  de  l'histoire  des 
mathématiques  (continuation).  (7-H). 

Vivanti  (G.).  —  Notice  historique  sur  la  théorie  des  ensembles. 
(9-*5)- 

*Segre  (C).  —  Sur  l'histoire  du  principe  de  correspondance  et 
des  systèmes  de  courbes.  (33-47). 

Dickstein  (S.).  —  Sur  les  découvertes  mathématiques  de  Wronski. 
(48-62,  85-go). 

* Steinschneider  (M.).  —  Les  traducteurs  et  les  commentateurs 
arabes  de  YAlmageste.  (53-62). 

* Bestliorn  (/?.-0.).  —  Le  commentaire    de  Simplicius    sur   les 
Eléments  d'Euclide.  (65-f>6). 
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*Favaro  {A.).  —  Eludes  italiennes  sur  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques. (6^-84). 

*Loria  (C).  —  Conjectures  et  recherches  sur  l'arithmétique  des 
anciens  Égyptiens.  (97-109). 

Bobynin  (V.).  —  Progrès  successifs  des  sciences  mathématiques 
chez  lès  peuples  de  l'Europe.  (  1 10- 1 1 4)- 

Eneslrom  (0.).  —  Questions.  (3a,  64,  96,  120). 


Septième  année  (  1893). 

*Suter  (//.).  —  Sur  l'histoire  de  la  Trigonométrie.  (1-8). 

*Dickstein   (S.).    —   Sur    les     découvertes    mathématiques    de 
Wronski  (continuation).  (9-14). 

*Favaro  (A.).  —  Sur  une  prétendue  seconde  édition  de  V Algèbre 
de  Rafaël  Bomhelli.  (10-17). 

Bobynin   (V.).  —  Sur   la    propagation    des   signes    numériques 

cunéiformes.  (18-20). 

*  IVeissenborn    (//•)•  —  Sur  le  Joseph  us  sapiens  ou  Josephus 
hispanus  mentionné  par  Gerberl.  (21 -a3). 

*\  alentin  (G.).  —  Les   deux  éditions  des   Eléments  d'Euclide 
publiées  en    1  482.  (33-38). 

*Loria  (G.).   —  L'action  présente  et  les  problèmes  actuels  dans 
le  domaine  de  l'histoire  des  Mathématiques.  (3946). 

* Loria  (G.).  — Nouvelles  Notices   sur  le  théorème  fondamental 
de  la  théorie  des  équations  algébriques.  (47-00). 

*Steinschneider    ('/•)•    —   Traductions    en    hébreu    d'ouvrages 
mathématiques.  (f>  1  -.*>3). 

* Iliccardi  (/'.).  —  Sur  un  manuscrit  hébreu  contenant  quelques 
traités  de  Mathématiques  et  d'Astronomie.' (54-56). 
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*Steinschneider  (M.).  — L'histoire  des  Mathématiques  chez  les 

Juifs.  (65-7?.,    IOD-II2). 

*Steinschneicler  (Af.).  —  Sur  quelques  points  de  l'histoire  des 
Mathématiques  (fin).  (73-74). 

*Zanotti  Bianco  (O.).  —  Notice  historique  sur  la  variation  des 
latitudes.  (75-78). 

*Loria   (G.).  —  Un  nouveau  document  sur   l'Arithmétique  des 

_  * 

Grecs  et  des  Egyptiens.  (79-89). 

Zeuthen  (f/.~G.).  —  Note  sur   la  résolution  géométrique  d'une 
équation  du  3e  degré  par  Archimède.  (97-104). 

*Valentin  (6?.).  — Un  écrit  rare   sur  la  trisection  d'un   angle. 
(1 1 3-i 14). 

*JRiccardi  (P.),    Eneslrôm   (G.).  -1  Remarques  et  questions. 
(Si-32,  64,  96,  120). 


Huitième  année    (1894). 

Vivanti  (G.).  —  Note  sur  l'histoire  de  l'infinimenl  petit.  (1-12). 

*Curtze  (M.).  —  Sur  le  Josephus  sapiens  ou  hispan us  mentionné 
par  Gerbert.  (i3-i4). 

*Giïnlher(S.). —  Sur  la  lunette  sans  verre  dans  l'antiquité  et  au 
moyen  âge.  (  1 5-23). 

*Dickstein  (S.).  —  Sur   l'histoire  des  Mathématiques   au   xvue 
siècle.  (24). 

Enestrôm  (G.).  —  Quelques  remarques  sur  l'histoire  des  Mathé- 
matiques en  Espagne  au  xvie  siècle.  (33-36). 

*Steinschneider    (M.).    —   Les    Mathématiques    chez   les  Juifs 
(continuation).  (37-40,  79-83,  99-105). 

*Vacca  (G.).  —  Sur  la  première  démonstration  d'un   théorème 
de  Fermât.  (46-48). 
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Dickstein  (S.)  —  Sur  les  déco»  vertes  maïUéma  tiques  de  Wronski 
(™nl alion).  (,(9-5(,  8.Î-8,). 

Bobynin  (V-)-  —  S»r  les   méthodes  primitives  qui   ont  servi  à 
résoudre  des  questions  arithmétiques.  (5f>-fio). 

Knestrom  {fi.).  —  Sur  la  part  de  Jean  Bernoullî  dans  la  publica- 
tion de  V Analyse  des  infiniment  petits.  (65-j«). 

*Iticcardi  (/'.).   —  Sur  quelques   éditions  i\c\'Algorismus  àe 
Sacrobosco.  (7^-79). 

*  Su  ter  {H.).  —  Sur  le  Joseplats  sapiens.  (8j). 

-Ueiberg  (J.-L.).  —  Sur  le  lieu  de  naissance  de  Screnus.  (97-98). 

*liall  (W'.-W.-It.).  — Sur  l'emploi  d'un  svmhole  spécial  pour 
désigner  le  nombre  incommensurable  .'Î,i4  159....  (106  ). 

*Curtze  (.!/.)■  —  Sur  l'histoire  des   Mathématiques  aux  xiy"  et 
xv"  siècles.  (107-1  '  •*)■ 

*Curtzc  {M.).  —  Sur  l'histoire  Au  jeu  de  Joseph.  (116). 

Enestiiim  (G-),  *lfeman  (W.-IV.).   —  Questions  et   réponses. 
(,'î:>.,  Ii;j-(i.i,  y(i,  iïo). 


't'iutzi-  (  1/. ').  —  Sur   l'histoire   des  Mathématiques  aux  xir* 

des '(fin).  (1-8). 

*Loria  ('-'.).  —  Sur  Léon  Batlista  Alberli. 
*  S 11  ter  (II.).  —  Sur  l'hisloia^^B  '  < 
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Enestrom  (G.).  —  Note  bibliographique  sur  les  femmes  dans  Jes 
sciences  exactes.  (73-76). 

Bobynin  (V.).  —  Esquisse  de  l'histoire  du  calcul  fractionnaire. 

(97-101). 

*Steinschneider  {M.).  —  Johannes  Anglicus  et  son  quadrans. 

(1 02-104). 

* Braunmiihl  (A .  von).  —  Contribution  à  l'histoire  delà  méthode 
dite  prosthaphérê. tique  dans  la  Trigonométrie.  (io5-io8). 

*Steinschncider  (M.),    Enestrom    (C),    *Suter    (H.).    — 
Remarques,  questions  et  réponses.  (3t-32,  64,  96,  120). 


Table  générale  des  années   1887-1896. 

I.  Tables  des  auteurs  avec  portraits,  notices  biographiques  et 

indications  de  leurs  contributions.  (3-2i  ). 

II.  Table  méthodique  des  notes  originales.  (22-28). 

III.  Table  des  écrits  analysés.  (29-35). 

IV.  Table  des  noms  et  des  matières.  (36-85). 


Onzième  année  (1897). 

Vaux  (C.  de).  —  Sur  le  sens  exact  du  mot  «  al-djèbr  ».  (1-2). 

Tannery  {!*.)-  —  Magister  Robertus  Anglicus  in  Montepessulano. 

(3-6)*. 

*Loria  (6\).  —  Vcrsiera,  visicra  et  pseudo-versiera.  (7-12,  33-34). 

*Steinschneider  (M.).  —  L'histoire  des  Mathématiques  chez  les 
Juifs  (continuation).  (  i3-i8,  35-{2,  73-82,  io3-ii2). 

Enestrom  (fi.).  —  Sur  la  découverte  de  l'intégrale  complète  des 
équations    différentielles    linéaires     à     coefficients    constants. 

(43-5o  ). 
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Enestrôm   (G.).  —  Sur  les   lettres   de   Léonard  Euler  à  Jean  1 
Bernoulli.  (5i-56). 

*Berthold  (G.).  —  Sur  la  phrase:  «  eppur  si  muove  »  attribuée 
à  Galilée.  (57-58). 

*  Enestrôm  (6?.).  —  Sur  les   travaux  les   plus   récents    dans    le 
domaine  de  la  bibliographie  mathématique.  (65-72). 

*Suter  {H.).  —  Quelques  contributions  à  l'histoire  des  mathé- 
maticiens et  astronomes  arabes.  (83-86). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  les  neuf  limites  mentionnées  dans  YAlgo- 
rismus  de  Sacrobosco.  (97-102). 

*Braunmiïhl   (A.  von).   —  Cours    et    séminaire   d'histoire    des 
Mathématiques  à  l'Ecole  polytechnique  de  Munich.  (1  i3-i  i5). 

Enestrôm  (G.),  Cantor  (^/.),   Vaux  (C.  de).  —  Questions  et 
réponses.  (3o-32,  64,  95-96,  120). 


Douzième  année  (1898). 

Vaux  (C.  de).  —  Une  proposition  du  Livre  des  fils  de    Mousa 
sur  les  calculs  approchés.  (1-2). 

Vaux  (C.  de).  —  Une  solution  du  problème  des  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  droites  données.  (3-4)* 

* Steinschneider  {M.).  —  L'histoire  des  Mathématiques  chez  les 
Juifs  (continuation).  (5-i2,  33-4o,  79-89). 

*  Smith  (D.-E.).  —  Sur  le  cours  d'histoire  des  Mathématiques 
à  l'école  normale  de  Michigan.  (13-17). 

Enestrôm  (G.).  —  A  propos  de  l'interprétation  du  titre  samielois 
d'Albert  Girard.  (18). 

Enestrôm  (G.).   —  Sur   quelques   propositions  de   planimétrie 
énoncées  dans  un  manuscrit  norvégien  du  \ive  siècle,  (19-22). 
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*Valcntin   (G.).  —  Contribution   à   la  bibliographie    des  écrits 
d'Eu  1er.  (4 1-49). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  un  point  de  la  querelle  au  sujet  de  l'in- 
vention du  calcul  infinitésimal.  (5o-52). 

* Braunmiihl  (A .  von).  —  Sur  l'histoire  du  triangle  polaire  de  la 
sphère.   (65-72). 

*Suter  (//.)•  —  Sur  deux  manuscrits  mathématiques  arabes  de  la 
bibliothèque  royale  de  Berlin.  (73-78). 

*Curtze  (M.)»  —  Le  traité  de  Levi  ben  Gerson  sur  la  trigono- 
métrie et  le  Baculus  Jacobi.  (97-1 12). 

Enestrôm  (G.).  —  Note  historique  sur  une  proposition  analogue 
au  théorème  de  Pylhagoras.  (1  i3-i  i4). 

Enestrôm  (G.),  *Steinschneider  (Af.),  *Braunmiïhl(A.  uo/i), 
*Curtze  {AL),  *Werthcim  (G.).  —  Questions  et  réponses. 
(3 1-32,  64,  94~96>  1 19-120), 


Treizième  année  (i8yg). 

*Steinschneider  (A/.).  —  L'histoire  des  Mathématiques  chez  les 
Juifs  (fin).  (1-9,  3--45,  97-104). 

*Loria   (G.).  —  Un    traité    sur  les   courbes   planes    algébriques 
publié  sans  nom  d'auteur.  (10-12). 

Pincherle   (S.).   —  Pour  la   bibliographie  de  la  théorie  des  opé- 
rations distributives.  (  1 3- 18). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  la  découverte  de  l'équation  générale  des 
lignes  géodésiques.  (19-24). 

Vaux  (C.  de).  —  Sur  l'histoire  de  l'arithmétique  arabe.  (33- 
36;. 
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Enestrdm  (C).  —  Remarque  sur  l'origine  de  la  formule 


llOffl  = 15- 


(46). 


*Stàckcl  (P.).  —  Sur  la  bibliographie  de  la  théorie  des  lignes 
parallèles  (47*48). 

*Gibson  (G.-^t.).  —  L'Anafyst  de  Berkeley  et  ses  adversaires;  un 
épisode  dans  le  développement  de  la  théorie  des  limites. 
(65-70). 

*f/alter  (5.).  —  Contribution  à  l'histoire  de  la  résolution  de 
triangles   sphériques    à  l'aide    de   projection    stéréographique 

(-1-80). 

Bobynin  (  F.). —  La  marche  successive  dans  la  fusion  des  notions 
de  la  fraction  et  du  quotient.  ( 8 1  -85). 

*Suter  {H\).  —  Notices  sur  mathématiciens  et  astronomes  arabes. 
(86-88,  118-119). 

Enestrdm  (6?.).  —  Remarque  sur  l'époque  où  le  mol  plus  a 
été  introduit  comme  terme  d'addition.  (io5-io6). 

*Stiïckel  (P.).  —  Remarque  sur  la  Théorie  der  Parallellinien 
de  Lambert.  (107-110). 

Enestrdm  ((#.),  *Cantor  (M.),  *Steinschneider  (;!/.).  —  Ques- 
tions et  réponses.  (32,  63-64,  94*96,  1 19). 


BlBLIOTHECA    MATHKMÀTICA.   ZeITSCHIUFT  FUR   GeSCHICHTE 
DER  MATHEMATISLHEfl    WlSSEWSCHAFTEN.     F>rilte  FolgC    (  '  ). 

*Enestrôm  (G.),  —  Les  buts  d'un  organe  destiné  à  des  recherches 


(.').  Outre  des  articles  originaux  (indiques  ci -dessus)  chaque  cahier  contient  : 
1*  des  analyses  d'ouvrages  d'histoire  des  Mathématiques  ;.  2*  une  liste  de  publi- 
cations récentes  dans  ce  domaine  :  3*  une  chronique. 
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d'histoire  des  mathématiques  et  à  des  questions  actuelles  dans  le 
domaine  des  sciences  mathématiques.  (1-7). 

*Hultsch  (F.).  —  Les  séries  pythagoriciennes  pour  les  côtés  et  les 
diagonaux  des  carrés  et  leur  transformation  en  une  série  double 
de  nombres  entiers.  (7-12). 

*Schmidt  (W.).  —  VEphodikon  d' Archimède.  (i3-i4)« 

Duhcm  (P.).  —  Archimède  connaissait-il  le  paradoxe  hydro- 
statique? (  iS-icj). 

Zeulhen  (//.-6?.).  —  Note  sur  la    trigonométrie   de    l'antiquité. 

(20-27). 

Vaux  (C.  de).  —  Notice  sur  un  manuscrit  arabe  traitant  de  ma- 
chines attribuées  à  Héron,  Philon  et  Archimède.  (28-38). 

Tannery  (/*.).  —  Notes  sur  la  Pseudo-Géométrie  de  Boèce. 
(  39-5o). 

*Curtze  (A/.)  —  Deux  contributions  à  l'histoire  de  la  Physique  au 
moyen  âge.  (5i-5g). 

Kucharzewski  {F.).  —  Sur  quelques  niveaux  du  xvic  siècle. 
(6o-63). 

* Braunmiïhl  {A.  von).  —  Le  développement  successif  des  no- 
talions  dans  la  Trigonométrie.  (67-74)- 

*Loria  (G.)  —  Les  recherches  inédites  de  Evangelisla  Torricelli 
sur  la  courbe  logarithmique.  (75-89). 

*/Ieinrich  (G.).  —  Notice  sur  l'histoire  de  la  formule  de  Simpson 
(9°-92)- 

Bosscha  (J.)  —  Les  Œuvres  complètes  de  Christiaan  Huygens* 

(93~96)- 

Korteweg  (D.-J.).  —  La  solution  de  Christiaan  Huygens  du  pro- 
blème de  la  chaînette  (97-108). 
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*Stàckel  (P-)-  —  Intégration  dans  le  domaine  imaginaire.  Une 
contribution  à  l'histoire  de  la  théorie  des  fonctions.  (109-128). 

*  Lampe  (E.)  —  Sur  la  biographie  de  Jacques  Sleiner.  (1 29-141). 

*Wôlffing  (E.).  —  Sur  l'état  actuel  de  la  théorie  des  coordon- 
nées naturelles  (142-159). 

*Vivanti  (G.).  —   Liste  bibliographique   de    la  théorie  des  en- 
sembles, 189.3- 1899.  (160-1 65). 

*Engel  (F.).  —  Sophus  Lie.  (166-204  avec  portrait  comme  fron- 
tispice). 

* M f aller  (/'*.).  —  Charles-Emmanuel  Gerhardt.  (203-216). 

*Gunther  (S.)  —  Ferdinand  Rosenberger  (1845-1899).  (217- 
224). 

Enestrôm  (G.)  —  H.-E.  Wappler.  (2*%5). 

*Gutzmer  (A.)  —  L.-G.  Gasco.  (225-226). 

*Curtze  (M.)  —  Le  70e  anniversaire  de  la  naissance  de  Maurice 
Cantor.  ( 227-23 1). 

Mans  ion  (P.)  —  Programme  du  cours  d'histoire  des  Mathéma- 
tiques à  rUniversilé  de  Gand.  (232-236). 

*Valenlin  (G.)  —  Les  travaux  préparatoires  pour  une  bibliogra- 
phie générale  des  Mathématiques.  (237-245). 

Laisant  (C.-A.).  —  Sur  l'état  d'avancement  du  Répertoire  biblio- 
graphique des  sciences  mathématiques.  (246-249). 

*Graf  (J.-ff.).  —  La  projetée  bibliographie  internationale  des 
sciences.  (250-257). 

*Gutzmer  (A.)y  *Whittakcr  (E.-J.),  *Macfarlane  (A.),  Boyer 
(«/.),  'Enestrôm  (G.).  —  Congrès  de  mathématiciens  en  1899 
et  1900  (258-265). 

Tanncry(I\),  *  Enestrôm  (G.),  Zr  ut  tien  (//.-6\),  Braunmùhl 
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(.1.    von).    —    Peliles    remarques    sur    les    Vorlesungen   de 
M.  Cantor.  (263-273,  499-5 14)« 

*  S  te  in  Schneider  (AL).  —  Roberlus  Caslrcnsis.  (273-274). 

Enestrôm  (G.).  —  Sur  une  brochure  publiée  en  1700  par  Jacques 
Bernoulli  (274). 

*Schmidt  (If  \).  —  Vilruveel  les  arpenteurs  romaios  ont-ils  puisé 
clans  Héron?  (297-318). 

*Schmidt  (Il '.).  —  Les  formules  héroniennes  pour  les  polygones 
sont  elles  trigonomélriques?  (3 19-320). 

*Citrtze  (JAV  —  Documents  pour  l'histoire  de  la  Trigonométrie 
au  moyen  âge.  (3*1-4 16). 

*tl  ertheim  ((*.).  —  Sur  la  résolution  de  quelques  problèmes  dans 
le  Tracta  tus  de  nttmeris  datix  de  Jordan  us  Xemorarius.  (4 17- 

420). 

*  Gerland  (AY>.  —  Sur  Faction  de  Leibniz  dans  le  domaine  de  la 

Physique  et  de  la  Mécanique  appliquée.  <4!*l~43'*^. 

*Pringsheim  {.t.).    —   Sur    l'histoire   du   théorème    de   Taylor. 
(4.U-{:9\. 

*finestr<ïm  y(»^  —  Sur  la  bibliographie  annuelle  mathématique 
projetée  par  la  Itoyal  Society.  ^  {80-484  '■• 

*  Lampe  (/f.%».  —  Le  deuxième  Congrès  international  des  Mathé- 

maticiens à  Paris.  ti-i 1  août  iqoo.  \  {85-4*M  ». 

*Gtttzmer  i.l.\   *lt'/tittaAer  i£".-7.».  —  Congrès  de  mathéma- 
ticiens  en  ujoo.  t^y^iy^'1- 

*KurschaAm  yJ.^  —  Traduction  moderne  de  la  Mesure  du  cercle 
dArchimède.  \  5 1  4-3  1 5  ». 

TimtchenA'o  \J.\  —  Sur  un  point  du   Tractatas  de  latitudini- 
btts  format  tan  de  Nicolas  Oresnie.  1  .m  Vitô  . 
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*Fnestrùm  (G.),  "Valentin  (G.),  *Hagen  (J.-G.)y  *Stâckel  (P.), 
Curtze  (3f.).  —  Questions  et  réponses.  (a-4-275,  oiô-Si^). 


Deuxième  Tome  (1901). 

* E nestrôm  (G.).  —  Historiographie  littéraire  et  historiographie 
scientifique  dans  le  domaine  des  Mathématiques.  (i-4)« 

*Schmitft  (JV.). —  Sur  l'histoire  de  risopérimétrie  dans   l'anti- 
quité. (5-8). 

Tannery  (P.).  —  Le  philosophe  Aganis  est-il  identique  à  Gemi- 
nus.  (9-1 1). 

*Sutcr  (//.).    —    Le   traité  d'arithmétique   de   Abu.  Zakarîja    el 
Hassâr  (i?,-4o). 

Tannery  (P-).  —  Sur  la  Practica  geometriœ  Hugonis.  (4i-44)« 

Tannery  (/*.).  —  Sur  le  Liber  au  g  menti  et  ditninutionis  com- 
pilé par  Abraham.  (45-47). 

*  Curtze  (M.)  —  Sur  l'histoire  de  la  mesure  et  de  la  division  du 
cercle  au  xv*  siècle.  (48-5 7). 

*Steinschneicfer  (M.).  —   Les   sciences  mathématiques  chez  les 
Juifs,  i44,~|5oo.  (08-76). 

*IIeinrich  (G.).  —  Le  traité  Vera  circuli  et  hyperbolœ  quadra- 
tara  de  Jacques  Gregory.  (77-85). 

*Braunmùhl  (A.  von).  —  Recherche  historique  sur  les  premiers 
travaux  sur  rinterpolalion.  (86-96). 

*Braunmiïhl  (A.  von).  —  Sur  l'histoire  de  l'invention  du  théo- 
rème dit  de  Afoivre.  (97-102). 

*Braunmiïhl  (A.  von).  —  Sur  l'histoire  de  la  Trigonométrie  au 
xviuc  siècle.  (io3-i  ioj. 
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*Stâckel  (/*.).  —  Contributions  à  l'histoire  de  la  théorie  des 
fonctions  au  xvme  siècle,  (i  1 1-121). 

*Stâckel  (P.).  —  Charles  Pelerson  (1828-1881).  (122-132). 

*Stâckel  (P.).  —  Comment  doit-on  abrévier  les  titres  des  jour- 
naux mathématiques?  (i33-i38). 

Hatzidakis  (N.-J.).  —  Sur  quelques  points  de  la  terminologie 
mathématique.  (i3()-i4o). 

Congrès  international  d'histoire  des  sciences  à  Paris,  1900. 
(i4i-i43). 

Bosmans  (//.),  *Curlze  {M.),  *Enestrôm  (G.),  *Favaro  {A.\ 
*Koppe  (if/.),  *  M  aller  (F.),  *Reuter  (//.),  Tannery  (/>.), 
Vacca  (C),  *\Vertheim  (G.).  —  Petites  remarques  sur  les  Vor- 
lesungen  de  M.  Canlor  (i43-i52,  35i-36o,  44(~443). 

*Hultsch  (F.).  —  Nouvelles  recherches  sur  le  calcul  égyptien  de 
quantièmes.  (177-184). 

*Boll  (F.).  —  Les  catalogues  d'étoiles  de  Hipparque  et  de  Ptolé- 
mée.  (i85-ig5). 

*Bjôrnbo  (A. -A.).  —  Ménélaus  d'Alexandrie  a-t-il  composé  un 
catalogue  d'étoiles  fixes?  (196-21  2). 

*  Werlheim  (G.).  —  La  logistique  de  Jean  Butéon.  (213-219). 

*Favaro  {A.).  —  Galilée  el  Simon  Mavr.  (220-223). 

*Koppe  (M.).  —  Sur  les  méthodes  d'approximation  de  Huvgens 
pour  le  calcul  de  la  circonférence  du  cercle  et  des  logarithmes. 

(224-229). 

*Kutta  (H  .).  —  Intégrales  elliptiques  et  intégrales  d'autres  espèces 
chez  Wallis.  (23o-234^. 

*lV6ljfflng  {E.).  —  Sur  l'état  actuel  de  la  théorie  des  courbes 
cycliques.  (235-*5y). 
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*Cantor  (M.).  —    Notice   biographique   sur  Oscar   Schlomilch. 

(260-281). 

*Afiïller  (F.).  —  Sur  la  terminologie  mathématique.  (282-325). 

*Enestrôm  (G.).  —  Bio-bibliographie  des  mathématiciens  décé- 
dés eu  1 881-1900.  (32Ô-35o). 

*Schmidt  (W-)»  —  La  Physique  et  la  Mécanique  appliquée  chez 
Phi  Ion  de  Byzance.  (3^--383). 

*  Wis lice nus  (IV.-F.).  —  Les  cartes  de  la  Lune  de  Langrenus. 
(384-39i>. 

*Loria  (G.).  —  Eugène  Beltrami  et  ses  travaux  mathématiques. 
(392-44°  avec  portrait  comme  frontispice). 

*fletlmann    (G.).  —   Sur   l'optique   de   Robertus   Linconiensis. 

(443-444). 

*Fnestrôm  (G.),  Vacca  (G.),  *Valentîn  (G.)y  *JVertheîm  (G.), 
*Sturm  (si.)f*Beman  {W.- IV.).  —  Questions  et  réponses. 
(1 5 1- 1 53,  36o-36i,  444 )• 


Troisième  Tome  (1902). 

*Enestrôm  (G.).  —  Sur  la  division  de  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques en  périodes.  (1-6). 

*Budio  (F.).  —   L'exposé    de   Simplicius   des    quadratures    du 
cercle  par  Antiphon  et  Hippocrate.  (7-62). 

*BJôrnbo  (A. -A.).  —  Sur  deux  manuscrits  mathématiques  du 
xive  siècle.  (63--5). 

*  Wertheim  (G.).  —  Une  contribution  à  l'appréciation  de  Pierre- 
Antoine  Cataldi.  (~ti-S'i). 

*Goldbeck  (F.).    —   L'atomistique  de  Galilée  et    ses   sources. 

(84-112). 

Bull,  des  Sciences  mathcm.,  a'  aérie,  t.  XXX.  (Octobre  1906.)  R.tt 
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"Wertheim  (G.).  —  L'algèbre  de  Jean-Henri  Ilahn  (i65g)  et  sa 
traduction  anglaise.  (ii3-i2Ô). 

*Loria    (G.).    —    Pseudo-versiera    et   quadratrice    géométrique. 

(127-130). 

*Valentin  (G.).  —  Sur  une  lacune  apparente  dans  le  sixième  Tome 
du  Bullettino  de  Boncompagni.  (i3i-i3a). 

*\Vôljffing  (/?.).  —  Sur  les  abréviations  des  litres  de  journaux 
mathématiques.  (i33-i36). 

Bosmans  (//.),  *Enestrôm  (G.),  *Schmidt  (fV.),  *Sturm  (A.), 
Tannery  (/*.).  —  Petites  remarques  sur  les  Vorlesungen  de 
M.  Cantor.  (137-143,  238-242,  323-328,  4o5-4o8). 

*Schmidl  (W.).  —  Encore  une  fois  YEphodikon  d'Archimède. 
(i43-i44). 

Tannery  {P.).  —  Du  rôle  de  la  musique  grecque  dans  le  déve- 
loppement de  la  mathématique  pure.  (161-175). 

*Schmidt  (IV-)*  —  Sur  l'histoire  du  texte  des  Ochumena  d'Ar- 
chimède. (176-179). 

*Schmidt  (}V.).    —  Léonard   de  Vinci  cl  Héron  d'Alexandrie. 

(180-187). 

*Favaro  (A.).  —  Une  lettre  inédite  de  Tycho  Brahé.  (188-190). 

*Vacca  (G.).  —  Notices  historiques  sur  la  mesure  des  angles 
solides  et  des  polygones  sphériques.  (191- 197). 

*Schor  (O.),  —   Simon    Stévin   et   le   paradoxe    hydrostatique. 

(198-203). 

*Enestrôm  (G.).  —   Sur  l'origine  du  terme  équation  de  PelL 

(204-207). 

*Giïnther  (S.).  —  Le  mathématicien  et  géophysicien  François 
Zallinger  (1743-1828).  (208-225). 
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*Enestrôm  (G.).  —  Comment  doit-on  rédiger  convenablement  un 
annuaire  des  mathématiciens?  (226-234). 

* Millier  {F.).  —  Sur  l'abréviation  des  titres  de  journaux  mathé- 
matiques. (235-237). 

*Enestrôm  (G.).  —  Sur  un  manuscrit  de  la  trigonométrie  de  Jean 
Werner,  récemment  découvert.  (242-243). 

Tannery  (/*.).  —  Sur  la  sommation  des  cubes  entiers  dans  l'an- 
tiquité (257-258). 

*Suter  {H.).  —  Sur  la  Géométrie  des  fils  de  Mûsâ  ben  Schâkir. 

(259-272). 

* Ilayashi  (.A).  —  Sur  les  valeurs  de  iz  utilisées  par  les  mathéma- 
ticiens japonais  des  xvne  et  xvme  siècles.  (273-275). 

Loria  (G.).  —  L'œuvre  mathématique  d'Ernest  de  Jonquières. 
(276-322  avec  portrait  comme  frontispice). 

*Schmidt  (IV.).  —  Sur  l'histoire  de  la  chaudière  dans  l'antiquité. 
(337-34i). 

Tannery  (/*.).  —  Simplicius  et  la  quadrature  du  cercle.  (342-349). 

*Suter  {H*)-  —  Sur  les  auteurs  indiqués  dans  le  Liber  au  g  menti 
et  diminutionis.  (35o-354). 

*Enestrôm  (G.).  —  Un  oublié  cossisle  allemand  du  commence- 
ment du  xvie  siècle.  (355-36o). 

*Wôlfjing  (E.).  —  Sur  l'état  actuel  de  la  théorie  de  la  surface  de 
Fonde  de  Fresnel.  (36i-382). 

*Favaro  (A.).   —  Sur  quelques  singularités  du  Bullettino  du 
prince  Boncompagni.  (383-385). 

*  G  unifier  (S.).  —  Auguste  Heller.  (386-394). 

Enestrôm  (G.),  —  Gustave  Werthcim  (3g5-4o2). 

*Braunmuhl  (A.  von).  —   Cours  et  séminaire  d'Histoire  des 
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Mathématiques  à  l'Ecole  polytechnique  de  Munich  en  1 897- 
1902.  (4o3-4o4). 

*Suler  (//.).  —  Sur  les  prétendues  transcriptions  incorrectes  des 
noms  grecs  par  les  traducteurs  arabes.  (408-409). 

*Goldziher  (A'.).  —  Weierstrass  et  le  principe  appelé  de  Dirich- 
let.  (409-410). 

*  Wertheim  (G.),  *Enestrôm  (G.),  Vacca  (G.),  Fehr(H.),  *Cantor 
(Jff')y  *Favaro  (A.).  —  Questions  et  réponses.  (i44~,45,  M3, 
328,  410-412). 


Quatrième  Tome  (1903). 

*Enestrôm  (G.).  —  Sur  l'histoire  des  Mathématiques  traitée  au 
point  de  vue  du  développement  de  la  vie  civilisée  et  au  point  de 
vue  mathématique.  (1-6). 

'''Schtnidt  (  W.),  —  Sur  les  niveaux  et  la  construction  de  tunnels 
dans  l'antiquité.  (--12). 

*Rudio  (/'.).  —  Pour  la  réhabilitation  de  Simplicius.  (i3-ig). 

*Sutcr  (//•).  —  Sur  quelques  noms  d'auteurs,  non  encore  iden- 
tifiés, dans  les  traductions  de  Gérard  de  Crémone  (19-2^). 

*\Vallner  (C. -/{.).  —  Les  modifications  de  la  notion  d'indivisible 
depuis  Cavalieri  jusqu'à  Wallis.  (28-^7). 

*Loria  (G.).  —  Remarques  sur  l'histoire  d'un  problème  apparte- 
nant apparemment  à  la  Géométrie  élémentaire.  (48-5 1). 

Pexider  (J.-V.).  —  Aperçu  de  la  littérature  sur  le  théorème 
d'Abel.  (52-64). 

*Giïnthcr  (S.).  —  Maximilicn  Curlze.  (65-8 1). 

*Enestrôrn  (G.).  —  Sur  les  buts  d'une  bibliothèque  mathéma- 
tique centrale.  (82-85). 
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*Braunmiïhl  (A.  von),  *Eneslrôm(G.),  *Grônblad(C.),  Lambo 
(CA.),  *Sturm  (A.).  —  Petites  remarques  sur  les  Vorlesungen 
de  M.  Cantor.  (86-90,  206-210,  283-288,  396-40 0* 

*Cantor  (M.).  —  Comment  doit-on  traiter  l'histoire  des  Mathé- 
matiques? (1 1 3—i  17). 

*Sckmidt  (IV.).  —  Sur  l'exposé  de  Simplicius  de  la  quadrature 
des  lunules  d'Hippocrale.  (1 18-126). 

*Suter  (//.).  —  L'auteur  du  traité  :  Les  fondements  des  Tables 
de  Chowàrezmi.  (127-129). 

Bjôrnbo  (A. -A.).  —  Hermannus  Dalmala  comme  traducteur 
d'ouvrages  astronomiques»  (i3o-i33). 

*Mayer  (/.).  —  L'astronome  Cyprianus  Leovitius  et  ses  travaux. 
(i34-i59). 

*Sturm  (/?.).  —  Aperçu  des  travaux  traitant  des  problèmes  pro- 
posés par  Steiner.  (160-184).  • 

*Macfavlane  (A.),  —  Pierre  Gulhrie  Tait,  sa  vie  et  ses  travaux. 
(i85-20o),  avec  portrait  comme  frontispice. 

*Enestrôm  (G.).  —  Sur  la  rédaction  convenable  de  titres  d'arti- 
cles mathématiques.  (201-204)* 

*Enestrôm  (G.).  —  Sur  les  façons  de  traiter  l'histoire  des  Mathé- 
matiques. (  225-233). 

*Schmidt  (JV.).  —  Sur  la  forme  de  la  Groma  des  arpenteurs 
romains.  (234-237). 

* Bjôrnbo  (st. -.t.).  —  Les  anciens  manuscrits  mathématiques  du 
couvent  de  Saint-Marc  à  Florence  (238-245). 

*Wallner  (C.-R.).  —  Sur  l'origine  de  la  notion  de  limite. 
(246-209). 

*Schtcsingcr  (L.).  —  Nouvelles  contributions  à  la  biographie  de 
Wolfgang  cl  Jean  Boirai  (260-270). 
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*Mùller  (/*.).  —  Sur  des  cours  pour  servir  à  l'introduction  dans  la 
littérature  mathématique.  (271-279). 

*Vacca  (G.).  —  Congrès  international  d'histoire  des  sciences  ma- 
thématiques et  physiques  à  Rome  en  1903.  (280-283). 

*BJôrnbo  (A. -A.).   —  Un  cours  complet  de  Mathématiques  et 
d'Astrologie  au  moyen  âge.  (288-290). 

^Schmidt  (W. ).   —   Sur  le    mathématicien   grec   Dionysodore. 
(3ai-325). 

*Bjôrnbo  (A. -A.).  —  Sur  un  répertoire  bibliographique  des  ma- 
nuscrits mathématiques  du  moyen  âge.  (326-333). 

*Favaro  (A.).    —    Sur    le    mathématicien    crémonais    Léonard 
Mainardi.  (334-337). 

Duhem  (P.).  —  Léonard  de  Vinci  et  la  composition  des  forces 
concourantes.  (338-343). 

*Enestrôm  (G.).  —  La  correspondance  entre  Léonard  Euler  et 
Jean  I  Bernoulli.  I.  (344-388). 

*Aliiller  (F.).  —  Sur  la  fondation  d'une  bibliothèque  mathéma- 
tique centrale.  (389-391). 

*Encstrôm  [G.).  —  Sur  des  expositions  de  la  littérature  des  Ma- 
thématiques. (392-39;)). 

*Encstrôm  (G.),  Bosmans  (//.),  *Stiïckel  (A\),  Lefebvvc  (#•), 
*  ff  allner  (C.-B.).  —  Questions  et  réponses.  (90-91,  210-212, 
290-292,  4o2-4o3). 


Cinquième  Tome  (1904). 

*Encslrom  (G.).   —   Sur  le  développement  régulier  et  le  déve- 
loppement irrégulier  dans  le  domaine  des  Mathématiques,  (i-i  ). 

Tannery  (/^.).  —  Sur  le  symbole  de  soustraction  chez  les  Grecs. 

(5-8). 
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*Enestrôm  (G.).  —  Jordanus  Nemorarius  est-il  auteur  du  traité 
A  Igorithm us  demonstratus  ?  (  9- 1 4  ) . 

*Kôrner  (Th.).  —  La  notion  du  point  matériel  dans  la  Mécanique 
du  xvme  siècle.  (10-62). 

*Enestrôm  (G.).  —  L'histoire  des  Mathématiques  et  l'Enseigne- 
ment universitaire.  (63-67). 

*Enestrôm   (G.),  *Enkle  (./.),  *Grâfe  (F.),  ^Millier  (F.).  — 
Questions  et  réponses.  (68-72,  200-208,  3o5-3io,  4o7"4i4)« 

Zeuthen  (II. -G.).  —  Sur  l'Arithmétique  géométrique  des  Grecs 
et  des  Indiens.  (97-1 12). 

^Wallner  (C.-It.).  —  Sur  les  points  saillants  du  développement 
du  calcul  infinitésimal.  (11 3-i 24 )- 

Loria  (G.).    —   Louis   Cremona   et  son    œuvre    mathématique. 
(1 23-190),  avec  portrait  comme  frontispice. 

*Enestrôm  (G.).  —  Est-il  convenable  que  les  articles  des  jour- 
naux mathématiques  soient  datés?  (196-199). 

*Ilultsch  (F.).  —  Les  calculs  sexagésimaux  dans  les  scholies  sur 
les  Eléments  d'Euclide.  (225-233). 

*Gerland  (E.).   —    Sur    l'invention    de    l'horloge   à    pendule. 
(234-247). 

*Enestrôm  (G.).  —  La  correspondance  entre  Léonard  Euler  et 
Jean  IBernoulli.  11.(248-297). 

*Enestrôm  (G.).  —  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  ana- 
lyses d'ouvrages  mathématiques?  (298-304). 

Loria  (G.).  —  Un  article  de  L.  Cremona   sur  Giovanni  Ceva. 
(3..). 

Duhem  (P.).  —  Un  ouvrage  perdu  cité  par  Jordanus  de  Nemore  : 
le  Philolechnes  (32  1-320). 
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*Favaro  (A.).  —    Nouvelles    recherches  sur  le  mathématicien 
Léonard  de  Crémone  (326-34 1). 

Tosmans  (//.).  —  Note  sur  la  Trigonométrie  d'Adrien  Romain. 
(342-354). 

*Braunmùhl  (A.  von).  —  Contributions  à  l'histoire  du  calcul 
intégral  chez  Newton  et  Cotes.  (355-365). 

^Hoffmann  (E.).  —  Le  développement  des  problèmes  divers  sur 
les  solides  de  la  plus  grande  attraction.  (366-397). 

*Enestrôm  (G.).  —  Un  nouvel  ouvrage  à  l'appui  de  la  propagation 
de  connaissances  de  l'histoire  des  Mathématiques.  (398-409). 

*Enestrôm  (G.),  *Iiatk  (E.),  *Favaro  (A.),   Tannery  (P.).  — 
Questions  et  réponses.  (72-73,  208-210,  3i  i-3ia,  4i4~4I6). 

G.  E. 


ATTI   DELLA    R.   ÀCCADEMIA   DKLLE   SdENZE   DI    TottlNO. 

Torino,  C.  Clausen,  in-8°. 
Tome  XXXV,  1 899-1900  (*). 


Rosati  (C).  —  [M24rf].  Sur  les  surfaces  de  Véronèse  et  de 
Steiner.  (1  2-19). 

En  employant  la  représentation  du  plan  de  coniques  sur  un  espace  SiT 
Fauteur  démontre  des  propriétés  de  ces  deux  surfaces.  Par  exemple  :  le  lieu 
des  pôles  des  cordes  d'une  quartique  gauche  située  sur  la  surface  de  Slciner, 
par  rapport  aux  coniques  de  cette  sur/acc  passant  par  leurs  points  d'appui,  est 
encore  une  surface  de  Steiner. 

Lci'i(/t.).  —  [M28ref. M2  1  b].  Sur  la  transformation  du  domaine 
d'un  point  par  une  correspondance  Irrationnelle  entre  deux 
espaces.  (20-33). 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXVI,,  p.  32. 
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L'auteur  démontre  ici  une  proposition  fondamentale,  dont  il  s'est  servi  dans 
un  autre  travail  {Résolution  des  singularités  ponctuelles  des  surfaces  algé- 
briques, t.  XXXIII),  c'est-à-dire  que,  si  deux  variétés  se  transforment  Tune 
dans  l'autre  par  une  correspondance  birationncllc  de  l'espace,  les  points  cor- 
respondants réguliers  ont,  sur  les  deux  variétés  et  suivant  des  branches  corres- 
pondantes, les  mêmes  caractères  de  composition. 

De  Francesco  (/?.).  —  [R86ref.Ql].  Sur  le  mouvement  spon- 
tané d'un  corps  rigide  dans  un  espace  de  courbure  constante. 

(34-38). 

Les  six  équations  de  Heaih  [On  the  Dynamic  0/  a  rigid  body  in  elliptic 
space  {Phil.  Trans.  0/  the  fi.  S.  0/  Londo/t,  1884,  Vol.  CLXXV,  1"  Partie, 
p.  3i6]  admettent,  outre  les  trois  intégrales  quadratiques  trouvées  par  Hcatli 
même,  une  quatrième  intégrale  trouvée  par  l'auteur.  Au  moyen  de  celte  inté- 
grale et  d'un  théorème  de  M.  Vollerra,  l'auteur  trouve  les  six  vitesses  angu- 
laires, représentées  par  les  caractéristiques  o>.  Pour  que  la  solution  soit  com- 
plète, il  reste  à  trouver  les  six  paramètres  déterminant  à  chaque  instant  la 
position  du  corps.  Pour  cela,  voir  la  note  à  la  page  387.  Le  théorème  de 
M.  Volterra  est  le  suivant  : 

Dans  le  mouvement  spontané  à  caractéristiques  indépendantes  d'ordre  v, 
si,  outre  l'intégrale  des  forces  vives,  on  connaît  v —  3  intégrales  indépen- 
dantes du  temps,  et  l'un  d'eux  est  du  deuxième  degré  {dont  l'équation 
déterminante  ail  les  racines  différentes  ),  la  détermination  des  caractéris- 
tiques se  réduit  aux  quadratures  {voir  ces  Atti,  t.  XXXIII,  1897-1898,  p.  474  : 
Sur  une  classe  d'équations  dynamiques). 

AlmatVsi  (E.).  —  [T2a].  Sur  la  torsion  des  cylindres  creux  à 
épaisseur  très  petite.  (39-53). 

Lerch  (^/.).  —  [Dlc].  Nouvelle  formule  pour  la  diflerentialion 
d'une  certaine  classe  de  séries  irigonométriques.  (S/f-Sc)). 

Si  les  quantités 

0|«      C3,      C3,      .  •  • 

sont  telles  que  les  sommes 

Cv=  c,  +  c,+...+  fv 

engendrent  des  limites  finies  et  déterminées 

,im  <wi=A„         lim  CW(l+2=  A3,        ...,         lim  Cm„=  A„„ 

et  que  les  différences 
Bull,  des  Sciences  ma  thé  m. ,  1*  série,  t.  XXX.  (Novembre  190*).)      R.iu 
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satisfont  à  la  condition  que  la  série 


2]  Bve*~» 


soit  uniformément  convergente  dans   un   certain   intervalle  (x9...xl ),  tout 
intérieur  à  (o  ...  i),  la  dérivée  de  la  fonction 


00 


/(«^Z-v*1"*'    <*•=*=*«) 


aura  pour  valeur  l'expression 


m 


f(x)  =    Mna?1C    2-kî  y  À-eTO-n— >««-+- 4 Wsina?Tc  V  b,«(»*,>*". 

^  SI  0/7107  71  Ami      *  n  ^d       * 

p=l  V=i 

Guidi  (C).  —  [T2].  Sur, un  nouveau  flexi mètre  et  sur  ses  appli- 
cations. (175-186). 

Volterra  (  V.).  —  [R86].  Sur  les  intégrales  linéaires  des  mouve- 
ments spontanés  à  caractéristiques  indépendantes.  (186-192). 

Critère  pour  reconnaître  a  priori  l'existence  de  v  —  3  intégrales  linéaires  des 
équations  des  mouvements  spontanés  à  caractéristiques  indépendantes  d'ordre  v. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations 


y.  d(T,  F) 

Pt    Z*e*st d{Pr, Pk) 


admettent  v  —  3    intégrales  linéaires  est   que  les  coefficients  satisfassent  aux 
équations 

A 

S'il  en  est  ainsi,  ces  équations  s'intègrent  par  fonctions  elliptiques.  À  la  fin 
çle  cette  Note,  il  y  a  un  erratum  relatif  à  l'autre  Note  :  Sur  une  classe  d'équa- 
tions dynamiques^  t.  XXXIV,  1898. 

Giudice  {F.),  —  [Ql]»  Sur  la  métrique  des  espaces  de  courbure 
constante.  (iq3-2i8). 

Exposition  détaillée  des  principes,  ayant  principalement  pour  but  de  faciliter 
la  lecture  des  Mémoires  de  Klein  {Math.  Ann.t  1871,  1873  et  1890). 

Boggio  (T.).  —   [T2«8].   Sur  l'équilibre  des  membranes  élas- 
tiques planes.  (219-239). 
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Déformation  d'une  membrane  isotrope,  soumise  à  des  forces  agissant  au 
contour,  dans  le  plan  de  la  membrane,  et  en  connaissant  les  composantes  du 
déplacement  en  chaque  point  du  contour.  Les  composantes  du  déplacement 
d'un  point  de  la  membrane  peuvent  s'exprimer  par  des  intégrales  définies, 
pourvu  que  Ton  puisse  faire  la  représentation  conforme  de  l'aire  de  la  mem- 
brane sur  un  cercle,  par  les  formules 

x'  =  p(x,  y), 
y  =  q(x%y), 

p,  q  étant  des  polynômes  harmoniques  de  degré  nu 

De  Francesco  (D.).  —  [R86ref.Ql].  Sur  le.  mouvement  spon- 
tané d'un  corps  rigide  dans  un  espace  de  courbure  constante. 

(387-399). 

Note  faisant  suile  à  l'autre  publiée  dans  ce  môme  Tome  à  la  page  34.  Ici 
l'auteur  complète  la  solution  en  trouvant  les  six  paramètres  qui  déterminent 
en  chaque  instant  la  position  du  corps.  Pour  trouver  ces  six  paramètres,  on  a 
six  intégrales  de  Heath,  mais  elles  ne  sont  pas  indépendantes;  l'auteur  trouve 
les  deux  autres  intégrales,  nécessaires  pour  leur  détermination. 

Zanotti  Bianco  (O.).  —  [U7].  Sur  quelques  travaux  récents  ita- 
liens relatifs  à  la  constitution  physique  de  l'atmosphère,  fondés 
sur  les  observations  de  James  Glaisher.  Contribution  à  l'histoire 
de  la  Météorologie.  (400-427). 

Tanturri  (A.).  —  [N42ref.Q2].  Un  problème  de  Géométrie 
énumérative  sur  les  variétés  algébriques  lieux  de  00 !  espaces. 
(427-442). 

Nombre  des  hyperplans  contenant  le  nombre  maximum  de  Sà  générateurs 
d'une  variété  algébrique  (à  A-t-i  dimensions),  lieu  de  oo1  espaces  S*. 

Scorza  (G.).  —  [M|2e].  Sur  les  correspondances  (/?,  p)  existant 
-  sur  les  courbes  de  genre  p  à  modules  généraux.  (443-459). 

Dans  une  correspondance  («,  p),  en  indiquant  par  ux(x),  ...,  u  (x)  les 
valeurs  aux.  points  x  des  p  intégrales  normales  de  première  espèce  de  la  surface, 
riemannienne  R,  on  a 

1=1 

où  y  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  et  irà  une  constante  indépendante 
de  x.  Le  nombre  7  est  la  valence  de  la  correspondance.  Si  y  est  positif,  on  a 
a  -t-  p  +  îpy  coïncidences.  Si  y  est  négatif  =  —  y\  deux  points  quelconques  X 
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et  xx,  comptés  y'  fois  chacun,  et  pris  le  premier  avec  les  correspondants  de  xiy 
et  le  second  avec  les  correspondants  de  x,  forment  deux  groupes  de  points 
corésiducls;  et  réciproquement.  Une  correspondance  (p,  p)  de  valence  posi- 
tive y  est  spéciale  lorsque  tout  point  compté  y  fois,  avec  ses  p  points  corres- 
pondants, donne  un  groupe  spécial  (de  manière  que  Ton  ait  j%p  —  2).  Les 
correspondances  (/?,  p)  à  valence  négative  (=  —  1)  sont  acP,  et  une  telle  corres- 
pondance est  complètement  déterminée  lorsqu'on  donne  (arbitrairement)  le 
groupe  (non  spécial)  des  p  points  correspondants  à  un  point  quelconque  de  la 
courbe.  Il  y  a  2V — if-x(2f — 1)  =  2i»_l(2i»-4-i)  correspondances  (p,  p)  symé- 
triques et  dépourvues  de  coïncidences.  Sur  une  courbe  de  genre  3,  il  y  en  a, 
par  conséquent,  36,  et  sur  une  quarlique  'plane  ces  36  correspondances  sont 
celles  qui  résultent  déterminées  par  les  36  quartiques  dont  elle  est  covariaute. 

Tedonc  (O.).   —  [T2a].  Sur  les  équations  des  vibrations  des 
corps  élastiques  en  coordonnées  curvilignes,  (460-480). 

Lauricella  (G.).   —  [R5aa].   Sur  les  dérivées  normales  de  la 
fonction  potentielle  de  surface.  (480-497). 

L'auteur  démontre  que,  dans  le  théorème  fondamental  sur  ces  fonctions,  la 
condition  que  la  densité  soit  continue  est  suffisante. 

Boggio  {T.).  —  [D5c].  Un  théorème  de  réciprocité  sur  les  fonc- 
tions de  Green  d'ordre  quelconque.  (498-J09). 

Étant  G  une  fonction  m-harmonique  dans  le  champ  S,  et  qui,  sur  la  sur- 
face a,  satisfait  aux  conditions 

O'G        ()<r-"-* 

— -  —  : —         (1  =  0,  1,  . . .,  m  —  1), 

On1  on1  v  '     '  ' 

et  en  indiquant,  par  G  (  P0,  P,),  la  valeur  en  P0  de  la  fonction  ayant  P,  pour 
pôle  et,  par  G(PP  P0),  la  valeur  en  P,  de  la  fonction  ayant  pour  pôle  P„ 
on  a 

G(P0,    PJzrGCPp    P0). 

D'Ovidio   (E.).    —    [\ r9].    Eugène   Bclirami.    Commémoration. 
(54i-546). 

Gabba  (L.).  —  [U].  Ephéméridcs  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  cl  pour  1901.  (547-56a). 

Holmgren  (E.).  —  [H lie].  Sur  un  théorème  de  M.  Vollerra  sur 
rinversion  des  intégrales  définies.  ( 5^0-580,  en  français). 

Le  théorème  de  .M.  Vollerra   est  le  suivant  (ces  Atti,  t.  XXXI,  i$«)6  :  Sur 
l'inversion  des  intégrales  définies,  Note  IV  )  : 
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Considérons  l'équation  fonctionnelle 

o 


(A)  f{y)=f   9(x)U(x1y)dx       (o<y<a\ 


ou 


/(r)=rn+,/i(r), 

n 


o 

n-M 


o 

tes  a,  ela/tl  constantes.  Si  les  fi  (y)  et  L.(x,  y)  et  leurs  dérivées  premières 
par  rapport  à  y  sont  finies  et  continues  entre  o  et  a,  et  si  H  (y,  y)  ne 
s'annule  dans  (o  ...  a)  que  pour  y  =  o,  il  existe  une  et  une  seule  fonc- 
tion y  finie  et  continue  qui  satisfait  à  (A),  quand  toutes  les  racines  X,,  . .., 
\n  de 

(B)  *     -h      «I--....U  *•  =o 

A  —  I  A  —  2  A  —  H  —  I 

sont  finies,  distinctes  et  ont  leurs  parties  réelles  positives.  Si  l'une  ou  plu- 
sieurs des  racines  de  (  B  )  ont  leurs  parties  réelles  négatives  et  s'il  existe 
une  solution  de  (A),  il  en  existe  une  infinité. 

L'auteur  déduit  de  là  quelques  théorèmes.  Par  exemple  : 

L'équation  (A),  dont  l'équation  correspondante  (B)  a  r  racines  «  partie 
réelle  positive  (les  autres  ayant  leurs  parties  réelfes  négatives),  a  la  solu- 
tion générale  de  la  forme 

*(:)  +  C,*l(:)  +  Cî*3(:)+...+  Cf*r(;), 
les  <t>  étant  des  fonctions  réelles  connues, 

Camerano  (L.).  —  [J2rfJ.  L'étude  quantitative  des  organismes  et 
les  indices  de  variabilité,  de  variation,  de  fréquence,  de  dévia- 
tion et  d'isolement.  (65o-666). 

Aimonetli  (C).  —  [U].  Détermination  de  la  gravité  relative  à 
Aoste,  Grand  Saint-Bernard,  Courmayeur  et  Petit  Saint- 
Bernard.  (675-678), 

Scorza  (G.).  —  [M|2ref.Q2].  Sur  les  courbes  canoniques  dans 
un  espace  linéaire  quelconque  et  sur  certains  covariants  quar- 
tiqucs  qui  leur  appartiennent.  (765-773). 

Proposition,  relative  au  cas  du  genre  p  quelconque  (>3),  analogue  à  celle 
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qui  est  mentionnée  plus  haut  à  la  fin  de  la  Note  précédente. du  même  auteur 
(proposition  relative  aux  quartiques)  en  supposant  ici  que  Ton  ait  une  courbe 
(canonique)  de  genre/?  et  d ordre  ip  —  2  dans  l'espace  S^_r 

Severi  (F.).  —  [N42].  Recherches  sur  les  coniques  sécantes  des 
courbes  gauches.  (774-789). 

S.  R. 


ATTI  del  R.  Instituto  Veneto  di  Scibnze,  Lettere  ed  Arti. 

Série  8a. 

Tome  I,  1898-1899  (»)• 


Turazza  (D.).  —  [  V9].  Notice  sur  la  vie  et  bibliographie  relative 
à  D.  Turazza,   par  les   soins  de   la   présidence    de   l'Institut. 

Favaro  (A.).  —  [V7].  En  présentant  le  huitième  Volume  de 
l'édition  nationale  galiléienne.  (35-4 1). 

Favaro  (A.).  —  [V7].  Sur  'es  œuvrcs  scientifiques  de  Galilée 
dans  l'édition  nationale,  etc.  (125-204). 

D'Arcais  (F,).  —  [IHOrf].  Un  problème  sur  les  fonctions  bihar- 
moniques  et  sa  résolution  pour  un  champ  circulaire.  (479-486). 

Intégration  de  la  double  équation  de  Laplace  étant  données  au  contour  les 
valeurs  de  la  fonction  et  de  son  paramètre  différentiel  du  deuxième  ordre.  On 
suppose  que,  dans  le  champ  donné,  la  fonction  soit  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées  des  trois  premiers  ordres  et  que  ses  quatrièmes  dérivées  soient  finies 
et  intégrables. 

DelTAgnola  (6\-y/.).    —    [^^]-    Extension    d'un   théorème   de 
liadamard*  (Première  Note,  525-539;  deuxième  Note,  669-677). 


(  '  )  Voir  Bulletin,  t.  \\III2,  p.  ti3. 
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Deux  séries  de  puissances 


?<*)  =  2] a»*"'    <h*)=2]  *«*"> 


n 
0 


étant  données»  la  fonction  analytique  représentée  par 


/(*)  =  2]  *»*«*' 


ne  peut  admettre  d'autres  points  singuliers  que  les  points  otp,  en  indiquant  par 
a  et  p  deux  points  singuliers  quelconques  des  deux  fonctions  9  (s)  et  ty{z) 
respectivement.  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Hadamard  dans  les  Acta 
mathematica,  t.  XXII,  p.  55.  M.  Borel  a  donné  de  ce  théorème  une  démon- 
stration plus  simple,  fondée  comme  celle  de  Hadamard  sur  l'expression 


**>-ïï7jf  »<*»>*(=)£' 


où  la  ligne  X  sépare  les  singularités  de  9  et  <{>,  et  il  a  aussi  relevé  un  cas 
d'exception  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXVI). 
M.  Hurwilz  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  1899) 
a  montré  comment  on  peut  déduire  de  deux  fonctions 


"   *. 


fl*)  =  2-p!h*        ♦0  =  2:   ; 


n  ~  ~^~  n 

0 


une  autre  fonction 


/<'>=|.[|X*)a'*"-']^ 


dont  les  points  singuliers  sont  a  -h  ?.  M.  Pincherlc  {Mem.  delV  Accad.   di 
Bologna,  1899  et  Bendiconti  délia  B.  Accad.  dei  Lincei,  1899)  a  étudié  cette 
question  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  opérations  fonctionnelles. 
L'auteur  généralise  la  méthode  de  M.  Borel  en  considérant  des  intégrales 


(1) 


/{s)  =  j  9(5,  x)ty{x)dxt 


et  en  étudiant  les  conditions  sous  lesquelles  ces  intégrales  représentent  des 
fonctions  analytiques  uniformes  des  deux  variables  z  et  x,  et  la  manière  dont 
les  singularités  de  celte  fonction  dépendent  de  celles  de  9  et  de  <J/.  Il  suppose 
que  les  singularités  de  9  (comme  fonction  de  x)  ainsi  que  celles  de  <]/  forment 
un  ensemble  dénomhrable,  et  que  dans  la  ligne  X  et  au  dehors  on  ait  des  sin- 
gularités des  deux  fonctions.  Puis  (§2),  il  suppose  que  les  singularités  de  9 
soient  définies  par  une  équation  algébrique 

V{z,  x)  =  o, 
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et  que  la  ligne  \  sépare  les  singularités  des  deux  fonctions;  alors,  sous  cette 
hypothèse,  il  démontre  que  l'intégrale  (i)  représente  effectivement  une  fonction 
uniforme  dont  les  singularités  sont  données  par 

9 

jà  étant  un  point  singulier  quelconque  de  <{/.  Puis  (§3)  il  montre  comment  on 
peut  construire  une  classe  de  fonctions  ?(£,  x)  satisfaisant  aux  conditions  du 
paragraphe  1,  et  de  chacune  desquelles  on  peut  déduire,  par  l'opération  (i),  une- 
infiniié  de  fonctions  uniformes,  qui  rentrent  dans  le  cas  général  du  même  para- 
graphe, et  dont  les  singularités  sont  analytiquemcnt  déterminées.  Dans  le  para- 
graphe 4,  il  démontre  le  théorème  de  M.  Borel  : 

Si  a  est  un  pôle  d'ordre p  pour  y(z)  et  ji  un  pôle  d'ordre  q  pour  <J*(s), 
aji  sera  un  pôle  d 'ordre  p  •+-  q  —  i  pour  /(  ~  ), 

en  supposant  que  les  singularités  de  ?(£,  x)  soient  définies  par  une  équation 
algébrique,  comme  au  paragraphe  2. 

Dans  la  deuxième  Note,  l'auteur  généralise  le  théorème  de  Hurwilz  pour  le 
cas  où  les  fonctions  données  sont  à  singularités  ponctuelles  les  plus  générales. 
Enfin,  il  montre  comment  on  peut  obtenir  une  fonction  dont  les  points  singuliers 
sont  les  quotients  de  ceux  des  fonctions  données. 


Tome  If,  1899-1900. 

DalV  Acqua  (A,).  —  [N23e].  Recherches  sur  les  congruences 
de    courbes   en    une    variété   quelconque    à    trois    dimensions. 

(245-252). 

L'auteur  indique  par  traits  sommaires  comment  on  peut  définir  les  lignes 
asymptotiques  et  les  lignes  de  courbure  d'une  congruence  (même  lorsque 
celle-ci  n'est  pas  normale),  et  trouve  par  cela  l'interprétation  géométrique  des 
invariants  à  trois  indices  et  quelques  propriétés  relatives  aux  congruences  géo- 
désiques  d'un  complexe,  c'est-à-dire  à  celles  qui  ont  identiquement  nulle  la 
première  variation  de  l'intégrale 


•<..=/v/^-ïïrf'- 


D'autres  propriétés  énoncées  par  l'auteur  se  rapportent  aux  faisceaux  de 
congruences  dans  les  complexes,  et  aux  étoiles  (doubles  infinités)  de  congruences 
dans  l'espace.  Puis  il  établit  les  définitions  de  lignes  de  courbure  et  de  lignes 
asymptotiques  sur  les  complexes.  L'expression 
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est  la  courbure  moyenne,  et  l'autre 


la  courbure  totale.  Un  élément  qui  a  un  rôle  important  dans  ces  propriétés, 
ainsi  que  dans  celles  relatives  aux  lignes  asymptotiques,  est  l'invariant 


le  système  e(r,l>  étant  défini  par 

f(r«0-+-  £("•«)  =  O, 

I  • 

y/a 

Fauteur  appelle  cet  invariant  Vanormalité  de  la  congruence,  puisque  la  con- 
gruence  est  normale  sous  la  condition  A  =  o. 

Les  asymptotiques  d'un  complexe  sont  réelles  et  distinctes,  coïncidentes  ou 
imaginaires,  suivant  que 

A'  -  K  |  o. 
Les  surfaces 

A±  v/K  =  o 

sont  les  surfaces  limites.  En  partant  d'un  point  limite,  où  les  asymptotiques 
sont  coïncidentes  (angle  o)  et  en  allant  à  l'autre  point  limite  de  la  même  X  où 

elles  coïncident  de  nouveau  (angle  r)  on  trouve  un  point  où  l'angle  est  - 

{point  moyen).  Le  lieu  de  ces  points  est  la  surface  moyenne,  et  l'on  a  le 
théorème  : 

Dans  les  points  moyens  d'une  congruence  est  nulle  la  courbure  moyenne 
du  complexe  orthogonal  à  la  congruence.  Par  cela 

H  =  o 

est  V équation  de  la  surface  moyenne. 

La  surface  moyenne  d'une  congruence,  lorsqu'elle  est  orthogonale  à  cette 
dernière,  est  une  surface  mini  ma. 

Ce  théorème  avait  été  démontré  par  M.  Guichard  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  1891)  pour  une  classe  particulière  de 
congruences. 

Une  recherche  analogue  à  la  précédente  peut  se  faire  aussi  pour  les  lignes  de 
courbure;  on  trouve  ainsi  les  surfaces  extrêmes 

H  dt  v/K  =  o. 

Après  quelques   propriétés    relatives   aux   congruences   géodé»iques  et   aux 
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congrucnces  isotropes,  l'auteur  indique  l'interprétation  de  la  formule  donnée 
par  M.  Ricci  (Mém.  des  Lincei,  5*  série,  t.  Il) 

^=o        (*  =  «,*), 

qui  est  la  suivante  : 

Si  une  famille  de  surfaces  isothermes  a  ses  trajectoires  orthogonales  géode* 
siques,  elle  est  formée  par  des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante. 

Favaro  (A.).  —  [V6].  Deux  lettres  inédites  de  Guidobaldo  Del 
Monte  à  Giacomo  Gontarini.  (3o3-3i2). 

Favaro  (A.).  —  [V9].  Raflaello  Caverni.  Notice  commémoralive. 

(377"379)- 

Historiographe  de  Galilée. 

Boggio  (T.).  —  [HlOrf].  Intégration  de  l'équation  AaA*  =  o 
dans  une  couronne  circulaire  et  dans  une  couche  sphérique. 
(497-5o8). 

Après  avoir  déterminé  les  coefficients  des  développements  de  la  fonction  et 
de  sa  dérivée  normale  sur  ces  surfaces  des  deux  sphères,  l'auteur  montre  comment 
on  peut  réduire  a  celui-ci  le  problème  analogue  pour  l'espace  extérieur  à  deux 
sphères  extérieures  l'une  à  l'autre,  et  indique  que  l'on  pourrait  résoudre  par 
une  méthode  semblable  le  problème  plus  général  d'une  fonction  poli  harmo- 
nique. 

Au  sujet  des  fonctions  poliharmoniques  de  n  variables,  il  démontre  un  théo- 
rème que  l'on  peut  regarder  comme  l'inverse  d'un  théorème  démontré  par 
M.  Volterra  (Ces  Atti,  1899)  : 

Si  l'on  a  une  fonction  m-harmonique  u  de  n  variables  xv  . . .,  xH,  et  si  l'on 
fait  l'inversion 


(0  x\ 

la  fonction 


pf         (  /,2=  V  a?J;  «  =1,  a,  ...,  w  j, 


U   = 


f.ni—n 


est  encore  rn-harmonique  par  rapport  aux  variables  x\,  ...,  x'n. 
J/auteur  recherche  la  transformation  la  plus  générale 

\  x  ■=  xt{  xl%  X-,,   . .  • ,  xlt  ), 

(    U  (  X , ,    .  .  . ,   Xfl  )  —     A  (  X{  y  X3,    .  .  . ,  Xn  )  U  (  J7, ,   J7.J?    .  .  . ,  Xn  ) , 
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qui  change  une  intégrale  u  de  A5"1—  o  en  une  intégrale  u'  de  A'2m=  o,  étant 


et  trouve  que  les  formules  (a)  se  réduisent  aux  (1),  et  que 


~7«N--M 


Favaro  (A.).  —  [V7].  Les  observations  de  Galilée  sur  les  pla- 
nètes médicéennes  du  7  janvier  1610  au  23  février  i6i3.  (619- 
D26). 

Antoniazzi  (A.).  — [U].  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1897  et  1898.  ([i]-[68]). 

[Pagination  spéciale  pour  les  Contributions  de  l'Observatoire,  etc.] 

Levi-Civita  (T.).  —  [HlOrfref.  P6e].  Fonctions  harmoniques  et 
transformations  de  contact.  (671-675). 

Dans  les  formules  d'une  transformation  de  contact 

X  =f(x,  y,  /?),        x  —  x^ix^ 

Y  =  <?(x,  y,p),      y  =  yt+iy„ 
P  =  +(*,  y,  />),      z  =Pi  +  ipv 

où  Ton  suppose  que  les  variables  soient  des  quantités  complexes,  en  séparant 
les  parties  réelles  des  parties  imaginaires,  on  a  une  transformation  entre  deux 
systèmes  de  six  variables  réelles,  qui  a  pour  propriété  caractéristique  que,  si 
le»  ,Xi,  y-x  sont  des  fonctions  harmoniques  associées  des  variables  xv  xv  les  YM 
Y,  aussi  le  sont  par  rapport  aux  nouvelles  variables  X,,  X2.  Et,  réciproque- 
ment, toute  transformation  ayant  celte  propriété  rentre  dans  la  classe  susr- 
indiquée. 

Favaro  (A.).  —  [V?].  Supplément  aux  études  sur  la  vie  et  les 
œuvres  de  ïite  Live  Burattini,  Physique  de  Agordo  do 
xvite  siècle.  (855-86o). 

Palatini  (F.).  —  [tit  16 réf. Q2].  Sur  la  représentation  linéaire 
des  complexes  linéaires  de  droites  d'un  espace  à  quatre  dimen- 
sions, parles  points  de  l'espace  à  neuf  dimensions.  (861-869). 

S.  R. 
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MEMO  RIE   DELLA   R.  ACCADEMIA   DELLE   SciENZB  DELL*  ISTITUTO  DI  BOLOGKA. 

Bologna.  In-4°(*). 
4'  série,  Tome  X,  1889- 1890. 


Pincherle   (S.).    —    [D2earef.Hllc]\    Sur   quelques    formes 
approchées  pour  la  représentation  de  fonctions.  (77-88). 

On  sait  que,  si  Ton  développe  en  fraction  continue  l'intégrale 


J*    *-y 

p   /~\ 
et  que  n  ,       soit  la  /t-icme  réduite,  on  aura  approximativement 

f  9(y)*{y)<ty  =  a,  +(«,)  + a2  +(04) -+-...-+- Aw^(aj> 

les  av  étant  les  racines  (distinctes)  de  QK(£),  et 

De  cette  méthode  pour  le  calcul  numérique  d'une  intégrale  (  généralisation 
de  celle  de  Gauss  appelée  quadrature  mécanique),  M.  Pincherle  a  donné  une 
extension  qui  permet  de  représenter  approximativement  des  intégrales  définies 
renfermant  des  paramétres  variables,  et,  par  suite,  de  résoudre  aussi  par 
approximation  des  problèmes  fonctionnels.  Il  donne  ainsi  une  représenta  lion 
de  la  fonction 

(1)  F(x)=  f'i{y)t<(x,y)dy. 

lorsqu'on  connaît  ?(y)  et  ty(x,y).  Il  résout  aussi  le  problème  réciproque: 
étant  donnés  V(x)  et  <J>(x,  y),  trouver  la  représentation  la  plus  approchée  de 
k'(x)  sous  la  forme 


n 


£\ty(x,  a^). 


Pour  cette  résolution,   il    faut  savoir  déduire  de   (1)   la    fonction   ?(/)  et 
l'auteur  expose  deux  méthodes  pour  cette  inversion  de  l'intégrale  (1);  pjr  la 


(*)  Voir  liulleUn,  t.  XVI2,  p.  5.  Nous  donnons  ici  la  revue  du  Tome  X.  qui  est 
le  dernier  de  la  4'  série,  et  qui  avait  été  omis  par  erreur. 
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seconde  de  ces  méthodes,  il  trouve 

étant 

F(x)  =  -±1—  -+-  — ^-  +  ./.+  -A-, 
x  —  ot,        x  —  a3  x  —  «„ 

et  V(^,«)  étant  la  fonction  réciproque  de  ty  (&,y)>  c'est-à-dire  telle  que  Ton  ait 

j  ï(Xt  y)  Viy,  z)  dy  =  t~* 

Il  fait  d'autres  applications  de  la  méthode  :  à  la  continuation  analytique  d'une 
fonction,  aux  équations  différentielles  linéaires  et  aux  équations  aux  diffé- 
rences. 

Righi  (//.)•  —  [T7c].  Sur  les  forces  élémentaires  électromagné- 
tiques et  électrodynamiques.  (217-256). 

La  conclusion  à  laquelle  arrive  l'auteur  est  que  l'on  ne  peut  accepter  que  les 
formules  de  Laplace  pour  l'action  entre  un  pôle  et  un  élément  de  courant,  et 
celle  d'Ampère  pour  l'action  entre  deux  éléments  de  courant,  si  l'on  ne  veut 
pas  nier  que  l'action  d'un  élément  de  courant  sur  un  élément  magnétique  soit 
identique  à  celle  d'un  élément  de  courant  sur  un  autre,  perpendiculaire  à  l'élé- 
ment magnétique. 

Donali  {L.).  —  [T2«].  Illustration  du  théorème  de  Menabrea. 

(267-274). 

Rujfîni  (E.-P.).  —  [Mi  8^].  Sur  les  courbes  planes  algébriques 
ayant  puissance  par  rapport  à  tout  point  de  leur  plan,  ou  bien 
par  rapport  à  quelques-uns  de  leurs  points.  (337-35o). 

Étant  p  une  droite,  conduite  par  un  point  O  (pôle)  et  p,,  p2,  ...,  pm  les 
distances  de  O  aux  m  points  communs  à  p  et  à  la  courbe  Cm 

f{x,y)  =0, 
l'auteur  appelle  puissance  de  la  courbe,  par  rapport  à  O,  le  produit 

*  =  P1P2 — P«> 

lorsque  ce  produit  est  indépendant  de  la  direction  de  p  et  ne  varie  qu'avec  la 
position  du  pôle.  La  condition  pour  que  cela  ait  lieu  est  que  la  partie  de  l'équa- 
tion, de  degré  le  plus  élevé,  soit  de  la  forme 
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c'est-à-dire  que  la  courbe  soit  cyclique  de  Tordre  k.  La  puissance  est  alors 

xot  y9  étant  les  coordonnées  du  pôle. 

Il  trouve  aussi  qu'une  courbe  ne  peut  avoir  puissance  par  rapport  à  tous  «et 
points.  Elle  le  peut,  par  rapport  à  quelques-uns  de  ceux-ci,  lorsqu'elle  est  de 
Tordre  aAr-4-i  et  cyclique  d'ordre  À';  les  points  en  question  sont  alors  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes  parallèles  à  l'asymptote  réel. 

Saporetti  {A.).  —  [U].  Troisième  méthode  pour  découvrir,  plus 
aisément  qu'avec  les  autres  méthodes,  et  avec  moindre  dépense, 
les  instants  du  lever  et  du  coucher  de  la  Laoe  à  Bologne,  et  avec 
une  seule  grande  Table.  (38 1-387). 

Pincherle  (S.).  —  [D2/].  Essai  d'une  généralisation  des  frac- 
tions continues  algébriques.  (5 1 3-538). 

Étant  données/?  fonctions  analytiques  aa,  a,,  ...,  ^  x,  l'auteur  définit  uq 
algorithme  qui  conduit  à  une  équation  récurrente  d'ordre  p,  et  qui,  pour  p  =  1, 
se  réduit  au  développement  de  <sx  '.  a9  en  fraction  continue.  Les  propriétés  de 
cet  algorithme  sont  analogues  à  celles  des  fractions  continues,  et  son  utilité 
consiste  surtout  en  ce  qu'à  son  aide  on  peut  déterminer  des  polynômes  ration- 
nels A0,  A„  ....  A^n  tels  qu'on  ait 

A0 <j0 -4-  A t <j, -+-...-+-  Ap_t <j^,  =  o, 

avec  la  plus  grande  approximation  possible  pour  un  degré  donné  des  A.  Sui- 
vent des  applications. 

Riccardi  (P.)-  —  [V9].  Essai  d'une  Bibliothèque  mathématique 
italienne  du  xixe  siècle.  (635-65 1). 

Retali  (  F.).  —  [PC/].  Sur  deux  transformations  planes  quadra- 
tiques particulières.  (653-6~i,  une  planche). 

Les  transformations  sont  les  suivantes  : 

Ayant  pris  une  conique  fixe  K2  et  un  point  fixe  R  : 

i°  Â  un  point  arbitraire  P  correspondent  les  deux  points  doubles  de  l'invo- 
lution  déterminée  sur  HP  par  les  deux  couples  (  R,  P)  et  (  K7,  RP); 

9°  A  un  point  arbitraire  P  correspond  le  point  séparé  harmoniquement  parR 
et  par  la  polaire  de  P  par  rapport  à  K2. 

Canevazzi  {S.).  —  [T2a].  Contribution  à  la  théorie  des  systèmes 
élastiques.  (6^3-686,  une  planche). 

L'auteur  commence  par  rappeler  le  théorème  de  réciprocité  de  Betti;  puis  il 
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démontre  deux  autres  théorèmes  analogues  pour  les  systèmes  élastiques  arti- 
culés, et  il  les  applique  pour  déterminer  les  déformations  correspondantes  à 
un  nœud  d'une  charpente  réticulaire,  et  les  réactions  produites  par  des  liens  du 
système.  Enfin,  il  montre  comment  on  pourrait  arriver  aux  mômes  résultats  en 
partant  du  théorème  de  Castigliano  et  de  Menabrea  relatif  au  travail  de  défor- 
mation. 

» 

Padova  (B.).  —  [05ref.C4].  Sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces. (745-772). 

Ayant  d'abord  rappelé  les  propriétés  de  la  dérivation  covariante  de  M.  Ricci, 
l'auteur  en  fait  l'application  à  la  théorie  des  surfaces,  en  retrouvant  les  formules 
fondamentales  de  cette  théorie. 


5*  série,  Tome  VII,  1897- 1898- 1899  («). 

Donati  (L.).  —  [B12c].  Précis  d'Analyse  vectorielle,  (i  i-34). 

En  employant  l'opérateur  (vecteur  symbolique)  d'Hamilton 

_       ..         ..        ..        .  d        .  d        .   d 

1     J    3  3       dx      J  dy         ôz 

l'auteur  montre  comment  la  méthode  vectorielle  peut  s'appliquer  à  la  transfor- 
mation des  intégrales  dans  l'espace.  Puis  il  traite  de  la  détermination  d'un 
champ  vectoriel.  Le  vecteur  général  A  du  champ  peut  se  déterminer  par  les 
valeurs  de  V2A  dans  le  champ  et  les  valeurs  de  A  et  de  |  ai  V  |  A  au  contour, 
n  étant  le  vecteur  unitaire  dans  la  direction  de  la  normale  intérieure  et  \nV\ 
indiquant  un  produit  intérieur  qui,  par  cela,  se  réduit  à  une  quantité  scalaire. 
Mais  on  peut  aussi  donner  une  expression  de  A  par  des  éléments  indépendants 
des  axes 

A=-VX+{VU|f 
où 

X  =  |VP|,        U=|VP|, 

Arft 


l'intégration  est  étendue  au  champ  du  vecteur,  et  {  )  indique  un  produit  exté- 
rieur (quantité  vectorielle);  et  l'auteur  montre  que  les  éléments 

0  =  |VA|,        ^=|VA),        f  =  |/iA|,        À=|nA| 

sont  suffisants  pour  la  détermination  du  champ  vectoriel.  Ensuite,  il  trouve  les 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  ces  éléments  afin  qu'ils  puissent  déter- 
miner un  champ  vectoriel.  Puis  il  ajoute  quelques  observations  sur  la  repré- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXII,,  p.  207. 
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sentation  de  A  en  fonction  de  y  et  de  U,  qui  décompose  A  en  une  partie  poten- 
tielle et  une  partie  sôlénoïdalc. 

Voir  dans  ce  même  Tome,  à  la  page  4*7-»  une  exposition  plus  complète  des 
mêmes  propriétés,  par  le  même  auteur. 

Saporetti  (A.).  —  [K20/].  Analyse  de  quelques  cas  singuliers 
géométriques,  comparés  avec  les  formes  algébriques  correspon.- 
dantes.  (2i3-22i). 

Iîiccardi  {P.)-  —  [V6-9].  Contribution  des  Italiens  à  l'histoire 
des  Mathématiques  pures  et  appliquées.  (371-425). 

Deuxième  Partie  d'un  Mémoire  publié  dans  ces  Memorie,  5*  série,  t.  VI,  1897, 
p.  755. 

Donati  (£.).  —  [B12c].  Sur  les  propriétés  caractéristiques  des 
champs  vectoriels.  (427-469). 

L'auteur  traite  de  nouveau  les  questions  contenues  dans  le  Mémoire  précé- 
dent (page  11),  en  les  complétant. 

Benetti  (./.).  —  [S3c].  Formules  fondamentales  d'application 
générale  pour  les  turbines  motrices  et  pour  les  pompes  centri- 
fuges élévatoires.  (52i-54o). 

Saporetti  (A.).  —  [Uref.K20/].  Interprétation  des  lieux  diffi- 
ciles dans  la  théorie  allemande  des  éclipses  de  Lune.  (62  1-638). 

Ce  que  l'auteur  appelle  la  théorie  allemande  n'est  autre  chose  que  le  Ifand- 
worterbuek  der  Astronomie  de  H.  Kobold,  et  les  lieux  difficiles  sont  des  for- 
mules de  Trigonométrie  sphérique. 

Donati  (£.).  —  [T7  réf. IM2r].  Observations  sur  les  équations 
de  Hertz  et  sur  le  ihéorème  de  Poynting.  (633-638). 

L'auteur  déduit,  par  le  calcul  vectoriel,  des  équations  qui  coïncident  avec 
celles  de  Hertz,  et  cela  pour  un  milieu  caractérise  par  un  vecteur  qy  solution 
de  l'équation 

et  satisfaisant  à  la  condition  solénoïdale 

|V?|=:o. 

Il  en  déduit  aussi  une  équation  représentant  le  théorème  de  Poynting.  Après     ' 
il  montre  la  relation  qu'il  y  a  entre  ces  équations  et  le  mouvement  libre  d'un 
milieu  élastique  isotrope  et  homogène,  et  conclut  que  les  mouvements  sole- 
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noïdaux  libres  des  points  du  milieu  donnent  la  représentation   complète  des 
équations  de  Hertz  et  du  théorème  de  Poynting. 


Tome  VIII,  1899-1900. 
Arzelà  (C).  —  [D2ay].  Sur  les  séries  de  fonctions.  (1 3 1-186). 

Soit  y0  un  point  limite  d'un  groupe  quelconque  de  nombres  (y),  et  soit 

"0—  \Xn y** Xa  •••) 

une  succession  quelconque  de  nombres  (y),  tendant  à  la  limite  >0.  En  consi- 
dérant les  variables  comme  coordonnées  orthogonales  d'un  point  dans  le  plan, 
prenons  le  groupe  des  droites 

dans  l'intervalle  (a... ô),  et  sur  chaque  droite  marquons  des  petits  traits, 
distincts  les  uns  des  autres,  en  nombre  fini,  pouvant  varier  d'une  droite  à 
l'autre  et  même  croître  indéfiniment  à  mesure  que  yt  s'approche  de  y9.  La 
somme  des  petits  traits  6,,,  8,t,  ...,  ô„t,  marqués  sur^,  soit  dr  Si,  pour  toute 
valeur  $  =  1,  2,  ...,  on  a  toujours  dt^d.  nombre  positif  déterminé,  il  y  a 
nécessairement,  entre  a  et  b,  un  point  x0  (au  moins),  tel  que  la  droite  x  =  x9 
rencontre  un  nombre  infini  de  traits  6. 

L'auteur  démontre  ce  théorème  d'une  manière  différente  de  celle  qu'il  avait 
suivie  dans  les  Iiendiconti  dei  Lincei,  i885  (Un  théorème  sur  les  séries  de 
fonctions),  puis  il  en  développe  plusieurs  conséquences  relatives  aux  fonc- 
tions de  deux  variables,  et  en  particulier  aux  séries  de  fonctions  d'une  variable, 
et  à  leur  continuité.  Particulièrement  importante  est  ce  que  l'auteur  appelle 
convergence  uniforme  par  traits  d'une  série  de  fonctions  continues, 

1/,  (  X  )  -h  Hj  (  X  )  -+■ .  .  .  ■+■  ltn  (  X  )  -h .  .  . , 

qui  a  lieu  lorsque,  étant  donnés  un  nombre  ?  arbitraire  et  un  nombre  m 
aussi  arbitraire,  on  peut  avec  un  nombre  fini  de  traits,  pris  sur  les  droites 

>'  =  '»+/?„        y  =  ni+Pi,        ....         y  =  rn+Pr, 

et  formant  avec  leur  somme  l'intervalle  (a... b)  de  la  variable  x,  former 
une  ligne,  eu  tout  point  (x,  n)  de  laquelle  on  ait 

K(x)f-Zv 

(ici  évidemment  les  valeurs  de  n  sont  entendues  comme  des  coordonnées  j- ). 
Cette  espèce  de  convergence  est  la  condition. nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
série  de  fonctions  continues  soit  aussi  continue. 

La  convergence  uniforme  ordinaire  de  la  série  porte  que  la  fonction  qu'elle 
représente,  regardée  comme  fonction  de  x  et  de  n,  ait  la  continuité  absolue  en 
tout  point  (x,  x). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  :<•  série,  t.  XXX.  (Novembre  »oo<»-)         ll.i-i 
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Righi  (A.).  —  [T3c].  Sur  le  phénomène  de  Zcemann  dans  le 
cas  général  d'un  rayon  lumineux  incliné  d'une  manière  quel- 
conque sur  la  direction  de  la  force  magnétique.  (263-294). 

Arzelà  (C).  —  [D2ay].  Sur  les  séries  de  fonctions.  (701-744)- 

Suite  du  Mémoire  précédent  (page  i3i).  Intégrabilité  et  dérivabilité  des  séries 
de  fonctions.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'intégrabilité  de  la 
#série,  lorsque  les  termes  sont  intégrables,  est  la  convergence  uniforme  par 
traits  en  général.  C'est  la  convergence  par  traits,  mentionnée  dans  l'autre 
Mémoire,  mais  où  Ton  peut  supprimer  dans  (a1%b)  un  nombre  fini  de  traits  de 
somme  inférieure  à  un  nombre  fini  e.  L'intégrabjlité  étant  ^supposée,  l'auteur 
trouve  la  condition  pour  que.  la  série  des  intégrales  représente  l'intégrale  dé  la 
série.  Si  la  somme  Sm(x)  est  inférieure  à  un  nombre  fixe,  quel  que  soit  x 
[dans  (a,  b)]  et  quel  que  soit  n,  la  série  intégrale  est  l'intégrale  cherchée.  S'il1 
y  a  un  groupe  de  points  x,  d'ans  le  voisinage  desquels  cette  condition  n'est  pas 
vérifiée,  la  série  intégrale  est  encore  l'intégrale  de  la  série,  lorsque  ce  groupe 
est  dénombrable  et  la  série  intégrale  est  continue.  Il  démontre  des  propositions 
semblables  relativement  à  la  dérivabilité,  et  ajoute  une  observation  relative 
aux  fonctions  analytiques. 

S.  R. 


BIBLfOTHECA  MATHEMATICA.  —  Zeilschrifi  fur  Gescliichtc  der  111a- 
thematischen  Wissenschaften.  Herausgegeben  von  Gustaf  E nestrôm  iu 
Stockholm.  Dritte  Folge,  Leipzig,  Teubner(!). 

Tome  VI  (1905  ). 


*Enestrom  (G.).  —  Sur  la  valeur  d'hypothèses  historiques  dans 
le  domaine  de  l'histoire  des  Mathématiques.  (1-8). 

L'auteur  débute  par  la  remarque  que,  dans  les  recherches  de  l'histoire  des 
Mathématiques,  les  hypothèses  jouent  un  rôle  plus  important  qu'on  n'est  porté 
à  supposer;  en  effet,  aussitôt  qu'on'se  sert  sans  réserve  d'une  notice  de  seconde 
main,  on  éinet  l'hypothèse  que  la  source  est  digne  de  foi.  In  auteur  critique 
essaie  naturellement  d'éviter  au  possible  des  hypothèses  de  cette  sorte,  mais 
très  souvent  U  faut  s'en  servir,  et  M.  Encstrom  fait  voir  par  un  exemple 
comment  il  est  difficile  de  savoir  si,  pour  ce  qui  concerne  une  notice  de  seconde 


(l)  Voir  Bulletin,  XXX..,  1906,  p.  i3q. 
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main,  on  doit  indiquer  expressément  ou  non  qu'elle  ne  doit  pas  être  acceptée 
sans  avoir  été  contrôlée. 

M.  Enestrôm  passe  ensuite  "aux  hypothèses  proprement  dites,  c'est-à-dire  aux 
suppositions  qu'on  fait  pour  mettre  en  ordre  ou  compléter  une 'série  de  faits 
dont  il  faut  rendre  compte.  Sans  hypothèses  de  cette  sorte  il  est  souvent 
impossible  d'exposer  en  ordre  chronologique  les  découvertes  mathématiques, 
et,  si  Ton  veut  faire  ressortir  la  filiation  des  idées  dans  le  développement  des 
Mathématiques,  ces  hypothèses  sont  absolument  indispensables,  du  inoins  pour 
ce  qui  concerne  les  temps  un  peu  reculés.  Il  en  résulte  immédiatement  que 
l'emploi  d'hypothèses  historiques  dans  des  recherches  de  l'histoire  des  Mathé- 
matiques est  justifié,  mais  M.  Enestrôm  fait  observer  aussi  qu'elles  peuvent 
parfois  être  utiles,  même  dans  des  cas  où  elles  ne  sont  pas  indispensables. 

D'autre  part,  l'usage  des  hypothèses  n'est  légitime  que  sous  certaines  con- 
'ditions,  dont  M.  Enestrôm  signale,  en  premier  lieu,  celles  que  chaque  hypo- 
thèse doit  être  qualifiée  expressément  non  pas  de  fait  mais  de  supposition,  et 
qu'elle  ne  doit  être  émise  qu'après  un  examen  minutieux  des  faits  qu'il  faut 
expliquer;  M.  Enestrôm  démontre  par  des  exemples  que  même  des  éminents 
historiens  des  Mathématiques  n'ont  pas  observé  toujours  ces  règles.  M.  Enes- 
trôm fait  ressortir  aussi  que,  dans  toutes  les  conditions,  les  hypothèses  ne 
doivent  être  employées  qu'avec  précaution  et  mesure,  et  il  appelle  l'attention 
sur  les  inconvénients  qui  résultent  de  leur  usa^c  immodéré.  En  particulier,  il 
avertit  de  prendre  garde  contre  des  hypothèses  générales,  par  exemple  celle 
qu'un  certain  peuple  a  une  aptitude  spéciale  de  telle  branche  des  Mathématiques. 

Dahcm  (P.).  —  Sur  YAlgorithmus  de  mon  s  ira  tus*  (9-1 5). 

Dans  le  Tome  précédent  (p.  7-14 )  de  la  Dibliotheca  mathematica,  M.  Enes- 
trôm avait  montre  combien  étaient  insuffisantes  les  preuves  favorables  à 
l'attribution  usuelle  de  YAlgorithmus  demonstratus  (  publié  par  Schôncr 
en  i534)  à  Jordan  us  Nemorarius,  et  il  avait  demandé  que  de  nouvelles 
recherches  fussent  faites  au  sujet  de  ce  Traité  d'Arithmétique.  L'article  de 
M.  Du he m  est  une  première  tentative  vers  ce  but.  De  fuit,  il  a  constaté  que 
ce  Traité  est  identique  à  YAlgorismus  magistri  G e mardi  in  integris  et 
minuciis,  dont  on  connaissait  jusqu'ici  deux  manuscrits  et  dont  il  a  découvert 
une  autre  copie  anonyme  du  xm*  siècle.  M.  Duhcm  est  de  l'avis  que  l'inconnu 
ma  g  rs  1er  Gernardus  n'est  pas  identique  à.Jordanus,  et  que  YAlgorithmus 
demonstratus  est  postérieur  au  Traité  d'Aluorisme  de  Sacrobosco;  probable- 
ment Gernardus  était  un  contemporain  de  Campanusdc  Novare. 

*  Enestrôm  (G.).  —  La  correspondance  de  Léonard  Euler  et  de 
Jean  I  Bernoulti.  lllr  1739-1746.  (16-87). 

Les  lettres  de  Jean  I  Bcrnoulli  à  Euler  ont  été  publiées  en  i843  par  P. -H.  Fuss, 
mais  les  lettres  d'Euler  étaient  inédites  jusqu'en  1904  où  M.  Enestrôm  a 
commencé  à  les  publier  dans  la  Bibliotheca  mathematica,  en  réimprimant 
les  lettres  correspondantes  de  Berndulli  et  en  y  ajoutant  des  notes  explicatives. 
Le  troisième  et  dernier  article  contient  cinq  lettres  d'Euler  (1739-174 •  )  et 
autant  de  lettres  de  Bcrnoulli;  les  lettres  suivantes' d'Eu  1er  sont  perdues  et, 
pour  cette  raison,  M.  Enestrôm  n'a  donné  que  des  sommaires  des  lettres  gardées 
de  Bcrnoulli  écrites  pendant  les  années  1 74  »-i 7  4^.  Parmi  les  sujets  de  Mathéma- 
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*  Wcgener  {A.).  —  Sur  les  œuvres  astronomiques  d'Alphonse  X. 

(129-185).  i 

Après  quelques  brèves  notices  sur  le  roi  Alphonse  X  (mort  en  1284)  et  son 
temps,  M.  Wegencr  signale  les  ouvrages  rédigés  par  celui-ci  ou  sur  son  ordre; 
la  plupart  de  ceux  ayant  trait  à  l'Astronomie  ont  été  publiés  en  1863*1867  par 
M.  Rico  y  Sinobas  sous  le  titre  Libros  del  saber  de  Astronomia  dtl  rty 
d.  Alfonso  X.  Celle  édition  ne  contient,  à  proprement  dire,  que  deux  Ouvrages, 
à  savoir  un  manuel  des  instruments  astronomiques  et  des  Tables  astronomiques. 
De  fait,  le  manuel  qui  vient  d'être  nommé  est  une  compilation  de  plusieurs 
petits  Ouvrages,  traduits  en  grande  partie,  sur  l'ordre  du  roi,  de  l'arabe  et 
remaniés  après  par  le  roi  même  ou  par  quelqu'un  de  ses  collaborateurs.  Le 
manuel  a  pour  introduction  un  traité  des  constellations,  traduit  librement 
d'après  un  Ouvrage  connu  de  l'astronome  arabe  el-Sufi.  Les  autres  parties  du 
manuel  sont  tirées  de  Kosia  ben  Luka,  Zarkali  et  d'autres  auteurs  nommés  ou 
anonymes;  pour  cette  raison  on  a  supposé,  par  un  malentendu,  qu'Alphonse  X 
avait  réuni  à  Cordova  une  commission  d'astronomes;  en  vérité,  il  ne  semble 
avoir  eu  à  sa  disposition  que  quelques  traducteurs  dont  quelques-uns  .étaient 
en  même  temps  astronomes.  M.  Wcgener  rend  compte  en  détail  des  instruments 
décrits  dans  le  manuel  et  il  a  l'occasion  de  corriger  en  même  temps  plusieurs 
malentendus  d'autres  historiens  de  l'Astronomie. 

Quant  aux  Tables  astronomiques  d'Alphonse  X,  Rico  y  Sinobas  en  a  retrouvé 
le  texte  original,  ihais  les  Tables  mêmes  semblent  être  perdues;  celles  publiées 
par  Rico  y  Sinobas  ne  sont  qu'une  espèce  de  calendrier  perpétuel  et  elles  ne 
s'accordent  point  avec  le  texte.  D'autre  part,  on  possède  des  Tables  astrono- 
miques attribuées  à  Alphonse  X  et  publiées  plusieurs  fois  depuis  i4$3  jusqu'à 
1641,  mais  ces  Tables  ont  évidemment  été  remaniées  au  moyen  âge,  sans  doute 
par  le  mathématicien  Johannes  de  Saxonia  (vers  i3oo),  dont  le  nom  est  indiqué 
aussi  dans  les  manuscrits  et  les  éditions  imprimées.  M.  Wcgener  examine  de 
plus  près  les  différences  entre  les  Tables  perdues  mais  décrites  dans  le  texte 
original  et  les  Tables  publiées,  et  il  trouve  que  ces  différences  sont  assez  essen- 
tielles; d'un  autre  côté,  il  ne  lui  a  pas  été  possible  d'expliquer  pourquoi  les 
Tables  originales  ont  été  remaniées. 

*Enestrom  (G.).  —  Sur  une  règle  de  convergence  indiquée  par 
liulcr.  (186-189). 

On  a  avancé,  d'une  part  (  R.  Reiff  en  1889),  que  la  règle  de  convergence  de 
Cauehy  lim  |  S„,  hn —  S„  |  =  o  pour  la  série  Sr=  a0-f-  a{-h. . .+  ar  a  été  indiquée 

déjà  en  17^0  par  Euler;  d'autre  part  (A.  Pringsheim  en  11898),  que  la  règle 
qu'Kuler  a  indiquée  en  17^0  n'est  qu'une  règle  de  divergence.  M.  Encslrôm  a  exa- 
miné la  question  de  plus  près,  et  il  a  trouvé  qu'Euler,  dans  le  Mémoire  dont 
il  s'agit,  affirme  expressément  que  la  série  Sr=  a0-+-  ax  -h. .  .-*-  ar  converge 
si    lim   |  Su—  Slf  |  =  o. 


n  — 


'Jourdain  (Pk.-tL  ,-B.).  —  La  théorie  des  fonctions  chez  Cauehy 

et  Gauss.  (190-20"). 

Le  but  principal  de  cet  article  est  de  faire  ressortir  que  quelques-unes  des 
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contributions  les  plus  importantes  de  Cauchy  à  la  théorie  des  fonctions  se 
laissent  entrevoir  déjà  dans  son  Mémoire  célèbre  de  1 8 1 4 ,  en  particulier  le 
théorème  connu  maintenant  sous  son  nom.  M.  Jourdain  met  aussi  en  évidence 
les  recherches  correspondantes  de  Gauss  remontant  aux  années  1811  et  1816, 
et  fait  observer  que  Cauchy  ne  pouvait  préciser  dûment  la  notion  de  fonction 
analytique  parce  que  sa  manière  de  voir  était  trop  géométrique. 

*Enestrôm(G.).  —  Quelle  est  la  source  des  solutions  du  problème 
de  la  duplication  du  cube  enseignées  par  Leonardo  Pisano  et 
Jordanus  Nemorarius?  (214-21 5). 

Leonardo  Pisano  a  indiqué  trois  solutions  et  Jordanus  Ncmorarius  deux  solu- 
tions du  problème  de  la  duplication  du  cube;  quelques-unes  de  ces  solutions 
concordent  mot  pour  mot  soit  entre  elles,  soit  avec  des  solutions  de  la  traduc- 
tion latine  de  la  Géométrie  des  fils  de  Mousa  ben  Schakir.  Pour  cette  raison, 
M.  Enestrôm  demande  une  recherche  particulière  sur  la  source  de  toutes  ces 
solutions. 

Tannery  (P-).  —  Un  Traité  grec  d'Arithmétique  antérieur  à  Eu- 
clide.  (225-229). 

Cet  article  est  la  première  partie  d'un  écrit  plus  étendu,  que  Tannery  avait 
commencé  quelques  semaines  avant  sa  mort,  mais  que  sa  dernière  maladie  ne 
lui  permit  pas  d'achever. 

Dans  son  Traité  De  institutions  musica,  Boetius  nous  a  conservé  un  fragment 
.  d'Archytas  où  il  est  prouvé  qu'un  rapport  de  la  forme  (n  -h  1)  :  n  ne  peut  être 
divisé  en  deux  rapports  égaux  par  l'intercalation  d'aucun  nombre.  Tannery  rend 
compte  de  cette  démonstration  et  fait  remarquer  qu'elle  suppose  déjà  déve- 
loppée une  suite  de  théorèmes  assez  considérable  sur  un  plan  anajogue  à  celui 
du  septième  Livre  des  Elément  a;  il  en  conclut  l'existence,  dès  le  temps  d'Ar- 
chytas, d'éléments  arithmétiques  similaires  à  ceux  d'Euclide,  et  qu'Archytas  a 
probablement  contribué  à  améliorer.  Quant  à  l'origine  du  fragment  conservé 
par  Boetius,  Tannery  est  de  l'avis  que  celui-ci  n'avait  pas  recours  au  traité 
même  d'Archytas,  mais  qu'il  l'avait  puisé  dans  V Arithmétique  actuellement 
perdue  d'Apulée. 

*Bjôrnbo  {A. -A.).  —  Les  manuscrits  mathématiques  de  Saint- 
Marc  à  Florence.  (23o-238). 

Continuation  de  l'article  dont  le  commencement  a  paru  dans  le  Tome  IV  (1903  ) 
du  Journal.  Ici  deux  manuscrits  sont  décrits,  tous  les  deux  du  xiv*  siècle  et 
contenant  des  Traités  d'Astronomie  ou  d'Astrologie. 

• 

*Bjôrnbo  (A. -A.),  —  La  traduction  par  Gérard  de  Crémone  de 
V Algèbre  d'Alkhvarismi  et  des  Eléments  d'Euclide.  (289-248). 

1.  M.  BjôrnBo  fait  observer  que  le  Liber  qui  secundum  Arabes  vocatur 
algebra  et  almucabala  translatus  a  magistro  Giurardo  Cremonense  in  toteto 
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de  arabico  in  latin  uni  t  publié  en  i85i  par  Boncompagni,  a  reçu  probablement 
un  titre  inexact.  D'une  part,  ce  Traité  n'est  guère  une  traduction  de  l'arabe, 
mais  plutôt  un  Ouvrage  compilé  à  l'aide  de  sources  essentiellement  arabes; 
d'un  autre  côté,  Gérard  de  Crémone  n'a  guère  rédigé  le  Traité,  car  il  existe  un 
autre  Traité  latin  intitulé  Liber  Maumeti  filii  Moysi  Alchoarismi  de  algebra 
et  almucabala,  public  par  Libri,  cl  à  propos  de  ce  Traité,  qui  est  évidemment 
une  traduction  de  l'arabe,  un  manuscrit  indique  comme  traducteur  précisément 
Gérard  de  Crémone.  EnGn  l'hypothèse  que  tous  les  deux  Traités  appartiennent 
à  celui-ci  est  peu  probable,  parce  que  leur  contenu  est  essentiellement  le  même. 
M.  Bjôrnbo  est  de  l'avis  que  le  Traité  publié  par  Libri  est  bien  traduit  par  Gérard 
de  Crémone,  mais  que  celui  publié  par  Boncompagni  n'a  rien  à  faire  avec 
celui-ci. 

2.  M.  Bjôrnbo  a  découvert  une  traduction  des  Éléments  d'Euclide  différente 
de  celles  d'Atelhart  et  de  Campano,  et  probablement  faite  par  Gérard  de  Cré- 
mone. Tous  les  manuscrits  de  cette  traduction  sont  anonymes,  maison  sait  que 
Gérard  de  Crémone  ne  signait  pas  ses  traductions,  et  M.  Bjôrnbo  fait  voir  que 
la  terminologie  de  la  traduction  anonyme  concorde  avec  celle  d'autres  traduc- 
tions de  Gérard  de  Crémone. 

*Ilunrath  (A.).  —  Remarques  sur  la  construction  approximative 
de  polygones  réguliers  chez  Albert  Durer.  (249-251). 

Ces  remarques  se  rapportent  aux  polygones  réguliers  à  i3  et  à  9  côtés.  A 
propos  de  celui-là,  il  semble  que  la  construction  que  Durer  voulut  indiquer  est 
une  autre  et  meilleure  que  celle  donnée  par  le  texte  de  son  Ouvrage.  Quanta 
la  construction  de  Durer  du  polygone  à  g  côtés,  Schwenter  l'a  enseignée  plus 
tard  sans  mentionner  qu'elle  se  trouve  déjà  chez  Diirer. 

*Pringshcim  {A.).' —    Sur  un  critère  de  convergence  d'Eulcr. 

(252-256). 

M.  Pringslieim  reconnaît  qu'Euler  a  proposé  en  17^0  une  règle  de  conver- 
gence, mais  il  fait  remarquer  que  la  condition  indiquée  par  Euler  n'est  pas 
suffisante,  et  que,  par  conséquent,  le  résultat  juste  auquel  celui-ci  est  arrivé  en 
s'en  servant  dépend  du  hasard.  M.  Pringslieim  fait  voir  aussi  comment  on  doit 
rectifier  la  règle  d'ËuIcr,  qui  devient  alors  identique  avec   la  règle  de  Cauchv. 

Zeuthan  (//.-C).  —  L'œuvre  de  Paul  Tannery  comme  historien 
des  Mathématiques.  [Avec  Introduction  et  Liste  bibliogra- 
phique par  G.  Eneslrom].  (a57-3o4  -f-  porlrait). 

L'introduction  de  M.  Encstrôin  contient  une  courte  Notice  biographique  avec 
des  renseignements  plus  détaillés  sur  les  Cours  d'histoire  des  Mathématiques 
professés  par  Paul  Tannery  en  1884  cl  1880  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Pari<, 
et  sur  les  circonstances  attachées  à  la  nomination  en  1904  du  titulaire  de  la 
chaire  d'histoire  des  Sciences  au  Collège. de  France,  où  Paul  Tannery  ne  fui  pa* 
nommé  par  le  ministre  de  l'Instruction  publique,  bien  qu'il  cul  clé  placé  en  tète 
de  la  liste  de  présentation. 
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M.  Zeuthen  commence  son  analyse  de  l'œuvre  de  Paul  Tanncry  en  faisant  res- 
sortir que  celui-ci  s'était  occupé  non  seulement  de  Pliistoire  des  Mathématiques, 
mais  aussi  de  l'histoire  générale  des  Sciences,  cl  que,  pour  cette  raison,  il  pou- 
vait apprécier  le  développement  des  Mathématiques  d'un  point  de  vue  plus 
étendu  et  plus  général  que  ses  collègues.  D'un  autre  côté,  Paul  Tanncry  était 
non  seulement  historien,  mais  aussi  en  même  temps  mathématicien  et  philo- 
logue, et  par  15  il  lui  était  possible  d'enrichir  exlraordinairement  nos  connais- 
sances des  détails  de  ce  développement.  Comme  exemple  de  l'avantage  d'un 
point  de  vue  d'où  l'on  embrasse  à  la  fois  le  développement  de  toutes  les 
sciences,  M.  Zeulhen  cite  le  Livre  de  Paul  Tannery  Pour  l'histoire  de  la  Science 
hellène  (1887  ),  qui  cotaient  une  importante  étude  sur  les  recherches  infinité- 
simales des  Grecs  avant  Euclide  et  Archimède. 

Dans  l'exposition  suivante  M.  Zeuthen  s'occupe  d'une  manière  détaillée  des 
travaux  de  Paul  Tannery  ayant  trait  à  l'histoire  des  Mathéinntiques  grecques. 
D'abord  il  passe  en  rewie  ceux  relatifs  à  l'Arithmétique  et  b  l'Algèbre  des  Grecs, 
et  fait  remarquer  comment  sont  nombreux  les  points  où  Paul  Tanncry  en  a 
complété  ou  corrigé  nos  connaissances;  ainsi,  par  exemple,  il  a,  pour  ainsi 
dire,  découvert  une  Algèbre  géométrique  employée  par  les  mathématiciens  grecs 
antérieurs  à  Euclide.  Presque  aussi  importantes  sont  les  recherches  de  Paul 
Tannery  sur  différents  points  de  la  Géométrie  grecque,  qu'il. a  réunies  en  grande 
partie  en  1887  dans  le  livre  La  Géométrie  grecque,  et  où  il  donne  en  même 
temps  de  nombreux  documents  nouveaux  et  révèle  l'enchaînement  des  diffé- 
rentes découvertes  des  géomètres  grecs  antérieurs  à  Euclide.  Paul  Tannery  s'est 
occupé  aussi  do  l'Astronomie  grecque  et  sur  ce  domaine  nous  lui  devons  une 
excellente  exposition  des  doctrines  enseignées  par  Plolémée  dans  Y Almageste  et 
de  leurs  sources. 

Pour  ce  qui  concerne  les  écrits  de  Paul  Tanncry  sur  l'histoire  du  moyen  âge, 
M.  Zeuthen  en  rend  compte  plus  sommairement,  et  il  consacre  la  fin  de  son 
article  aux  éditions  des  œuvres  de  Eermal  et  de  Descartes,  qui  sont  dues  en 
premier  lieu  à  Paul  Tanncry,  ainsi  qu'aux  nombreux  écrits  de  celui-ci  ayant 
trait  à  ces  deux  éminents  mathématiciens  français  du  xvtr  siècle.  En  termi- 
nant, M.  Zeuthen  résume  son  jugement  sur  les  Ouvrages  de  Paul  Tannery  par 
les  mois  suivants  :  «  La  lecture  attentive  des  travaux  de  Paul  Tannery  est  fort 
suggestive.  A  côté  de  leurs  fruits  directs,  ils  ont  certainement  porté  déjà  beau- 
coup de  fruits  indirects  par  leur  influence  sur  d'autres  écrivains,  et  ils  en  por- 
teront de  nouveaux,  si  les  futurs  historiens  les  lisent  attentivement  et  ne  se 
bornent  pas  à  y  chercher  les  résultats  qui  sautent  le  plus  aux  yeux.  » 

La  liste  bibliographique  annexée  à  l'article  de  M.  Zeuthen  comprend  les  tra- 
vaux de  Paul  Tanncry  sur  les  Mathématiques  et  sur  l'histoire  et  la  philosophie 
des  Sciences  mathématiques.  M.  Enestrom  y  a  indiqué  aussi  sommairement 
les  analyses  des  Ouvrages  d'autres  auteurs  publiées  par  Paul  Tanncry  dans  des 
journaux  mathématiques  et  donj,  quelques-unes  ont  l'importance  de  travaux 
originaux.  Du  reste,  les  travaux  »onl  rangés  en  ordre  chronologique  et  le 
nombre  total  en  est  de  i\\. 

m 

*  S  uter  (//.).  —  Sur  le  Traité  De  superficie  ru  m  dùisionibus  de 
Mu  ha  m  m  ed  Bagdad  i  tut  s.  (321-322). 

On  avance  ordinairement  que  le  mathématicien  anglais  J.  Dec  a  trouvé  un 
manuscrit  arabe  contenant  le  Traité  de  Muhammcd  Hagdadinus  sur  la  division 
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de  figures  rcctilignes,  et  qu'il  l'a  traduit  ensuite  en  latin.  M.  Suter  fait  observer 
que  celte  indication  dérive,  sans  doute,  d'un  malentendu,  et  que  Dee  n'a  que 
copié  une  ancienne  traduction  latine  du  Traité,  due  probablement  à  Gérard  de 
Crémone. 

*llayashi  (T.).  —  Le  problème  des  monnaies  de  Tait  dans  les 
Mathématiques  japonaises.  (323). 

i 

Il  s'agit  d'un  problème  connu  où  quatre  francs  et  quatre  sous  sont  placés 
sans  ordre  duns  un  même  rang,  et  il  est  demandé  de  les  déplacer  successive- 
ment d'il  près  certaines  régies,  de  manière  que  les  quatre  francs  se  trouvent 
enfin  au  commencement  et  les  quatre  sous  à  la  (in  du  rang.  Ce  problème  a  été 
proposé,  en  188},  par  Tait,  mais  il  a  été  connu  et  traité  en  Japon  dès  le  milieu 
du  xvnr  siècle. 

*Eneslrôm  (G.).  —  Sur  une  valeur  approchée  de  cosa\  (323-324). 

Les  mathématiciens  indiens  ont  enseigné  une  règle  pour  le  calcul  approché 
d'un  polygone  régulier  équivalent  à 

* 

IX1 

5  ,  i  —  cosx 

cos*r  = r-  OU  X'  =  10  ; • 

x1  4  ■+■  eus* 

H 

10 

M.  Kocstrom  demande  si  ses  formules  ont  été  indiquées  par  quelque  mathé- 
maticien de  l'antiquité  ou  du  moyen  âge. 

*Encstriini  (G.).  —  Sur  deux,  dénominations  anciennes  de  la  cin- 
quième puissance  d'une  quantité.  (^324-325,  4lo)« 

Vers  la  lin  du  moyen  âge  on  trouve  deux  noms  pour  xhf  à  savoir  :  surso- 
lidurn  et  primo  relato,  dont  le  premier  fut  modifie  plus  tard  en  surdesolidum 
ou  supersoUdum,  probablement  parce  qu'on  ne  comprenait  pas  le  mot  surso- 
lidurn.  Jusqu'à  présent  il  n'a  clé  donné  aucune  explication  satisfaisante  de 
l'origine  des  deux  dénominations. 

*llaas  (.l.-/i.).  —  Sur  l'originalité   des  doctrines  physiques  de 
Johannes  Philopohus.  (33--342). 

Le  but  de  cet  Article  est  de  montrer  que  Jolianncs  Philoponus  a  lire  ses 
doctrines  physiques,  pour  la  plus  grande  partie,  des  Ouvrages  de  philosophes 
et  astronomes  plus  anciens,  en  particulier  pour  ce  qui  concerne  la  chute,  le 
mouvement  et  la  pesanteur  des  corps.  Comme  ses  prédécesseurs  M.  Haas 
signale  Hipparque,  Kpicurc,  Lucrèce,  Platon,  Zenon  et  même  Aristote. 

* Lovia  (G.).  —  Sur  une  transformation  de  contact  chez  Fermât. 
(343-3  {<>).. 
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Il  s'agit  d'une  transformation  employée  par  Fermât  qui  n'est  pas  une  trans- 
formation de  contact  proprement  dite,  mais  qui  lui  est  1res  semblable.  Fermât 
part  d'une  courbe  rcctifiable  j0  =  /(jt),  et  obtient  par  n  —  i  transformations  de 

la  forme  xt=  x,  yx  —  I      y7'  ■+■  [f{x)Y  dx   une   nouvelle  courbe   dont   l'arc 

./o 

'      sjn  -+-  [/(&)]'  dx  est  aussi   une  fonction  explicite  de  x.  Comme 
o 

courbe  de  départ,   Fermât  se  sert  d'une   parabole    et,  suivant  qu'on. met   son 

équation  sous  la  forme  y"1  —  ipx  ou  sous  la  forme  x7  =  *gyt  <>n  obtient  diffé-. 

rentes  courbes  rcclifiables.  M.  Loria  fait  observer  en  terminant  que  le  cas  où 

la   courbe   transformée  devient   identique  à   la   courbe  de   départ  a   échappe 

à  l'attention  de  Fermât. 

*Ilayashi  (T.).  —  Les  cercles  magiques  dans  les  Mathématiques 
japonaises.  (34;-349). 

En  Europe  des  cercles  magiques  ont  été  traités  pour  la  première  fois,  en  176g, 
par  B.  Franklin,  mais  déjà  vers  le  milieu  du'xvu*  siècle  de  telles  figures  ont 
été  construites  par  les  mathématiciens  japonais.  M.  Hayashi  rend  compte  des 
écrits  s'y  rapportant  et  de  la  méthode  employée,  en  1660,  par  Y.  Isomura  pour 
construire  des  cercles  magiques. 

• 

^Jourdain  (Ph.-E.-IL).  —  Sur  deux  équations  différentielles  de 
la  Mécanique  analytique  de  Lagrange.  (35o-353). 

M.  Jourdain  fait  ressortir  que  Lagrange  s'est  occupé,  au  moins  incidemment, 
du  cas  où,  dans  un  problème  de  Dynamique,  les  équations  de  condition  ne  sont 
pas  des  différences  exactes,  et  que  la  Mécanique  analytique  traite  aussi  des 
cas  où  les  équations  de  condition  contiennent  explicitement  le  temps  t. 

*Iîttdio  (F.).  —  Wilhelm  Schmidt  (1862-1905).  (354-386,  avec 
portrait). 

Cet  article  contient  une  Notice  détaillée  sur  la  vie  et  les  Ouvrages  d'histoire 
des  Mathématiques  de  Guillaume  Schmidt  (né  à  Harderode  le  *j5  août  i86'j, 
mort  à  llclmstedt  le  7  août  1906),  collaborateur  actif  de  la  Bibliotheca  mathe- 
matica  et  connu  en  premier  lieu  comme  éditeur  de  la  nouvelle  édition  des 
Œuvres  de  Héron. 

*  Amodco  (/'*.).   —  Sur  le  cours   d'histoire   des   Mathématiques 
à  rUuiversilé  de  Nuples.  (38^-393). 

Depuis  près  de  3o  années,  des  cours  d'histoire  des  Mathématiques  ont  été 
professés  en  Italie,  mais  le  premier  cours  régulier  sur  ce  sujet  a  été  institué 
en  décembre  190J  à  l'Université  de  Naplcs,  où  M.  Amodco  en  a  été  chargé  par 
le  Ministre  de  l'Instruction  publique.  Trois  heures  par  semaine  sont  consacrées 
à  ce  cours,  et  M.  Amodco  a  l'intention  de  traiter  complètement  de  l'histoire 
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générale  des  Mathématiques  dans  le  courant  de  deux  années.  Il  rend  compte 
de  son  programme  et  de  la  fin.de  sa  première  leçon,  où  il  a  exposé  en  détail 
le  bat  de  son  cours. 

*S6s  (/?.).  —  Sur  l'histoire  de  la  Géométrie  naturelle.  (408-409). 

En  vue  de  compléter  la  Notice  de  M.  WOlffing  sur  l'état  actuel  de  la  théorie 
des  coordonnées  naturelles  (Bibl.  math.,  3°  série,  t.  I,  1900),  M.  Sôs  rend 
compte  de  deux  Ouvrages  sur  ce  sujet,  publiés  en  i84i  en  langue  hongroise 
par  K.  Taubner  et  V.  Fest. 

*Enes(rôm  (G.).  —  Sur  la  découverte  de  la  relation  entre  les  ra- 
cines et  le  tenue  connu  d'une  équation.  (409-410). 

Ou  a  attribué  à  J.  Pcletier  (i56o)  la  connaissance  de  cette  relation,  mais 
M.  Eneslrom  fait  voir  que  cette  attribution  dépend  d'un  malentendu,  et  il 
demande  si  quelque  mathématicien  avant  Viète  a  signalé  la  relation  dont  il 
s'agit. 

*Enestrôm  (G.).  —  Sur  l'origine  de  l'expression  ratio  subdu- 
'plicata.  (4io)« 

Par  cette  expression,  aujourd'hui  presque  incompréhensible,  les  mathémati- 
ciens des  xvir  et  xvm*  siècles  désignaient  que  le  rapport  de  deux  quantités  est 
égal  à  la  racine  carrée  du  rapport  de  deux  autres  quantités.  M.  Eneslrom  est 
de  l'avis  que  l'expression  est  due  à  Wallis,,  qui  s'en  est  servi  dans  son  Ouvrage 
Afathesis  universalis  sive  arithmeticum  opus  integrum  (1657). 

G.  E. 
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5e  série,  Tome  VII;  1901  (,). 


Appell  [Paul).  —  Remarques  d'ordre  analytique  sur  une   nou- 
velle forme  des  équations  de  la  Dynamique.  (3-12). 

L'auteur  a  montré  (même  Recueil,  année    1900)  qu'un  système  matériel  est 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXIX,,  p.  20',. 


